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Constantes fisicas

¢ | velocidad de la luz 2,99792458 x 108 m.s~!

o | permeabilidad magnética A7 x 107" Hom~ 1 ~1,25664 x 1076 H.m ™!
€9 | permitividad eléctrica 8,8541878 x 1072 Fom™!

e | carga del protén 1,6021892 x 10~ C

me | masa en reposo del electrén | 9,109534 x 10731 kg

m,, | masa en reposo del protén | 1,672648 x 1072 kg

k | constante de Boltzmann 1,380662 x 10~ J K1

h | constante de Plank 6,626 176 x 10~3% J.s

Conversion de unidades

leV =1,6021892 x 10~ Julios
1Tesla = 10* gauss
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Prodlogo

Este libro es una continuacién del [Garcia Olmedo] aunque existe alguna diferencia de notacién
y estilo, asi como cierta redundancia en los contenidos de uno y otro. Este parte de la repostulacion
de las ecuaciones de Maxwell en el marco de la relatividad restringida y desarrolla preferentemente
los aspectos dinamicos del electromagnetismo, como los de propagacién y radiacién, asi como la
teoria de circuitos de pardametros distribuidos.

El contenido se organiza en cinco capitulos y un cierto niimero de apéndices. El primer capitulo,
que pudiera haberse incluido entre los apéndices, suministra la base relativista. El resto de los
capitulos contiene una exposicion del nticleo basico de la teoria. Los apéndices son de dos tipos: los
que amplian el contenido de los capitulos y cuyo contenido no es necesario para el flujo 16gico de
los mismos, numerados con letras mayusculas, y los de tipo matematico, que recuerdan o recopilan
informacién que serd de uso frecuente y que estan numerados por cifras romanas. Al final de la
mayor parte de los capitulos y apéndices se incluyen secciones de problemas, parte de los cuales
estan resueltos, y programas de Mathematica que ilustran y complementan al resto del texto.

Granada 5 de abril de 2001
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Capitulo 1

Cinematica relativista

1.1. Introduccién

Este tomo se dedica al estudio del campo electromagnético dentro del marco de la relatividad
especial por lo que, a modo de introduccién, comienza con una revision de los aspectos basicos de
la cinematica y la dindmica relativistas.

El cuerpo fundamental de la Fisica esta constituido por la Mecénica y el Electromagnetismo, la
primera desarrollada principalmente por Galileo y Newton y el segundo por Faraday y Maxwell. La
aplicacién al electromagnetismo de los conceptos clasicos de espacio y tiempo, concretados en las
transformaciones cineméticas de Galileo, presenta dificultades esenciales que fueron soslayadas por
Einstein (1905) al encuadrar ambas disciplinas dentro de su Teorfa de la Relatividad Restringida.
La Teoria General de la Relatividad, desarrollada posteriormente, incluye a la anterior como caso
particular.

- La Relatividad General es valida a escala césmica e incluye al campo gravitatorio ademas del
electromagnético.

- La Relatividad Especial, o Restringida, es aplicable a ”pequetniasregiones del universo tales que
el espacio-tiempo, que en la teoria general es curvo, pueda aproximarse como plano. A diferencia
de la anterior, no incluye al campo gravitatorio en su estructura interna.

Ambas teorfas imponen un limite! ¢ = 2,99792458 103 m.s~! a la velocidad de propagacién de
las interacciones y tienen a la Relatividad de Galileo como limite de baja velocidad (v << ¢), como
exige el principio de correspondencia.

La teoria de la relatividad suele calificarse de ¢lasica.®® cuanto a que no es cuantica y, en con-
secuencia, basa sus descripciones en el concepto de trayectoria continua (linea del universo de la
particula). No obstante, tiene el mismo grado de modernidad que la cuédntica y como ella, dista de
ser cerrada y definitiva. A pesar de los esfuerzos realizados, no parece cercana la consecucién de

! Actualmente el metro se define en funcién del segundo y de la velocidad de la luz. La definicién del segundo se
basa en una transicién hiperfina del Cesio 133 mientras que para la velocidad de la luz se toma este valor como exacto.



2 CAPITULO 1. CINEMATICA RELATIVISTA

una teoria unificada que contemple de forma coherente a todas las estructuras e interacciones de la
naturaleza.

Los textos sobre esta materia [Bergmann, Brédov et al., D’Inverno, Gémez, Jackson, Konopinski,
Landau y Lifchitz FT, Matveyev, Panofsky y Phillips] hacen uso de convenios, notaciones y nomen-
clatura muy diversos . Los utilizados aqui, se establecen en esta revisién y en los apéndices I y II.

1.2. Revision histérica

La fisica clasica se ocupa de la descripcién de los fendmenos fisicos con respecto a referencias
adecuadas de espacio y de tiempo — Sistemas de referencia — y su correlacién mediante leyes
fisicas. Se entiende genéricamente que un fenémeno fisico es un conjunto de sucesos elementales, o
acontecimientos, entre los cuales existe una relacion causal. Las leyes fisicas constituyen la expre-
sién, fundamentalmente en lenguaje matemaético, de la evolucién bésica de dichos fenémenos. En el
desarrollo de la Fisica cabe distinguir a dos tipos de participante, el observador- experimentador y
el tedrico, aunque a veces se funden en uno solo; el primero prepara las experiencias y describe su
evolucién, registrando los distintos sucesos con la ayuda de un metro y un reloj y el segundo expresa
los fendmenos y su interrelacién mediante leyes de caracter ” universal”. Una forma de expresar esta
universalidad es mediante principios de relatividad, los cuales determinan para que familia de obser-
vadores las leyes establecidas son vélidas. El principio de relatividad de Galileo — o Galileo-Newton
— estd basado en conceptos absolutos del espacio y del tiempo. A finales del siglo pasado se pone
de manifiesto que este principio, si bien es compatible con las leyes de Newton, no lo es con las de
Maxwell, lo que conduce a la siguiente disyuntiva:

- Si las leyes de Newton son validas en todos los sistemas inerciales y, por lo tanto, las coordenadas
se transforman segun las transformaciones de Galileo, las ecuaciones del campo electromagnético
varian de un sistema inercial a otro, por lo que debe existir un sistema privilegiado, el del Ether, en
el que las ecuaciones de Maxwell se cumplen en su forma usual y con respecto al cual la velocidad
de la luz es precisamente c.

- Si las leyes de la fisica son invariantes frente a las transformaciones de Galileo, las del electro-
magnetismo han de ser modificadas en consecuencia.

- Existe un principio de relatividad distinto al de Galileo que mantiene invariantes a las leyes de
Maxwell. Es preciso reformular las leyes de la mecéanica.

Einstein, de acuerdo con la tercera opcién, postula unos nuevos principios de relatividad, el
segundo de los cuales establece la invarianza de la velocidad de la luz , que encuadran adecuadamente
a las ecuaciones de Maxwell pero que exigen una revisiéon de la mecanica. El rango de universalidad
de las leyes se extiende como consecuencia de una concepcién de caracter no absoluto del espacio-
tiempo. El observador relativista puede, dentro de este contexto, prescindir de los metros y ordenar
espacialmente dos sucesos, ocurridos en dos puntos determinados, midiendo el tiempo invertido por
la radiacién electromagnética en un viaje de ida y vuelta entre dichos puntos?, como se muestra en
la figura 1.2.

2Este es el principio empleado por los radares, en la banda de las microondas, y por los taquimetros actuales, en
la banda éptica.
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Las teorias de la relatividad tratan de como distintos observadores ven el transcurso de una expe-
riencia determinada. Proporcionan, por lo tanto, las leyes de transformacion de todos los pardmetros
y magnitudes fisicas que intervienen en la misma. El principio de relatividad de Galileo establece
que las leyes de la mecanica son expresadas de una forma tnica por una familia de observadores
que estan en reposo con respecto a unos sistemas de referencia privilegiados denominados Sistemas
Inerciales. Estos son los sistemas en los que se cumplen las leyes de Newton de inercia, fuerza y
reaccién. Las inconsistencias que resultan del intento de adaptacién de la relatividad de Galileo al
electromagnetismo llevan a Einstein a proponer sus principios de relatividad restringida, sustenta-
dos sobre el mismo conjunto de sistemas de referencia inerciales que los de Galileo. Més adelante,
en su teoria general, eliminard todo privilegio entre sistemas de referencia.

Como principios previos a los de relatividad deben citarse los de HOMOGENEIDAD e ISOTROPIA,
segun los cuales el espacio es isdtropo y homogéneo y el tiempo homogéneo. Esto significa que una
cierta experiencia, realizada en las mismas condiciones iniciales y de contorno, transcurre de la
misma manera cualquiera que sea el lugar, orientacion e instante inicial de su ejecucion.

1.2.0.1. Electromagnetismo y relatividad

Como se vi6 en el tomo anterior, el electromagnetismo en el vacio puede expresarse mediante un
conjunto de ecuaciones de campo, las de Maxwell, mas la ley de fuerza de Lorentz. Maxwell deduce en
principio dichas ecuaciones basdndose en un modelo mecanico del Ether luminifero, medio hipotético
a través del cual se supone que se propaga la interaccién electromagnética, aunque méas tarde, en
vista a las dificultades conceptuales impuestas por los modelos posibles del ether, prescinde de éste
para enunciar sus leyes de forma andloga a como hoy la conocemos. En el vacio, estas ecuaciones
son

v-E = L (1.1a)
€0
o OB
E = -2 1.1
VA o (1.1b)
V-B =0 (1.1c)

. OF
VAB = poJj+eomo

o (1.1d)

y la ley de fuerza
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Dentro del marco de la relatividad de Galileo, las leyes de transformacion de los campos son

—

E'=E+VAB (1.3a)

+

—

B'=

o]

(1.3b)

Pero estas leyes de transformacion, aunque aplicables y ttiles en el rango ya mencionado de bajas
velocidades, no dejan de presentar dificultades conceptuales porque son el resultado de imponer a
los campos un principio de relatividad que las ecuaciones de Maxwell necesariamente incumplen?.
Efectivamente, la ecuacién de onda para cualquier componente cartesiano ¢ de los campos, en
regiones en las que p =0y 7=0, es

vio LN oy cm 2 (1.4)
C2 3752 o 7 o luoso .

La forma de esta ecuacién, como es facil comprobar, no es invariante frente a las transformaciones
de Galileo, debido a que en ella aparece la velocidad de la luz ¢ (Véanse los problemas 1-1 y 1-2).
Como cualquier otra velocidad, ésta se transforma segin la ley de composicién de velocidades,
Jd=3c— ‘7, al pasar a otro sistema de referencia. Si las transformaciones de Galileo son aplicables
a las leyes de Maxwell, la forma de estas ultimas es variable y debe ser posible la medida de los
distintos valores de ¢ cuando se cambia de sistema inercial. En particular, debe ser posible medir
la velocidad de la Tierra con respecto al sistema privilegiado del Ether, o sistema absoluto, en el
cual dichas ecuaciones tienen la forma candnica usual y con respecto al cual la luz se propaga con
velocidad c.

La controversia suscitada en su tiempo es objeto ya de la historia y puede verse en [Jackson,
Panofsky y Phillips, Whittaker|. La primera experiencia encaminada a determinar la velocidad de
la Tierra con respecto al sistema del Ether se debe a Michelson y son muy numerosas y variadas
las realizadas desde entonces. A pesar de que la Tierra circula alrededor del Sol con una velocidad
de unos 30 km.s~! los resultados indican que la velocidad de la luz es invariante hasta limites del
orden del cm.s~! [Ohanian].

De las hipotesis emitidas para justificar el resultado negativo de dichas experiencias, aferrandose
sin embargo a la concepcion absoluta del espacio y del tiempo, citaremos solamente la de Lorentz,
segin la cual los metros se contraen como consecuencia de su movimiento a través del Ether,
debido a la resistencia material del mismo, y la de Poincaré, que postula una ralentizacién de los

3En las transformaciones en las que el orden ciclico de los vectores de base se invierte, B'=-B.

Si se aproxima hasta el primer orden en 8 = V/c a la ley de Einstein para la transformacién del campo magnético
, se obtiene B '~ B - C% ANE (2.60); para obtener el resultado galileano es necesario, ademds, suponer que ¢ — oo.
No se debe olvidar que las ecuaciones de Maxwell no son compatibles con las transformaciones de Galileo. Esto hace
que, en el limite de baja velocidad, sea a veces mds apropiada la utilizacién de esta expresién que la galileana.
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relojes en movimiento. La primera hipdtesis justifica el resultado negativo de la experiencia de
Michelson con interferémetros de brazos iguales y la segunda el de la misma experiencia pero con
brazos desiguales. Entrambas dan lugar a las transformaciones cinematicas que hoy se conocen como
Transformaciones de Lorentz, las cuales coinciden formalmente con las utilizadas en el contexto de
la relatividad especial aunque responden a una concepcién del espacio-tiempo radicalmente distinta.
Einstein analiza criticamente las nociones tradicionales del tiempo y del espacio y eleva al rango de
postulado el resultado experimental de que la medida de la velocidad de la luz es independiente del
observador.

1.3. Postulados de la Relatividad Restringida

Einstein se cuestiona la aplicabilidad de la relatividad de Galileo al campo electromagnético.
Piensa, ademas, que ninguna experiencia es puramente electromagnética ya que en la misma, de una
forma u otra, se hace uso de todas las ramas de la fisica y, por supuesto, el campo electromagnético
es parte esencial de las mismas. En este sentido, puede decirse que la teoria de la relatividad empieza
a fraguarse a partir de la cuestién de cémo es posible en la préictica determinar si dos sucesos son
o no simultaneos. El resultado de este andlisis se concreta en dos postulados, el de Relatividad y el
de la Constancia de la velocidad de la luz, que pueden enunciarse de la forma:

1° - Relatividad: LAS LEYES DE LA FiSICA TIENEN FORMA INVARIANTE PARA TODOS LOS
OBSERVADORES INERCIALES.

2° - Constancia de la velocidad de la luz: LA VELOCIDAD DE LA LUZ ES UNA CONSTANTE
INVARIANTE PARA TODOS LOS OBSERVADORES INERCIALES.

A partir de estos postulados y de otros, que se recabardan en su caso, se reformulara la mecanica
y el electromagnetismo. Aunque este 1iltimo seguira siendo valido en la forma previamente conocida,
al situarse en un nuevo contexto relativista su interpretacion y potencialidad se veran fuertemente
realzadas.

1.4. Ordenacién espacial y temporal

En este apartado, previo al desarrollo formal de las trasformaciones de Lorentz, se introducen
de forma cualitativa, con ayuda de Ezperiencias pensadas, los fundamentos de la nueva concepcion
del espacio y del tiempo introducida por Einstein. En el apéndice A se puede ver como los postu-
lados permiten diseniar otras experiencias pensadas de las que se deducen cuantitativamente dichas
transformaciones y los conceptos béasicos de la dindmica relativista.

Idealmente, un Suceso elemental es algo que ocurre en un punto y en un instante. La definicion
de una magnitud fisica lleva consigo el establecimiento de un proceso operacional para su medida.
La definicién operacional correspondiente lo delimitaria en un entorno de espacio y de tiempo de
dimensiones inapreciables para los instrumentos de medida empleados. La ordenacién espacial y
temporal de estos sucesos es la tarea primaria de un observador inercial.
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1.4.1. Simultaneidad local

No se puede definir y medir el tiempo si no se especifica de forma inequivoca un proceso para
la determinacion de si dos sucesos guardan entre si una relacién de anterioridad, posterioridad o
Simultaneidad: son necesarios mecanismos practicos para poner en hora y acordar el ritmo de los
relojes.

No es dificil imaginar instrumentos que determinen la Simultaneidad local de dos sucesos A y B: si
han ocurrido simultdneamente y en el mismo punto para un cierto observador inercial (Por ejemplo,
uno del sistema S). Todos los inscritos en el Registro Civil como nacidos en un dia determinado
pueden considerarse como nacidos en simultaneidad local, en el mismo dia y en la localidad en que
reside el Registro. Los procesos de medida clasicos tienen incertidumbres y errores que, idealmente,
pueden refinarse cuanto sea necesario. Un instrumento con estas caracteristicas recibe el nombre
de Detector de coincidencias y tipicamente seria un dispositivo de pequenas dimensiones, A3, que
se activa cuando dos fotones inciden en su interior en un mismo intervalo temporal At, como se
muestra en la figura 1.1. En la figura 1.1-a se muestra al detector de coincidencias, el cual se activa
cuando los fotones correspondientes a los sucesos A y B inciden dentro del mismo intervalo temporal
de dimensién At. En 1.1-b se representa a la senal que divide al tiempo en intervalos At; el suceso
A es anterior al B y al C'y estos tltimos son simultdneos dentro de la incertidumbre establecida. Se
supone que A, B y C han tenido lugar en la posicién del detector de coincidencias. La simultaneidad
local tiene caracter absoluto puesto que las activaciones de un detector de coincidencias son objetivas
e independientes del observador.

|
A N7 |- B
/|\

At { o0

(b)

Figura 1.1: Detector de coincidencia
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1.4.2. Ordenacion espacial de sucesos en un sistema de referencia

Supondremos que en todos los puntos de un sistema inercial Sen que sea necesario se encon-
trard un observador inercial de dicho sistema. La posicién que ocupa cada uno de ellos puede fijarse
por el que estd situado en el origen con la ayuda de un metro ordinario, pero el segundo postulado
le ofrece una mejor herramienta. Esta es la radiacién electromagnética, que viaja en linea recta con
una velocidad exacta c. La figura 1.2 representa a un observador galileano, que se sirve de un reloj y
un metro, y otro einsteniano que ha sustituido a este ltimo por un radar con el que mide el tiempo
invertido por la luz en un viaje de ida y vuelta.

5 ’ e
N
o0 -

Galileo Einstein X

Figura 1.2: Observadores

El radar lanza un fotén en 1, desde x1, hacia el espejo colocado en la posicion zo2 en la que ha
ocurrido el suceso y lo recibe, después de ser reflejado, en el instante t5. La distancia Az entre el
observador y el punto x3 es

Az = g At (1.5)

El tiempo puede ser medido en metros-luz o el espacio en segundos-luz. Como se verd mas
adelante, el espacio y el tiempo se ligan de una forma maés intima que en la relatividad de Galileo
por lo que resulta natural representar al tiempo con dimensiones espaciales a través de la coordenada
ct.

1.4.3. Simultaneidad no local y puesta en hora de los relojes

Como se muestra en la figura 1.3, entre dos sucesos A, ocurrido en z,, y B, ocurrido en x;, segin
los observadores de un sistema S concreto, puede establecerse una relacién de simultaneidad. Entre
estos sucesos se da una Simultaneidad no local, cuando dos fotones, el a, emitido en simultaneidad
local con el suceso A, y el b, emitido en simultaneidad local con el B, llegan en simultaneidad local al
punto z. = (zp+x4)/2, equidistante de x, y . Cuando dos sucesos ocurren en dos puntos distintos
de un sistema de referencia, se hace imprescindible el uso de mensajeros y de reglas que permitan
establecer un orden de precedencia temporal. Si el mensajero poseyera velocidad infinita, el detector
de coincidencias podria colocarse en cualquier punto y el tiempo tendria el cardcter absoluto que le
asigna la relatividad de Galileo. Ese mensajero infinitamente veloz no existe, que se sepa, por lo que
resulta afortunado que, aunque con velocidad finita, la luz sea un mensajero perfectamente fiable.
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/

N
77N

Xa Xc Xb

Figura 1.3: Simultaneidad no local

Figura 1.4: Sincronizacién de relojes

Una alternativa para la ordenacion temporal de los sucesos consiste en que los observadores que
detectan los sucesos en las posiciones que ocupan, emitan un mensaje, identificando su posicién,
en simultaneidad local con la ocurrencia de los mismos. El observador patrén, situado en el origen
de &, podra corregir el tiempo de llegada de los mensajes, de acuerdo con 1.5, y ordenar a todos
los sucesos en el espacio y en el tiempo. Procediendo a la inversa, seglin se muestra en la figura
1.4, es suficiente con que en cada sistema de referencia exista un reloj patrén que radie la hora: el
observador situado en x, la recibira con el retraso correspondiente, que es conocido para él. En la
préactica, cada observador tiene su propio reloj que, de cuando en cuando, regula con respecto al reloj
patron. Si le atrasa puede acelerar el ritmo, ajustando la tension del muelle, o variando la capacidad
de condensador que estd en paralelo con el cuarzo, y adelantar la fase mediante la corona del reloj.
En adelante supondremos que todos los observadores de un mismo sistema de referencia inercial
poseen un reloj puesto en hora con respecto al patrén, con el que puede ordenar temporalmente a
los sucesos locales.
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1.4.4. Relatividad de la simultaneidad

Hasta ahora se ha visto como, con ayuda del postulado de la constancia de la velocidad de la
luz, los sucesos observados desde un cierto sistema de referencia pueden ser ordenados espacial y
temporalmente. En la relatividad de Galileo, las distancias espaciales y temporales entre los lugares
e instantes en que ocurren dos sucesos tienen caracter absoluto, son independientes del sistema
inercial desde el que se miden. De lo tratado anteriormente se desprende que ahora, en particular, el
tiempo no podra considerarse como absoluto: no es posible extender el concepto de simultaneidad
a los demas sistemas inerciales. Solo los sucesos localmente simultaneos, lo son para cualquier otro
observador. La siguiente experiencia pensada [Bergmann| pondra de manifiesto el cardcter relativo
de la simultaneidad.

=

\Y%
-
b
S’ — (Tren) ﬁ’a X5 | X}D
I |
X 'X X
S - (Estacién) e=a S, _, >
9 9 9
ﬁa \Xc \Xb>
]
‘Xa ‘Xc ‘Xb )
o— a .
b <-e
b b 9
ﬁa Xe \Xb
]
{ \
Xa oxé a X t
b<-oe
9 9 9
ﬁa \Xc \Xb
[ |
\ \
X, X, X, ¢
b <-e o= a

Figura 1.5: Relatividad de la simultaneidad

En la figura 1.5 se representan distintos instantes del paso de un tren por una estacion. En la
estacion, sistema S, se marcan los puntos x, y xp asi como el punto medio entre ambos z.. En una
pasada previa se marcan los puntos homélogos z’,, 'y y 2’ . de &', que son aquellos que, en un
instante determinado t de &, se encuentran justo en las posiciones de x4, Ty y x. respectivamente
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(caben diversas formas de efectuar la operacién anterior como, por ejemplo, disparar simultédnea-
mente en S tres laseres situados en x4, T3 v Z., cuyos haces marcardn las senales correspondientes
en 2’4, 2’y y 2’ ). Invocando el principio de homogeneidad espacial puede asegurarse que los obser-
vadores del tren encontrardn que el punto 2’ . estd a igual distancia de 2’ , y 2’ 4. Una vez preparada
la experiencia, se procede a un segundo pase del tren cuya descripcion desde S es la que sigue:

t1 - En este instante tienen lugar los sucesos de la coincidencia de los puntos z.-x’, y zp-2' .
En simultaneidad local con .-, se emite el fotén a y en simultaneidad local con xy-z'4 el b.

to - El fotén a llega a 2’ .. Como los dos fotones viajan a velocidad finita ¢ y el tren lo hace hacia
la izquierda con velocidad V, el fotén b ain no ha llegado a dicho punto.

t3 - Los fotones, que partieron simultdaneamente en S desde x, y zp, llegan al punto medio z..
ty - El fotén b llega a 2/ .

La conclusién de esta experiencia es que los sucesos .-, v xp-2', que son simultaneos en
S, no lo son desde 8’ porque el fotén a, que parte de 7', equidistante de z’ . con respecto a z’y,
llega antes que el b a 2’ .. El postulado de la constancia de la velocidad de la luz exige que la
velocidad de a y b, medida en &', sea ¢, luego z,-7’ , ha ocurrido antes que -2’ j,, segiin se aprecia
desde este sistema. Luego la ordenacion temporal no es absoluta y debe renunciarse a la ley de
transformacion de coordenadas de Galileo. Mediante experiencias de este tipo pueden deducirse las
nuevas transformaciones, como puede verse en el apéndice A.

1.5. Transformaciones de Lorentz; espacio de Minkowski

Una vez comprobado que los postulados de Einstein no concuerdan con las transformaciones de
Galileo, se procece a la biisqueda de unas nuevas transformaciones que sean compatibles con éstos y
con los principios de homogeneidad e isotropia. Dada la relatividad de la simultaneidad, las variables
espaciales y temporales deberan aparecer mezcladas en un espacio-tiempo tetradimensional.

Previamente conviene precisar algunos conceptos. De acuerdo con lo expuesto en el apéndice I
sobre espacios puntuales, se buscan las leyes de transformacién de coordenadas para los puntos Xy
de un espacio puntual My, que se denominaré espacio de Minkowski. Este estd asociado a un espacio
vectorial euclidiano My de cuatro dimensiones, como se muestra en la figura 1.6. Sin otro objeto que
el de facilitar la exposicién, se denominaré transformacién Directa a la S — S’, donde el sistema de
referencia S esta constituido por un punto origen O, y una base vectorial €, i = 0,1,2,3°, para
las coordenadas contravariantes, o su adjunta € para las covariantes.

_ [ (04, &) ,_f (O .
S= 4 R S = -J 5 5 20717273
{ (Oy, €") (0}, e’]) "

Una descripcion de este tipo es innecesaria para poner de manifiesto los fundamentos fisicos del
problema, por lo que, también en este caso, es preferible limitarse a las transformaciones estandar

5Se utilizardn indices latinos para enumerar las cuatro dimensiones y griegos para las tres espaciales.
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T. L.

Figura 1.6: Transformaciones generales de Lorentz

que se representan de forma tridimensional en la figura 1.7. Estas transformaciones cumplen las
siguientes condiciones:

B V2 -
Vi
o O X, X’
z y4

Figura 1.7: Transformaciones estandar de Lorentz

A - Las coordenadas espaciales son cartesianas, los ejes z y 2’ coinciden y los y, v/ y z, 2’ son
paralelos y tienen la misma direccién.

B - Las escalas empleadas en ambos sistemas son las mismas.

C - El origen espacial de &', O' = (' =0,y = 0, 2/ = 0), se mueve con respecto a S, en la
direccién positiva del eje x, con velocidad V. De acuerdo con el principio de relatividad, el origen
espacial de S, O = (x = 0, y = 0, z = 0), se mueve con con velocidad V' en la direccién negativa
del eje 2’ .

D - O y O’ coinciden en t = t' = 0, luego los origenes tetradimensionales permanecen invariantes,
O} = 04°. Esta circunstancia hace que las transformaciones de coordenadas estandar presenten una

5Las transformaciones de Galileo se desdoblan en dos, la del tiempo, monodimensional, y la del espacio, tridimen-
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forma analoga a la de las transformaciones de base, por lo que cualquier vector tetradimensional, o
Tetravector, serd invariante vectorial frente a las mismas.

Para representar a los puntos del espacio de Minkowski, también llamados Puntos del Universo,
se definiran las siguientes coordenadas contravariantes’:

L =ct, =z, 2=y, =2 (1.6)
En lo sucesivo, el cuadrado de una coordenada se indicard de la forma (z)? y el vector de
posicién tetradimensional se representara por s. Con la expresion

= { (:UO, ZL‘l, 1'2, 1133) - (Cta"?) (1.7)

S —
(xo, x1, T2, x3) — (ct,—T)

se indica que el tetravector de posicion puede representarse mediante coordenadas contravariantes
o covariantes® y que las tres tltimas contravariantes coinciden con las del ”vector”tridimensional
de posicién® . Con la métrica que se utiliza en este texto, las coordenadas covariantes espaciales
son iguales a las contravariantes pero de signo contrario.

De acuerdo con 1.36, las leyes de transformacién son

di =i rala =aldt ) §j=0,1.3 (18)

donde se tiene en cuenta que las coordenadas 0"/ del Oy con respecto a O) son nulas. Segiin ésto, re
no es invariante frente a las transformaciones generales de coordenadas, pero si frente a las estandar.
Sin embargo, el vector de posicién mutua entre dos puntos y el vector de desplazamiento elemental
en el espacio de cuatro dimensiones

= = = =
A821:82781 5 d s (19)
si son vectores invariantes. En lo sucesivo, cuando se hable de magnitudes tensoriales se dara por
supuesto que son invariantes tensoriales frente a las trasformaciones de coordenadas, por lo que se
. . =
estard excluyendo a magnitudes como s que no lo son.

La aplicacién de los principios y postulados propuestos permitird la determinacién de los coefi-
cientes ag que, segun se ha visto, juegan aqui el doble papel de coeficientes de la transformacién de
base vectorial y de la transformaciéon de coordenadas.

La homogeneidad del espacio y del tiempo exige que los coeficientes de la transformacién sean
independientes de las coordenadas ya que, en caso contrario, ésta seria distinta para cada punto.
Luego los coeficientes solo pueden depender de la velocidad relativa entre los dos sistemas.

sional. En esta tdltima, los origenes se trasladan en funcién del tiempo.

"En la bibliografia pueden encontrarse definiciones distintas a las que aqui se emplean.

8Las coordenadas covariantes solo podran introducirse adecuadamente cuando se establezca la métrica del espacio
de Minkowski, lo cual se hard més adelante. Se adelanta su mencién a este lugar como mera referencia.

97 no es un vector del espacio de Minkowski, pero se seguird denominéndolo como vector.
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al =al(V) (1.10)

Esto implica que las transformaciones son lineales y conservan el caracter rectilineo de las trayec-
torias inerciales, de acuerdo con la ley de inercia. En primer lugar se determinaran los ceoficientes
correspondientes a las coordenadas transversales y = 22 y z = 23 y a continuacién los de las dos

primeras ct = 2° y x = z!.

Coeficientes de las coordenadas transversales :

Para y = 22

2=y =a}ct+alz+a3y+a}z

Puesto que en las transformaciones estdndar coinciden los planos y = 0 e 3/ = 0 y en dichos
planos el resto de las coordenadas son arbitrarias

/2
=ayy

2 2 _ 2 _
CLO — al - a3 - 0 = y
Dado que no se contemplan cambios de escala ni inversién de ejes, = a% = +1.

El principio de isotropia establece la equivalencia de las coordenadas y y z, por lo que éstas se
transforman segtn las expresiones

Yy =y 2=z
22— 2 ” 23— 23 (1.11)
Coeficientes de las dos primeras coordenadas :
Para las dos primeras coordenadas se tiene
20 = o =adlz' =adct +adx +ady+adz (1.12a)
oV = 2 =alrt=alcttalrtaly+alz (1.12b)

Los planos 2/ = cte se mueven con respecto a los z = cte con velocidad V' 1°. En particular,
el plano ' = 0 estd definido por la coordenada x = B¢t en S, siendo arbitrarias las coordenadas
transversales. De 1.12b se deduce que

OEn lo que sigue se hard uso preferente de la velocidad normalizada § = V/e.
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Dejando para més adelante la determinacién de ai y anotdndolo como + .

¥ =12 =—yBct+yx

Si se elimina ct entre esta ecuacién y 1.12a, se tiene que

T—
ct':a877

/
0 0 0
+aixr+asy+aszz
als;
Por el principio de relatividad, los puntos de los planos = = cte (las coordenadas y y z de
este plano son arbitrarias ), en particular del x = 0, se mueven con respecto al sistema S’con

velocidad —V, por lo que, visto desde &', la coordenada x’ de este plano viene dada por la ecuacién
2’ = —fct’, de donde resulta que

0_ 0 _ 0 _
ay=a3=0 ,, ag="r

Reescribiendo lo obtenido hasta ahora y simplificando la notacién

c’ = ~vct+ Ax (1.13a)

/

¥ = —yfct+vyx (1.13b)
El segundo postulado exige que la velocidad de la luz en cualquiera de los dos sistemas sea c,
/

por lo que la trayectoria de un fotén, emitido en el origen espacio-temporal (t =t =0, 7 =7/ = 0
en la direccién del eje x, tiene por ecuaciones

/ /
r =ct ,, rT=ct

Sustituyendo 1.13a y 1.13b en la primera de las ecuaciones e identificando los coeficientes de z
y t en la segunda, resulta

'’ = v(ct—px) (1.14a)
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/

¥ = y(=Pct+ 1) (1.14Db)

Las transformadas inversas pueden obtenerse resolviendo el sistema de ecuaciones anteriores
paracty x

(ct' +B2") (1.15a)

B[

r = %(5@5’”’) (1.15b)

donde A = 4% (1 — 3?) es el determinante de los coeficientes. Pero estas transformaciones también
pueden deducirse de las directas, de acuerdo con el postulado de relatividad, intercambiado las
variables de S con las de 8’ y cambiando el signo a 3. Comparando el resultado con las ecuaciones
anteriores, se tiene que A =1y

1

Y= >1
V11— 2
donde se considera 8 < 1y v > 1 porque para § — 1, v — o0 y v se hace imaginario para § > 1.

Se ha elegido la raiz positiva para v porque las transformaciones estdndar no invierten el sentido de
los ejes.

(1.16)

Resumiendo lo anterior, las transformaciones de Lorentz pueden escribirse con diversas nota-
ciones '

v
t = (- C—Qaz) (1.17)
¥ = y(-Vt+uz)

y =

7 =z

0, de forma general, segin 1.8 y el apéndice I,

' = a{xi (1.18a)
= bald (1.18b)

La transformacién directa 1.18a puede ser expresada en forma matricial, utilizando al indice
superior para las filas y al inferior para las columnas,

1Véase en el problema 1-4 la expresién de estas transformaciones cuando la velocidad relativa entre sistemas tiene
direccién arbitraria.
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20 20 v =08 0 0
: _(.3). | - AN_| 8 ~ 00
L _<“i> ] (ai>_ 0O 0 10 (1.19)
z z 0 0 01

La matriz (b;) de la transformacién inversa se obtiene sin mas que cambiar 3 por —f.

Las propiedades bésicas de las transformaciones son las que siguen:

- Los coeficientes son independientes de las coordenadas y, por lo tanto, la transformacion es
lineal y conserva la forma de las trayectorias rectilineas.

- Puesto que A =1, = =

7 7
aj| = b

- v es real para V < ¢ (# < 1) e imaginaria en caso contrario. Para § = 1 la transformacién
es singular puesto que v — oco. Aunque se especula con la existencia de particulas con velocidad
superior a la de la luz ( superluminicas o taquiones), éstas conducen a paradojas '? incompatibles
con el principio de causalidad, por lo que aqui solamente se consideran particulas Luminicas (5 = 1)
y Subluminicas (8 < 1) o tardones.

- La velocidad de la luz en el vacio ¢ aparece como limite de la velocidad de interaccion entre
cuerpos materiales.

- Para f < 1y ¢ — oo las transformaciones de Lorentz equivalen a las de Galileo 3.

1.5.1. Invarianza del intervalo; producto escalar y métrica en el espacio de
Minkowski

El segundo postulado de Einstein hace posible el establecimiento de una métrica en el espacio
de Minkowski.

Para cualquier par de sucesos A y B, ocurridos respectivamente en X, = (tq,7,) vy Xp = (tp, 1)

Asga =c? (ty — ta)2 — (zp — 1‘a)2 — (yp — ya)2 — (zp — za)2 =c? Atga — Arga (1.20)

es un invariante escalar, como puede comprobarse mediante las transformaciones de Lorentz 4. En
particular, si A y B corresponden al paso de un fotén por los puntos del universo X, y X, su valor
sera 0 puesto que el foton viaja a la velocidad de la luz. En particular, para puntos préximos

ds? = 2 dt* — dz® — dy* — d2® = 2 dt* — dr? (1.21)

12Un individuo podria viajar al pasado y matar a su progenitor antes de que lo engendrara.

13Problema 1-3. La relatividad de Galileo presupone que la velocidad limite de propagacién de las interacciones es
ilimitada.

1Pproblema 1-13.



1.5. TRANSFORMACIONES DE LORENTZ; ESPACIO DE MINKOWSKI 17
también es invariante escalar.

Esto permite definir un producto escalar en el espacio de Minkowki y, por consiguiente, una

métrica. 1°:

= gijda’ da? = g"dx; dv; = dv; da’ (1.22)

El tensor métrico resultante es GG, cuyas componentes son

1 0 0 O
i 0 -1 0 0
0 0 0 -1

lo que le presta al espacio de Minkowski el carcter de euclideo. Al mismo tiempo, las coordenadas
covariantes de un punto y las componentes covariantes de un vector se obtienen, a partir de las
contravariantes, segiin

xXr; = gijxj (124)

xo=ct, 11 =—T, Xxog=—Y, T3 = —2 (1.25)

Asi, pues, el desplazamiento elemental en el espacio de cuatro dimensiones, como cualquier
tetravector (cuadrivector), podra expresarse en funcién de las coordenadas covariantes o contravari-
antes, segiin convenga.

0 7,1 7.2 7.3
d?—»{ (dz?, dx*, dz*, dx?) : (cdt,dr) (1.26)

(dzxg, dz1, dxo, drs) (cdt, —dr)

Se define como Intervalo espacio-temporal entre dos sucesos cualesquiera a

As =+ A2 - Ar? |, ds=+/c?dt? — dr? (1.27)

cuyo cuadrado es invariante.

15Vease el apartado I.1.4.
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1.5.1.1. Clasificacién de los intervalos

La invarianza del cuadrado del intervalo permite establecer una clasificaciéon absoluta del tipo
de intervalo segiin As? sea mayor, menor o igual a cero.

>0 ,2At?2> Ar?2 — Tipotemporal
As? 5 =0 A2 =Ar2 — Tipoluminico (1.28)
<0 ,2At?2 < Ar? — Tipoespacial

- En los intervalos de tipo temporal, la distancia temporal entre los dos sucesos ¢ |At| es mayor
que la espacial Ar: un fotén emitido en simultaneidad local con el suceso que ocurre primero, tiene
tiempo de llegar al lugar donde ocurrira el segundo suceso antes de que éste ocurra. Es posible,
aunque no necesario, que entre ellos exista una relacién causal directa. Dada la invarianza del
cuadrado del intervalo, no serd posible verlos simultdneamente desde ningun sistema inercial, pero
es facil comprobar que existe un sistema inercial desde el cual ambos sucesos pueden ser vistos
ocurriendo en el mismo punto 6.

- Los sucesos conectados por un intervalo de tipo luminico solo pueden estar relacionados direc-
tamente a través de particulas luminicas.

- Los intervalos de tipo espacial corresponden a sucesos sin relacién causal directa. Existe un
sistema de referencia desde el que se ven ocurrir simultdneamente, pero no es posible verlos ocurrir
en el mismo lugar 7.

La figura 1.8 representa, en dos dimensiones, la relaciéon entre un suceso Ag, ocurrido en el punto
del universo Py = (to, o), y los ocurridos en los demds puntos del universo. A estas representaciones
bidimensionales se les conoce como Diagramas de Minkowski '&.

Como puede verse en la figura, el suceso Ay esta conectado por intervalos de tipo temporal con
sucesos tales como el A, y el Ay que se hallan en el interior del Cono de luz y de tipo luminico con
los que estan en la superficie del mismo, como el A.. Con A,, estd conectado por un intervalo de
tipo espacial y, por lo tanto, no existe relacién causal directa entre ambos.

Si Ag corresponde al paso por Py de una particula que tiene velocidad v y cuya trayectoria, o
linea del universo, es la indicada en la figura, A, corresponde al pasado de la particula y Ay al
futuro de la misma, de forma que, viajando a velocidades adecuadas 3, = (V/c) < 1 son alcanzables
todos los puntos del semicono superior, donde se encuentra el Futuro posible de la particula. De
forma andloga, desde el Posible pasado de la particula puede alcanzarse el punto Fy. La trayectoria
de ésta forma con el eje ct un angulo arctg 8, < 45°, donde 3, = %” es su velocidad normalizada,
por lo que la particula no podra nunca acceder a la parte exterior del cono.

16problema 1-16.
17Problema 1-17.
18problema 1-14.
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Otra parte

ct

Linea del universo

Figura 1.8: Cono de luz

1.6. Medidas

En esta seccién se definiran los términos relativos a la medicion del espacio-tiempo en el mar-
co de la relatividad. Las dificultades encontradas para establecer un orden espacio-temporal con
caracter universal se debe a que la métrica es necesariamente tetradimensional. A pesar de ésto, es
conveniente extender los conceptos de longitud espacial e intervalo temporal, aunque ahora carezcan
del carédcter absoluto que poseen en el marco de Galileo.

1.6.1. Medidas espaciales; longitud propia; Contracciéon de Lorentz

Ya se ha visto que la medida de distancias entre puntos de un sistema determinado de referencia
no ofrece ninguna dificultad. Se considera ahora cual serd la medida de un objeto unidimensional,
que se denominard Metro, segin ésta se efectiie desde un sistema u otro. Si el metro estd en reposo
con respecto al observador, su longitud puede determinarse univocamente, con independencia del
tiempo, como la distancia que existe entre los puntos en que se hallan sus extremos. Si el metro
estd en movimiento, debe admitirse que la tinica forma razonable de definir su longitud es:
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Definicién 1 (Longitud de un metro medida en un sistema S) Es la distancia entre los
puntos P, y P, ocupados simultineamente en S por sus extremos.

L= /(7(t) — 7a(t))? (1.29)
definicién que incluye como caso particular a

Definicién 2 (Longitud propia de un metro) FEs la longitud A de un metro medida en un sis-
tema inercial Propio (sistema con respecto al cual el metro estd en reposo).

Del postulado de relatividad se deduce que la longitud propia de un metro es una magnitud
caracteristica del mismo, es decir, la medida de un objeto realizada en reposo con respecto a un sis-
tema inercial es independiente del sistema en cuestiéon. Como corolario del postulado de relatividad,
suele invocarse el Principio de reproducibilidad de las magnitudes propias, segun el cual, el mismo
metro y el mismo reloj pueden ser utilizados para marcar intervalos espaciales y temporales propios
en cualquier sistema inercial; basta con colocarlos en reposo sobre el sistema correspondiente.

Longitud de metros perpendiculares al movimiento :

La medida de un metro colocado perpendicularmente a la direccién del movimiento, la z por
ejemplo, es invariante. Si A es la longitud propia de un metro cuyo sistema propio es S’

A=z —z,=z2p— 2, =1 (1.30)

Longitud de metros paralelos al movimiento :

En el caso de que dicho metro se encuentre colocado paralelamente al movimiento

A=2"p— 2 o =7 (xp(t) — 2a(t)) =1
De acuerdo con ésto, dado que v > 1, la Longitud no propia (longitud medida desde un sistema no
propio) resulta contraida segin la relacién

LYY (1.31)
g

por lo que la mayor longitud medida a un objeto es la propia. Este efecto se conoce como Contraccion
de Lorentz-Fitzgerald. Esta misma ley rige para intervalos elementales

dA
dl = — (1.32)
v
También los volimenes no propios V se veran contraidos en la misma proporcién.
d
alV:dxalyd;z:ﬂ )y V:E (1.33)
Y v

donde Vj es el volumen propio.
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1.6.2. Medidas de tiempo; tiempo propio de un sistema; intervalo de tiempo
propio; dilatacion temporal

En primer lugar se dardn las siguientes definiciones asociadas a la medida del tiempo en un
sistema de referencia determinado

Definicién 3 (Reloj propio de un sistema) Aquel que estd en reposo con respecto al sistema.

Definicién 4 (Tiempo propio de un sistema) FEl marcado por los relojes propios puestos en
hora.

Definicién 5 (Intervalo de tiempo propio) El intervalo At marcado por un mismo reloj pro-
pio. La medida del tiempo es independiente de las coordenadas transversales, z e y, por lo que un
intervalo propio puede ser medido por distintos relojes situados en un mismo plano x = xg.

Definicién 6 (Intervalo de tiempo impropio) Intervalo At cuyo comienzo y final estd marca-
do por dos relojes propios situados en distintos planos x = cte.

Relatividad de la simultaneidad :

Las transformaciones temporales reflejan el cardcter relativo de la simultaneidad. Dos sucesos
que son simultdneos en &', el B, ocurrido en (',2'), y el A, ocurrido en (¢,2',), no se ven si-
multdneamente desde S. De acuerdo con 1.17, estos dos sucesos se ven desde S con una diferencia
de sincronismo

0=ty —t, :W’g (@' p— ') :'yg Az’ (1.34)

En S, el orden de los sucesos depende del signo de Az’ : solo la simultaneidad local tiene cardcter
absoluto. Los sucesos que han ocurrido en posicién méas avanzada se veran como posteriores. Un
conjunto de relojes puestos en hora en el sistema S’ se verdn desde S tanto més atrasados cuanto
mayor es su coordenada z’. Supdéngase que el suceso B consiste en que el reloj R; marca la hora
t' =1% y el A en que R/, marca la misma hora. Desde S se verd que Rj marca esa hora en su esfera
a una hora t;, posterior en 0t a la ¢, en que la esfera de R], marcé la una. Las medidas de t, y ¢, las
realizan los observadores de S que detectan los sucesos A y B.

Dilatacion temporal :

Si A7 es un intervalo propio de &',

A = ty(a') ~ th(a')
luego
At =~yAT1 ,, dt=~dr (1.35)

Estas expresiones corresponden al efecto de la dilatacién temporal de los intervalos temporales
no propios, propuesta en su dia bajo otro contexto por Poincaré.
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1.7. Invariantes

1.7.1. Invarianza manifiesta de las leyes

El establecimiento de la invarianza de una cierta ley frente al cambio de sistema inercial es
complejo puesto que no basta con transformar las coordenadas de las ecuaciones que la expresan,
lo cual se sigue de las transformaciones de Lorentz, sino que también es necesario saber como se
transforman las magnitudes fisicas que intervienen en ella.

La forma maés directa de encontrar posibles expresiones de las leyes que cumplan el principio de

relatividad es mediante la propuesta de expresiones manifiestamente invariantes 9.

Una expresién tensorial no es necesariamente invariante frente a transformaciones entre sistemas
inerciales, puesto que el cambio de origen implica que al vector de posicién se le anade el de
traslacién de dicho origen. Si seran invariantes todas aquellas expresiones en las que los tensores
sean independientes de dicha traslacién. Las leyes de Newton cumplen el principio de relatividad
porque se expresan de forma independiente del origen de coordenadas: la de inercia equipara a todas
las velocidades uniformes y la de fuerza es funcién de la aceleracion.

Dado que las transformaciones de Lorentz son tetradimensionales, las traslaciones del origen
son independientes del tiempo. El postulado de relatividad no se refiere solo a las transformaciones
estandar, representadas en la figura 1.7, sino a las transformaciones generales entre sistemas iner-
ciales, como las de la figura 1.6. Se entenderd que una ley tiene forma Manifiestamente Invariante
si estd expresada en la forma T = 0, donde T es un tensor invariante. Un tensor serd invariante si se
genera a partir de tensores invariantes mediante las reglas de contraste tensorial de la seccién 1.2.4.

De acuerdo con el segundo postulado, ¢ es un invariante escalar y, por definicién, d S es un
invariante vectorial; como consecuencia de ésto ds? resulta ser un invariante escalar. A partir de estos
invariantes tensoriales basicos se deducen otros, de tipo cinematico, que seran utiles para construir
expresiones manifiestamente invariantes. Para completar la teoria relativista, serd necesario postular
entidades tensoriales adicionales de las que deducir las leyes dindmicas 2°.

1.7.2. Invarianza del elemento de tetravolumen

En general, cuando se pretende evaluar la integral de volumen
I=/ (g1, 5 qn) dq1 - - dgy,
qTL

, de una magnitud ®(q1,- - , ¢n), en otro sistema de coordenadas , el elemento de volumen del primer
sistema ha de ser sustituido por el producto del jacobiano por el nuevo elemento de volumen

a(qla"' 7Q7L) / /
I= [ ) gt gy
qm (1 )8(q/17”' 7q,n) !

19Fn otras fuentes se encontrard el término .**presién covariante”.

[ . . =
20En adelante, de acuerdo con los usos més comunes, se sobreentiende que todos los tensores mencionados, salvo §,
son invariantes.
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donde ¢; = ¢i(¢" 1, -+, ¢ n).

En particular, en el espacio de Minkowski, el elemento volumen tetradimensional, o tetravolumen,

da'* = da’ Oda’ Yda' 2da’ 3 = cdt' AV = cdtdV (1.36)

es un invariante escalar puesto que el jacobiano de la transformacion

8x’0 BI/O 6x’ 0 8:)3/0
oz0 Ozt 0z2 Ox3

oz’ fx'l  fx'l !
o' 0 2" 2’2 2" 3) 20 Oab Ox® O

(20, 1, 22, 23) 902 9’2 ox'?  ou'?
oz0 Ozt 0z2 Oz3

oz’ 3 ox' 3 ox' 3 ox' 3
OxV Oxl 0x? Ox3

es igual a la unidad 2!. Puesto que, al cambiar de sistema de referencia, no solo cambian las
coordenadas sino también las magnitudes fisicas, la integral

12/4 @(mo,xl,x2,x3)daj4 = I/:/ @/($/0,$,1,ﬂ?,27$,3)d1‘,4
xT

x4

I’ se obtiene a partir de I mediante las mismas reglas de transformacién de ®. La integral de
volumen tiene, pues, el mismo caracter tensorial que el integrando.

1.7.3. Tiempo propio de una particula

El diferencial del tiempo propio de una particula es un invariante escalar, de especial importancia,
cuyo significado se mostrard plenamente durante la reformulacién de las leyes de la dinamica. Como
se vio en la figura 1.8, la trayectoria de una particula puede describirse como un conjunto de sucesos,
los pasos de la particula por los distintos puntos del espacio, ligados por intervalos de tipo temporal;
en este caso la relacién causal existe, puesto que para pasar por un punto es necesario haber estado
en el pasado de la trayectoria. Si la trayectoria tridimensional de la particula en S, como se muestra
en la figura 1.9, es 7(t) y su velocidad es ¢(t) = di(t)/dt, puede escribirse

ds®> = c®dt* —dr(t)* = * dr} > 0 (1.37)

Por ser de tipo temporal, ds?, y el nuevo término d’i‘g, son escalares positivos. La raiz cuadrada
de éste ultimo, el diferencial dr, del Tiempo propio de la particula, es real y puede definirse como

21Véase el problema 1-18 y [Landau y Lifchitz FT] acerca de las leyes de transformacion de las diversas integrales
en el espacio de Minkowski.
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Si(t)
= 1+
?(t) AT Sp(

it + o0 v(t)

Figura 1.9: Trayectoria de una particula

dt 1 v(t
dTP =— 4, MW= ﬁ = ( ) (138)

Tp /1_@%’ P c

dr, tiene el mismo signo que dt, con lo que adquiere el cardcter de invariante escalar ya que,
como es facil comprobar 2, el signo de At, entre sucesos que estédn relacionados entre si por medio
de un intervalo de tipo temporal, es invariante 2.

Cabe también interpretar dr, como el intervalo temporal elemental que se mide en un reloj
del Sistema propio instantdneo de la particula S,(t). Este se define como aquel con respecto al
cual ésta se encuentra en reposo en el instante ¢. Una particula acelerada cambia continuamente
de sistema propio. Como en el instante ¢ la particula se halla en reposo con respecto a Sp(t), la
distancia espacial dr, recorrida durante el intervalo propio d7, es nula y el cuadrado del intervalo
espacio-temporal correspondiente, medido en S,(t), es dsg =ds?=¢c? dTg .

Integrando la ecuacién 1.38 se obtiene el intervalo finito de tiempo propio de una particula,
transcurrido entre los instantes t; y to de S

to
AT, = / dr, < At (1.39)
t1

el cual, como puede verse, cumple el principio de correspondencia para 3, < 1. Ignorando efectos
debidos a la relatividad general, puede decirse que el tiempo propio es el que mide un reloj solidario
con la particula, o, mejor dicho, el contabilizado por la integral anterior como suma de intervalos

22pProblema 1-16.
23La relacién temporal entre dos sucesos relacionados mediante intervalos de tipo espacial no es invariante.
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temporales elementales medidos por infinitos relojes, cada uno de ellos en reposo con respecto a los
sucesivos sistemas propios de la particula.

En la extensién de la dindmica al dominio de la relatividad, el tiempo propio de la particula
viene a regir la evolucién y, en consecuencia, la vida de la particula y la marcha de los relojes.
A pesar de la similitud formal de las ecuaciones 1.38 y 1.35, la segunda se refiere a la relaciéon
entre las medidas realizadas con relojes propios de sistemas inerciales que se mueven, por lo tanto,
con velocidad uniforme unos con respecto a los otros, mientras que la primera se refiere a una
particula cuyo movimiento es arbitrario. Esta ultima definicién generaliza a la primera, a la que
incluye como caso particular. El tiempo propio de una particula es, por lo tanto, un concepto
primario y fundamental para el desarrollo de la dindmica. Existen hoy en dia numerosas pruebas
experimentales que confirman su profundo significado fisico, la primera de las cuales es la que
constata el alargamiento de la vida media de los mesones p césmicos que se detectan en la superficie
terrestre. Puesto que la vida media en reposo de estas particulas es ~ 2 pus, segun Galileo, a la
velocidad de la luz solo pueden recorrer unos 600m por término medio. Sin embargo, se producen
por impacto de II™ en la alta atmdsfera y recorren unos 10 o 20 km antes de llegar a la tierra.
Mayores detalles de esta y otras confirmaciones de la dilatacién temporal pueden encontrarse en
[Ohanian] y [Jackson].

1.8. Tetravectores cinéticos

Para completar la cinematica relativista es necesario establecer las leyes de transformacion de
la velocidad y de la aceleraciéon de una particula.

1.8.1. Ley de composiciéon de velocidades; Tetravector velocidad

Se dispone fundamentalmente de dos caminos para encontrar la ley de transformacién, o com-
posicién, de la velocidad de una particula y la de un sistema inercial. La forma mas directa consiste

en derivar las expresiones de las transformaciones de Lorentz 1.17 con respecto a ¢’ 24
vl = dx’ __ vy —V
- !/ T v
x dt 1-5 &
Uy v
Uy — V7 7y’ 7z>
y _dy Uy ~/ < Y
v = = = — TN v = (140)
Y dt’ y(1-87%) _ 3
. 1- o
,U/ _ de’ _ Vz
z T dtr T y(1-8%2)

Es inmediato comprobar que estas ecuaciones se reducen a las galileanas v/ = ¢—V para 8 — 0.
En el caso en que la velocidad relativa del sistema S’se aproxime aladelaluzV — ¢, 8 — 1, 7 — oo,

lim 7' = (—c,0,0)

?1De la primera ecuacién se obtiene dt/dt’.
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y si, por el contrario, es la velocidad de la particula la que se aproxima a la de la luz ,

por lo que ¢ tiene cardcter de velocidad limite 2°.

En ambos casos se confirma el cardcter de ¢ como limite de velocidad de una particula y, en
general, de la propagacién de energia y de informacion.

El procedimiento que se acaba de emplear para la O:E)tencién de la ley de transformacién de la
velocidad no es siempre el mas adecuado. Puesto que d s es un tetravector y d7, un escalar, ambos
invariantes, el Tetravector velocidad definido como

7 dzx* )

= ut = — u' = (e, 7)
d dtp
=27, (1.41)
Tp dz;

Wi ='qn, — W= ’Yp(cv —17)

serd también un tetravector invariante y sus componentes se transforman de acuerdo con 1.19. v,
no es realmente un vector pero sus leyes de transformacion pueden obtenerse despejando en las de
4. De esta manera, no solo se obtiene la ley de transformacion de ¥, que estd incluida en las tres
ultimas componentes, sino, también, la del factor 7, de la particula

Y =7 (1= B Bpa) (1.42)
donde B, = v, /c.

La mayor parte de los tetravectores que se definirdn més adelante engloban en su primera
componente a un antiguo .®calar”galileano y en sus tres ultimas a un ”vector” galileano.

= . . . .
Dado que u es un vector invariante, su norma es un escalar invariante. En este caso
= =
U - u= > (1.43)
por lo que es manifiesta dicha invarianza.

Como consecuencia del distinto tratamiento que la ley de composiciéon de velocidades da a las
componentes transversales y a la longitudinal, la direccién del movimiento no es invariante. En el
apéndice A se estudian las consecuencias mas caracteristicas de este efecto, como la aberracién de
la luz y el aumento de la directividad de los sistemas radiantes.

25Problema 1-21.
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1.8.2. Tetravector aceleracién

De forma andloga a la utilizada en el parrafo anterior, puede definirse el Tetravector aceleracion
de la forma

du?

= d U du w' =g
W= — =9 —— — (1.44)

dTp dt du;

Wi = Vp~gz

. - . =
Operando se obtienen las siguientes expresiones para las componentes de w

- —

W = eyt (B By) (1.45)
W' = ey B+ s (B )} (1.45D)
W = 2 By + 92 By (B Bo)) (1.45¢)
W = 2 {Bye 2 Boe By B)) (1.450)

donde ﬁp = (Bpe» Bpys Bpz) es la velocidad y ﬁp la aceleracién tridimensional de la particula normal-
izada a la de la luz 26,

= L . .
La norma de w es también invariante escalar y puede escribirse de la forma 27

= - 5

N .
w - W= ¢ ’YS [(Bp A ﬂp)z - 6_3] (1.46)

Por 1ltimo, es interesante notar que, derivando 1.43 con respecto al tiempo propio de la particula
U w=0 (1.47)

por lo que estos dos tetravectores son ortogonales.

26Problema 1-26.
2"Problema 1-27.
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1.9. Problemas

1-1. La ecuacion unidimensional de onda en el vacio es:
02 1 02
—— —— | U =0
0x2 2 0t?

donde ¥ es cualquier componente cartesiana del campo.

a) Demostrar que admite soluciones del tipo f(x £ ct).

b) Hdgase uso de las transformaciones de Galileo para encontrar las ecuaciones de onda
que deberian cumplir los campos en el sistema S', que se mueve con respecto al S con
la velocidad V =V I, y comprobar que la velocidad de propagacion de sus soluciones es

V te.

SOLUCION :

”? 10 —
— =25 ]®=0,, | |[&=
dz?  c2ot? —

(a) - Basta con substituir en la ecuacién anterior.

(b) - Hay que transformar D y ®
| ["®" =0

No se conoce atun como transformar a ®, pero basta con saber que ® = f(z/, t'), y
que las coordenadas se transforman de acuerdo con las leyes de Lorentz estandar

x'=x—-Vit=2a'(x,t)
t=t=t'(t)

Para transformar el Dalambertiano, se deriva f(z', t’)

i il i T
= e Y= Vah = oV
con lo que
(%2 _’ aéff?
(1.48)
c%% — (aafﬂ +V? 3202/2 2V Bxa’gt’>

De ésto resulta que
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— {(1_1/2 0? 2V 092 1 02 }(b,

D oar T Fovor  E9i?

Si ahora se ensaya una solucién del tipo ®’' = ®'(z' —v't’) = ®'(«a), donde « es la

r_ (dx’
fase y v/ = (dt,> B
a=cte

0P’ (a) _ d®' ()

dx’ — da
0®'(a) _ d®'(a) Ha _ y d®'(a)
ot T da 0Ot’ T v da

y, substituyendo en 1.48, se tiene que

0242+ V2 =0 = v/ =-V+ec

, por lo que la velocidad de la luz dependeria del sistema de referencia del obser-
vador:
aj=12' —(c=WV)t' ,, ar=2"+(c+V)¥

La primera fase corresponde a las ondas que viajan en el sentido positivo del eje
r y la segunda a las que lo hacen en el sentido contrario.

1-2. Supdngase que las transformaciones de coordenadas desde un sistema de referencia inercial
Sa otro 8" cumplen las siguientes condiciones:

a) FEl sequndo sistema se mueve con velocidad V = VZ con respecto al primero y éste lo
hace con velocidad —V con respecto al sequndo.

b) La forma general de la transformacion es:

¥ =axtat; yV=vy; =2z t =azx+ast

¢) La forma del dalambertiano

S )
— 022 Oy? 022 2ot?

es variante.

Hallar las relaciones necesarias entre V', a1, az, az y a4 para que ésto sea cierto.

1-8. Comprobar que las transformaciones de Galileo no son las aprorimaciones de primer orden
en B de las de Lorentz y que para que las primeras se deduzcan de las sequndas es necesario
suponer que la velocidad de la luz es infinita.

SOLUCION : .

R R P Y

Vi- P
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Luego v >~ 1 en primer orden de 3 y la aproximacion de primer orden de las
transformaciones es

ct' ~ ct—fPx
' ~—Bct+x

Las transformaciones de Galileo se obtienen hallando el limite ¢ — oo de las ex-
presiones anteriores

t'~t

'~ -Vit4+ax

Demostrar que las transformaciones de Lorentz entre dos sistemas de referencia Sy S', cuyos
ejes espaciales son paralelos y coinciden en t = t' = 0 y cuya velocidad relativa V' tiene
direccion arbitraria, pueden expresarse de la forma

ct'zwct—*yﬁ-?

7 =a F—*yﬁct
donde .

o< BB

a=] +(’Y—1)§
Y

(?>o¢ﬂ = 5045 IR (gg)aﬁ = ﬁaﬁﬁ

SOLUCION : Las transformaciones de Lorentz estandar pueden escribirse de la
forma

(1) " = ~yet—vPx

(2) ' = —yfctT+yxT
(3) y'y = yy

(4) 2'7 = 27

donde V = V 7.

También pueden generalizarse para velocidades arbitrarias § =
28

ol<u

. Con

XR)
I
@@y

este fin, basta con tener en cuenta que

F=xZ+yy+z2="7+7L
T =z7
L =yy+2z22

y que la proyeccion del vector de posicién en la direccién del movimiento es

A~ o~ ~

A=BB=@8) 7 .. e=Ifl=@Fp) ., T=p

28La notacién de subindice () denota a la componente paralela al movimiento y la de subindice (1 ) a la perpendicular

al mismo.



1.9. PROBLEMAS 31

1-5.

1-6.

1-7.

1-8.

De acuerdo con ésto,

~

(1) ' = yet—yB(F-5) ) B
2) o= —yBet+yB(B-7) =—yBct+v(BB)T)
(3)+(4) 7= f=i-7=(T-8) -7

Sumando (2) + (3) + (4) queda resuelto el problema.

Mientras un tren pasa por delante de una estacion, el revisor del mismo presencia dos partos
stmultdneos, uno de ellos en el vagon de cabeza y otro en el de cola. ; En que orden inscribird el
registrador civil a los recién nacidos ? (Este recibe la informacion de los observadores de la
estacion,).

Para medir la longitud de un metro en movimiento con respecto al sistema S se propone, como
alternativa a la medida propuesta en 1.29, la determinacion de la distancia entre los puntos
que ocupan los extremos de dicho metro en S pero en simultaneidad con respecto al sistema
propio 8’ del metro. Discutir el resultado.

s Cudl es la contraccion del didmetro de la tierra en la direccion de su movimiento alrededor
del Sol desde el punto de vista de un observador en reposo con respecto al mismo ? (Radio de
la Tierra = 6,4 x 103 Km. Velocidad de la Tierra alrededor del Sol: 30 Km.s~ ).

En un sistema de coordenadas en el cual un mesén pu* estd en reposo, su vida media es igual
a2 x 1078 s. Hallar la velocidad a la que habrd que acelerar a un paquete de Ny muones para
que después de recorrer 20 km sobrevivan No/e particulas.

SOLUCION :

La ley de desintregracién de un paquete de particulas es de tipo exponencial
N(t) = Ny efé, donde 7 es su vida media en el sistema del laboratorio. Luego
N(r) = % La longitud recorrida en ese tiempo es L = v7, 6, dada la ley de
dilatacién temporal, L = c¢fv1, siendo 7y la vida media propia (medida en el
sistema con respecto al cual las particulas estian en reposo). De ésto resulta que

gy L1
’Y_CTO_\/E

A partir de los datos del enunciado se comprueba que

€702 —4
=(—] =9x%x10
v (L) %

es muy inferior a la unidad, lo que permite hallar un valor aproximado de la
velocidad:

1 1
~yV]l—-arx~1——x

= 1+ 2

por lo que las particulas son ultrarelativistas (tienen una velocidad préxima a la

de la luz).
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1-11.
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Supuesto que una particula pu sobreviva a su vida media, ; que velocidad deberia de comu-
nicdrsele en el sistema de referencia de nuestra galazia, cuyo didmetro es de unos 10° anios
luz, para que pueda atravesarla? ; Cudl serd el tamario de la galaxia medido desde el sistema
de la particula ?

SOLUCION :

Solo se indicara que, de acuerdo con el resultado del problema anterior, 3 = 1— %:p

Sean dos gemelos terricolas, Uno de ellos hace un viaje de ida y vuelta a la proxima estrella
(a-centauro) distante de la Tierra 4 anos luz. Se supone que el vehiculo viaja a 0,5 ¢ la mayor
parte del trayecto. Hallar:

a) Diferencia de edad entre los gemelos a la vuelta.

b) Distancia a la que se encontraria el astronauta de la proxima estrella justo después de
alcanzar la velocidad crucero.

Una particula gira alrededor de un campo magnético con un radio de 1 m y a una frecuencia
de 3 x 10" rev - s~1. Hallar la frecuencia propia de giro de la particula (aquella medida en
funcion del tiempo propio de la misma,).

Un reloj R’, situado en un punto del eje z’ del sistema S’', marca el tiempo mediante la
alternancia del encendido de un piloto rojo y otro verde cada intervalo de tiempo At. Hallar:

a) FEl intervalo de tiempo At entre el encendido y apagado de los pilotos segin los dos
observadores de S que se encuentran en la posicion de R’ en dichos instantes.

b) El intervalo de tiempo Atp medido por un observador unico, situado en un punto del eje
x de §, que transcurre entre la llegada a dicho punto de los fotones que anuncian dos
commutaciones sucesivas. Este resultado corresponde al efecto Doppler longitudinal.

SOLUCION :
t t'+AT
S > . - > | | =
© x(t) -9 -
a b
(Xgr to) ;( :=t);9r+AYA t

(a (b)

Figura 1.10:
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(a) - El intervalo At es propio en S’, véase la figura 1.10-a, porque se mide con un
solo reloj propio de dicho sistema de referencia. La medida desde S es no propia
y, por lo tanto, el intervalo se dilata

At =~ AT

(b) - La diferencia de tiempo Atp entre la llegada a O de ambos fotones es el retraso
en la emisién del (b), con respecto al instante de emisién del (a) medido en S (At),
mas el tiempo invertido por el fotén en recorrer la distancia Ax = z1 —xo = V At
(véase la figura 1.10-b). Luego

AtDzAt+A;”=,/igAT
_ |1-B
fp= 1+5f0

1-18. Demostrar, mediante la aplicacion de las transformaciones de Lorentz, que el cuadrado del
intervalo espacio-temporal es invariante.

y la frecuencia es

1-14. En el diagrama de Minkowski se representan ortogonalmente y con la misma escala a los ejes
ct y x. Representar en dicho diagrama a:
a) Los ejes &’ (ct' =0) yct’ (' =0) y las rectas ct’ = cte y 2/ = cte.

b) Los lugares geométricos de aquellos puntos del diagrama para los cuales el valor absoluto
de su intervalo espacio-temporal con respecto al origen es As®> = +1, £4---.

c¢) Las escala sobre los ejes de S y S’ (aquellos puntos para para los cuales |z|, |2/ | =1, 2+,
et], |et'| =1,2---.

SOLUCION :

(a) - Las leyes de transformacién de las dos primeras coordenadas son

$/0:’)’$0—’}’5$1

a2l = -y 320 + vt

luego el eje temporal 2’0 = ct’ y el espacial z'' = 2/ vienen dados por las rectas

1

I
D

0 = ct T
0 = «ct T

:L‘ll
x/O

Como se muestra en la figura 1.11, las pendientes de los ejes de S’ son % y 3, por
lo que éstos forman angulos oy = a, = arctg 8 con los correspondientes del sistema

S.
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=x0 ct’ .
ct=xY A ct=x.
o =arctgB ct=x
cy _____ EjesenS
— Ejetemporalen S
yrectas X' =cte
7777777 Linea del univers
de los fotones
X Eje espacial en S
- yrectasct' =cte
~
" oy =arctg B
3 ' _
X=Xl
Figura 1.11: Diagrama de Minkowski
Las rectas ct’ = cte = A son paralelas al eje espacial y se describen mediante la
ecuacién
A
ct=—+px
v
y las x = cte = B, paralelas al eje temporal, se describen mediante la ecuacién
. T B
ct=—-——
g B

En la figura anterior se muestra como las coordenadas de un punto Xy son (ctg, xo)
en Sy (ct, z() en S'.

(b)+(c) - Los lugares geométricos de aquellos puntos del universo para los cuales el

cuadrado del intervalo espacio-temporal As?> =+n? ,, n =1, 2--- son las hipérbo-
las
IR Sy B n? Intervalo de tipo temporal
—n? Intervalo de tipo espacial

Estas curvas cortan a los ejes, temporal y espacial, en los puntos +n y marcan,
por lo tanto, las escalas de S y de los S’ que se mueven con respecto al anterior.
En la figura 1.12 se representa al primer cuadrante del espacio de Minkowski.

Discutir la relatividad de la simultaneidad, la contraccion de Lorentz y la dilatacion temporal
sobre el diagrama anterior.

SOLUCION :
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Act ct'd ntervalos deti

temporal ca
respectg.al ori
2| 2
tervalos de tipo
espacial con
111 respécto al origen
2 X'
0 X
0 1 2 =

Figura 1.12: Escalas en el diagrama de Minkowski

En la figura 1.13 se representan los lugares en los cuales han ocurrido los sucesos
A, By C.

- Para un observador del sistema S, los dos primeros han ocurrido simultanea-
mente, en t), pero en distinto lugar. Para los observadores de S’, sin embargo,
los sucesos no son simultidneos: han ocurrido en los instantes ¢’y > t/; puesto que
!y <a'g.

- Andlogamente a lo anterior, los dos tultimos sucesos, que han ocurrido en el
mismo lugar desde el punto de vista de los observadores de S, ocurren en distinto
sitio segin los observadores de S’.

En la figura 1.14 se ilustra la contraccion de Lorentz de las medidas de longitud
y la dilatacién de las de tiempo cuando se observa desde sistemas no propios.

- El metro de la figura esta en reposo con respecto al sistema S, el extremo A en la
posicién x4 =0y el B en la zp . Su longitud propia es, por lo tanto, A = zp. Desde
el sistema no propio S’, su longitud se mide determinando la posicién simultédnea
de sus extremos: en ¢’ = 0 dichas posiciones son =’y = 0y z';. Dado que, de acuerdo
con las intersecciones de la hipérbola de escala, 2’y < zp, | < A, lo que muestra la
contrancciéon de los metros en movimiento.

- En la misma figura se representa a dos relojes, el R, propio del sistema S, y el
R/, propio del sistema S’. Ambos se encuentran en el origen parat =1t =0 y sus
lineas universales son los ejes temporales. En t(, = {9, R’ se encuentra en el punto
Py, cuya coordenada temporal en el sistema S es to+dt >ty = t{), segun indican las
intersecciones de la hipérbola de escala. Luego los relojes en movimiento muestran
un ritmo mas lento que los relojes propios.

1-16. Sean dos sucesos, A y B, que observados desde S estdn separados por un intervalo As de tipo
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A ct ct’

Cto ................... r/@'/ :

y x

Figura 1.13: Relatividad de la simultaneidad

Act

® ®1

Relojes en
t=t'=0 A B

Figura 1.14: Contraccion de Lorentz y dilatacién temporal
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1-17.

temporal. Demostrar que:

a) Dicho intervalo es también de tipo temporal en cualquier otro sistema de referencia.
b) Entre ambos sucesos puede existir una relacion de causalidad.

c) Existe un sistema de referencia con respecto al cual ambos sucesos ocurren en un mismo
lugar.

d) La ordenacidon temporal de los dos sucesos tiene cardcter absoluto.

SOLUCION :

Puede simplificarse el problema eligiendo a un sistema coordenado tal que ambos
sucesos ocurran en el eje x. Supdngase que los sucesos ocurren en los puntos
respectivos: A — (tq, 4) y B — (tp, xp).

Por ser el intervalo de tipo temporal,

As? = A2 —Az? >0 = c|At] > |Ag] (1.49)

Se empezara por el apartado

(c) - Se busca en sistema S’ en el cual los dos sucesos ocurran en el mismo
. ! ! . . , . .
lugar:Az’ = xj — x;, = 0, lo que implicara que el intervalo temporal correspondiente

sera propio.

De acuerdo con la ley de transformacion de la coordenada =z,

¥ =~z —yBct
y dado que en S’ Az’ =0,

Az
r=0c = Az

De acuerdo con 1.49 |V| < ¢ por lo que la solucién encontrada es valida, cor-
responde a un sistema que se mueve con velocidad subluminica con respecto a

S.

Como en este sistema de referencia los dos sucesos ocurren en el mismo lugar, el
intervalo de tiempo correspondiente es un intervalo propio y, de acuerdo con la
ley de dilatacién temporal,

At =yAr =yAt' = sig(At) = sig(AT)

Al ser v positiva, el signo de los intervalos temporales es el mismo en ambos
sistemas, lo que hace posible, aunque no necesaria, la existencia de un relacion
causal entre ambos sucesos.

Sean dos sucesos, A y B, que observados desde S estdn separados por un intervalo As de tipo
espacial. Demostrar que:
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a) Entre ambos sucesos no existe una relacion causal.

b) Eziste un sistema de referencia con respecto al cual ambos sucesos ocurren simultdnea-
mente.

c¢) La ordenacion temporal de los dos sucesos tiene cardcter relativo.

Demostrar que dz* es un invariante calculando el jacobiano de la transformacion.

Considérese a los sistemas S, S1, que se mueve con respecto al anterior con velocidad Vi = iz,
y So, que se mueve con velocidad 172 = Vo con respecto a S y ‘712 = V19X con respecto a Si.
Aplicar sucesivamente las transformaciones de Lorentz para demostrar que Vi, Vo y Vig se
relactonan entre si segun la regla de composicion de velocidades.

SOLUCION :

Sean (z%)1,---,(2%)1 y (2%)2,- -+, (z%)2, las coordenadas contravariantes de un punto
relativas a los sistemas S; y S; respectivamente. Las leyes de transformacién entre
el primero y el dltimo de los sistemas pueden expresarse de forma directa o
escalonada:

(29)2 7 =782 0 0 ¥
(@2 | | =262 2 00 ot |
(2%)y | 0 0 10 2 |
(23)2 0 0 01 3
Y12 —y12812 0 0 7 —v161 0 0 0
—Y12012 712 0 0 -nfr om0 0 x!
0 0 10 0 0 10 x?
0 0 0 1 0 0 0 1 a3

Multiplicando las dos matrices de transformacion de la dltima igualdad e identif-
icando con los coeficientes de la de la primera, se comprueba que

B1 + B2

2=l +hbie) . f2=q + B1512

Es facil de verificar que este resultado esta de acuerdo con la ley de composicion
de velocidades.

Dos naves espaciales viajan en direccion opuesta y alejdndose ambas de la tierra a la velocidad
de 0.7 ¢ medida por un observador en la Tierra. ;Cudl es la velocidad de una de las naves
observada desde de la otra ?

Demostrar que si la velocidad de un foton con respecto al sistema de referencia S es U = ¢,
donde 11 es el vector unitario en la direccion de propagacion, la velocidad de dicho foton medida
desde 8" es ' = cni’. Establecer la ley de transformacidn para la direccién de propagacion de
los fotones.
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SOLUCION :

Para un fotén en el sistema de referencia S, v = ¢(n,, ny, n). La ley de composicién
de velocidades es

. c ny n
7' =v'(n}, ny, nl) = TG (nw—ﬁ, P 72
x

Elevando al cuadrado esta expresién se comprueba que v’?> = ¢2, por lo que, divi-
diendo por ¢ ambos miembros de la ecuaciéon de partida, se tiene que

1 Ny N
ﬁ/: n _/87 7y7 Z)
]-_an( ’ Yo

1-22. Hallar la ley de composicion de velocidades para un foton en funcion del angulo polar 0, con
respecto al eje x, y el azimutal ¢, con respecto al eje y.

1-23. En un sistema de coordenadas S’°, moviendose con velocidad V prorima a la de la luz con
respecto a otro sistema S, dos rayos de luz son emitidos en la direccion positiva y negativa del
eje Y. Determinar el dngulo entre los rayos en el sistema de coordenadas S.

1-24. Una astronave experimental se prueba en un vuelo que transcurre con velocidad uniforme
entre las bases de control A y B. Segqun el observador de la nave, el recorrido dura 10 dias.
Las medidas realizadas desde el sistema de referencia de las bases detectan una diferencia de
duracion de 1 pus. Hallar la distancia entre las bases, segun la mide el piloto de la nave y segin
lo hacen los observadores de las bases (en los cdlculos puede hacerse uso de la aproximacion
para <K 1).

1-25. Considérese que la tierra efectia, en su traslacion alrededor del Sol, un movimiento circular de
radio a = 1,5 x 101" m en un ano (3,16 x 107 s). Sea el plano XY el de la orbita. Supongamos
que se tiene una estrella situada en el infinito a lo largo del eje Z (sistema propio del Sol).

a) ¢En qué direccion se observard la estrella desde la tierra ¢
b) ;Deducir el cambio en la direccion de observacion que se produce seis meses mds tarde

(aberracion).

1-26. Demostrar las expresiones 1.45 de las leyes de transformacion de las componentes del tetravec-
tor aceleracion. ?”

1-27. Comprobar que la norma del tetravector aceleracion viene dada por la expresion 1.46.%°

1-28. Se define como movimiento Uniformemente acelerado de una particula a aquel para el
cual la aceleracion es constante cuando se mide en los sistemas propios instantdneos de dicha
particula. Supongase que la particula se mueve a lo largo del eje x y que parte del reposo de
la posicion x = xg. Calcilese la velocidad y la posicion de la misma en funcion del tiempo.

29ﬁ2:§.ﬁ‘

30Téngase en cuenta que (@A b)? = a?b® — (@ - b)>.
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Demostrar que a baja velocidad el movimiento resultante es el uniformemente acelerado no
relativista.

SOLUCION :

Considérese a una particula que se mueve en la direccion del eje x e inicialmente
esta en reposo en x = xg.

En el sistema propio instantaneo S’, ﬁ; =0, 7p = 1 y las componentes contravari-
antes del tetravector aceleracién son w” = (0, ag, 0, 0)

Desde el sistema de referencia S, con respecto al cual la particula se mueve (Trans-
formada inversa)

w" Y Wl 0 0 w' YpBp a0
w! _ VB v 0 0 w'! Yp @0
w? 0 0 10 w'? 0
w3 0 0 0 1 w’ 0

De acuerdo con la definicién de estas componentes y con el resultado anterior

dul dul
wlz{ ’YP dt = 7:(]/0
Yp ao dt

El movimiento no es, pues, el uniformemente acelerado prerelativista. Es un

movimiento en el cual u! varia uniformemente y que corresponde al anterior en

el limite §, — 1 (limg, 1 7, L8° = 4v).

Si se parte del reposo (v(t =0) =0)

ul =Yv=apt

9

Nl

Si se define la constante de tiempo T = cTCO y se normaliza el el tiempo, 7 =
Tdr
1472

y el espacio, K = 7, y se parte de la posicién k(7 =0) =1, k — 1 = fOT
Vidr2-1 = r2-12=1
Se trata de un movimiento rectilineo que en el diagrama de Minkowski describe la

trayectoria hipérbélica z?—c?‘t> = ¢?T? y que suele también denominarse Movimiento
hiperbolico.
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1.10. Ejemplos con Mathematica

31

Para realizar los ejercicios de esta seccién, se recomienda la consulta del resto del capitulo y la de
un manual de Mathematica. El alumno debe introducir las érdenes numeradas ” M - - - 7 ejecutarlas.
Estos ejemplos no pretenden ser ejemplares por lo que se refiere al uso de Mathematica; con un
poco de experiencia se sabra como mejorar y potenciar el uso de esta herramienta. Existen también
paquetes comerciales para el tratamiento especifico de tensores y de problemas de electrodinamica.

Las érdenes de Mathemaética se distinguiran de las ecuaciones ordinaria porque se escribirdn en
letra negrita (salvo algunos simbolos, como las letra griegas).

Algunas de las 6rdenes encadenadas que se proponen, como, por ejemplo,
MatrixForm[Simplify[alorentz.blorentz]]
pueden entenderse mejor si se ejecutan independientemente
aa = alorentz.blorentz

bb = Simplify|aa]
MatrixForm[bb]
y se analiza cada uno de los resultados.

También es aconsejable la experimentacion con distintos valores de los argumentos de las érdenes,
el uso de caminos alternativos de resolucién para los problemas propuestos y el planteamiento de
otros nuevos.

Uso de versiones anteriores a la 3

Si la versién disponible de Mathematica es anterior a la versiéon 3, o no se dispone del frontal
adecuado, serd necesario modificar algunas de las expresiones:

- El ntimero 7 debera ser escrito de la forma Pi.

- Las letras griegas deberdn ser substituidas por otros nombres: €j.: v por ga.
- La flecha — debera se substituida por los caracteres — >.

- El simbolo de infinito oo debera ser substituido por Infinity.

- Ciertas operaciones que vienen indicadas en notacién tradicional deben ser modificadas de
acuerdo con el manual de la versién en uso. A continuacion se indican otras posibles modificaciones
de las expresiones de esta seccion:

31Basados en un programa de A.Salinas .
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@@ — ab

b
/fdw — Integrate[f, {x,a, b}]

1.10.1. Comienzo de la sesién

Si una sesion de trabajo se comienza a continuacion de otra previa con la que ésta no guarda

una relacién estricta, conviene anular todas las definiciones anteriores

1.10.2. Transformaciones de Galileo

Pueden definirse haciendo uso de una regla de substitucién de variables

galileo = {x > x -Vt , t >t} (M.1.1)
Esta transformacion no deja invariante al intervalo espacio-temporal
s2 = c2t? — x2; (M.1.2
s2p = s2/.galileo (M.1.3
Agrupando términos
Collect[s2p, {x, t}] (M.1.4)
1.10.3. Transformaciones de Lorentz
El factor ~
1
(M.1.5)

Y= —
Vi-p
Representacién de la parte real (en rojo) y de la imaginaria (en verde) del factor gamma.
Este factor es real para particulas subluminicas, singular para las luminicas e imaginario para los
taquiones.
(M.1.6)

ry = Re[y}; iv = Im[y];
(M.1.7)

Plot[{rv,iv},{5,0,2}, PlotStyle — {{RGBColor[1,0,0]},{RGBColor|0,1,0]}}|
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La transformada en forma de funcién

Una forma maés potente de definir las transformadas es como funciones de argumentos simbdlicos

lorentz[x_,ct_| .= {x — (x — fct)y,ct — (ct — Gx)7}; (M.1.8)

En este caso, las coordenadas no tienen por que escribirse con una notacién determinada; en vez
de ct y = puede utilizarse la notacién z0 y z1:

lorentz[x1, x0] (M.1.9)
lorentz[x, ct]
El intervalo espacio-temporal es invariante frente a las transformaciones de Lorentz:
s2r = ct? — x?; (M.1.10)
Simplify[s2r/.lorentz[x, ct]] (M.1.11)

Las transformaciones parciales para las coordenadas =’ (xp) y ct’ (¢tp) en &', pueden extraerse
de la forma

xp = x/.lorentz[x, ct| (M.1.12)
ctp = ct/.lorentz[x, ct| (M.1.13)

A partir de las expresiones generales xp y ctp, pueden obtenerse los valores concretos de las
coordenadas en 8’ de un punto P; que en S tiene por coordenadas (x = 1, ¢t = 1), supuesto que la
velocidad relativa entre los sistemas de referencia corresponde a 3 = 0,5 (la orden siguiente incluye
a las coordenadas en &’ dentro de una lista):

{xp,ctp}/{x —1,ct - 1,0 — 0,5} (M.1.14)

Dado que la asignacién de valores a x, ct y (3 tiene caracter local, podemos repetir la orden para
obtener las coordenadas de cualquier otro punto y para cualquier otra (3

{xp,ctp}/.{x — 2,ct— 3,5 — 0,2} (M.1.15)
Aproximacién de primer orden en (§ de la transformada expresada en funcién de V

xpl = Normal[Series[xp, {3,0,1}]]/ {8 — %, ct— > ct} (M.1.16)

xp0 = Normal[Series[ctp, {3,0,1}]]/.{8 — %, ct— >ct} (M.1.17)
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Aproximacién de Galileo

Gxpl = Limit[xpl, c — ] (M.1.18)

0
Gxp0 = Limit[%, ¢ — o0 (M.1.19)

1.10.3.1. Representacion matricial de la transformada

Definicién de la matriz de los coeficientes a;- (alorentz[[i, j]]) de la transformacién directa:

alorentz = {{v,—v3,0,0},{—v0,7,0,0},{0,0,1,0},{0,0,0,1}}; (M.1.20)
MatrixForm[alorentz| (M.1.21)

Comprobacién de que el determinante de la matriz es la unidad:

Simplify[Det[alorentz]| (M.1.22)

Calculo de la matriz de los coeficientes b; (blorentz[[i, j]]) de la transformacién inversa:

blorentz = Simplify[Inverse[alorentz]|; (M.1.23)
MatrixForm blorentz| (M.1.24)

Comprobacién de que las matrices son reciprocas entre si:

MatrixForm[Simplify[alorentz.blorentz]] (M.1.25)

Definicion de la matriz xcn de las componentes contravariantes del vector de posicién en S:

xcn = {xcn0, xcnl, xcn2, xcn3}; (M.1.26)

Obtencion, a partir de los anteriores, de la matriz xcnp de las componentes contravariantes del
vector de posicién en S’

xcnp = alorentz.xcn; (M.1.27)

MatrixForm[xcnp] (M.1.28)

Pueden extraerse los elementos (componentes) del vector
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xcnp0 = xcnp|[1]] (M.1.29)
xcnpl = xcnp|[2]] (M.1.30)
xcnp2 = xcnp|[3]] (M.1.31)
xcnp3 = xcnp|[4]] (M.1.32)

1.10.3.2. Diagramas de Minkowski

Representacion en el diagrama del eje temporal w’ = ct’ (wt) y el espacial 2’ (wz) del sistema
S’ y de la linea del Universo z = ¢t (wc) de un fotén que pasa por el origen :

wt = %/.g —0,25; wx = fx/.6— 0,25; wc = x; (M.1.33)

ejes = Plot[{wt, wc, wx}, {x,0, 3,5},

PlotStyle — {{RGBColor][1, 0, 0], Thickness[0,006]},
{RGBColor|0, 1, 0], Dashing[{0,05,0,05}]},
{RGBColor[0,0, 1], Thickness[0,006]} },

PlotRange — {0,3,5},

AspectRatio — Automatic, AxesLabel — {"2”7,"w = ct" }|

(M.1.34)

Representacién (en rojo) de las rectas w' = cte = 1, 2, 3 (ctp), lugar geométrico de sucesos
simultédneos en S’

ctp = Table[(fy +8%)/.8 — 0,25, {i, 3}] (M.1.35)

Una vez ejecutada la orden anterior, copiar el resultado y pegarlo en la posiciéon indicada como
“ctp” en la orden que sigue

equit = Plot[’ctp”, {x,0, 3,5},
PlotStyle — {RGBColor[1,0,0]}, PlotRange — {0, 3,5}, (M.1.36)
AspectRatio — Automatic]

Representacion de las rectas 2’ = cte = 1, 2, 3 (cxp), lugar geométrico de sucesos que ocurren
en la misma posicién espacial de S’

cxp = Table[(;; + %)/ﬂ 0,25, {i,3)] (M.1.37)

Proceder como en la grafica anterior
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equix = Plot["cxp”, {x,0, 3,5},
PlotStyle — {RGBColor[0,0, 1]}, PlotRange — {0, 3,5}, (M.1.38)
AspectRatio — Automatic]

Representacién de las hipérbolas a cuyos puntos corresponde un intervalo espacio-temporal
|As| =1, 2, 3 con respecto al origen

ht = Table[v/x2 + i2, {i, 3}] (M.1.39)
hx = Table[v/x2 — i2,{i, 3}] (M.1.40)

Proceder como en las gréaficas anteriores

equiin = Plot[{"ht”,”hx”}, {x,0, 3,5}, PlotRange — {0, 3,5},

, . (M.1.41)
AspectRatio — Automatic]
Representaciones conjuntas de las graficas anteriores:
ejeqtegqx = Show/|ejes, equit, equix, GridLines — {{1,2,3},{1,2,3}}] (M.1.42)
ejeqteqx = Show|ejes, equiin] (M.1.43)

ejeqteqx = Show|ejes, equit, equix, equiin, GridLines — {{1,2,3},{1,2,3}}] (M.1.44)

1.10.4. Velocidad

Definiciones de las componentes

Definicién de las componentes y del médulo de la velocidad en S (v3 y v) y en S’ (v3p y vp):

v

v3 = {vx,vy,vz}; v=+vv3.v3; Op = —; (M.1.45)
c
v3p = {vxp,Vvyp, vzp}; vp = W; Opp = Q; (M.1.46)
c

/
Definicion de las componentes contravariantes de los tetravectores velocidad U y U (w=wy

PP = ;)

u4 = yp {c, vx,vy,vz}; udp = ypp {c, vxp, vyp, vzp}; (M.1.47)
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Definicién de la matriz de las funciones métricas doblemente covariantes

geov = {{1,0,0,0},{0,—1,0,0},{0,0,—1,0},{0,0,0, —1}};
Célculo de la norma del tetravector velocidad

1

vl—ﬁpz]

Simplify [u4.gc0v.u4/.fyp —

Definicion de las transformadas

Definicién de las matrices de los coeficientes:

a00 = ~; a0l = —y 3; al0 = a01; all = a00; a22 =1; a33 = 1;

alorentz = {{a00,a01,0,0},{al0,al11,0,0},{0,0,a22,0},{0,0,0,a33}};
blorentz = {{a00, —a01,0,0},{—al0,al1,0,0}, {0,0,a22,0},{0,0,0,a33}};

Transformadas directa e inversa:
veclorentzd[x_| := alorentz.x
veclorentzi[x_| := blorentz.x
Obtencién de v', vy, vy, v y 7

Primero se obtiene la matriz del tetravector transformado (loru4)

loru4 = veclorentzd[u4];
MatrixForm[loru4]

y se despeja de sus componentes la lista 7, v}, v, y v.

tr = Simplify[Solve[udp == loru4, {ypp, vxp, vyp, vzp}|];

Como alternativa, se expresa tr en funcién de 3, = v, /c. - -

trb = Simplify[tr/.{vx — ¢ Ox,vy — ¢ Sy, vz — c (z}]

Se calcula ¥’

v3p/.trb

47

(M.1.48)

(M.1.49)

(M.1.50)
(M.1.51)
(M.1.52)

(M.1.53)
(M.1.54)

(M.1.55)
(M.1.56)

(M.1.57)

(M.1.58)

(M.1.59)
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que aparece como una lista de un solo elemento que, a su vez, es una lista de cuatro elementos.

Por tltimo se extrae v}, como lista de un solo elemento,

vxp/.trb (M.1.60)
y se obtienen las expresiones concretas de las componentes de la velocidad y del factor
vxpr = vxp/.trb[[1]] (M.1.61)
vypr = vyp/.trb[[1]] (M.1.62)
vzpr = vzp/.trb|[1]] (M.1.63)
gamapr = ypp/.trb[[1]] (M.1.64)

¢ como velocidad limite

Se muestra graficamente que la velocidad de una particula en S’tiene por limite a ¢, tanto si
v — ¢ como si V — ¢ 32. Para ello se definen los valores absolutos de las velocidades normalizadas

B, By y By

Sin pérdida de generalidad, se supone que la particula se mueve en el plano xz y se expresa B;,
en funcion del angulo 6 que forma la velocidad ¢ con el eje z

c2

Bfa = (\/vxcp2r2 N vzprz) /Ay — 11—52,&( — fPa Coslf], Bz — (a Sin[f]};  (M.1.65)

Para esta grafica se tomard el valor § = /6

Bf = Bfa/.0 — g; (M.1.66)
Plot3D|gf,{3,0,1},{fa,0,1}, AxesLabel — {"3 7.7 Bp”,”3f 7}] (M.1.67)
ContourPlot[sf, {3,0,1},{Fa,0,1}, (M.1.68)

FrameLabel — {"(3 ”,” (p”}, PlotPoints — 60, Contours — 20| o
pfg = Table[sf/.0 — (0,11 —0,1), {i,11}]; (M.1.69)

Plot[’gfg”, {fa, 0,1},
PlotStyle — {RGBColor[1, 0, 0], RGBColor[0, 1, 0], RGBColor|0, 0, 1]}, (M.1.70)
AxesLabel — {"(3p”,”3f”}, GridLines — Automatic]

32Problema 1-21.
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1.10.5. Aceleracién

Clear|3,7] (M.1.71)

A continuacién se resuelve el problema 1-28:

Segun el enunciado, las componentes del tetravector aceleracién son:

w4pr = {0,20,0,0} (M.1.72)

Se aplica la transformada inversa para obtener el tetravector aceleraciéon w4 en S

w4 = veclorentzi[w4pr] (M.1.73)

y se extrae la primera componente espacial wl = w! = Yp % (el segundo elemento de la matriz
w4)

w1 = w4[[2]] (M.1.74)

Se obtiene u! integrando y se expresa en funcién del tiempo normalizado T = t/(c/a0)

ul = {/(1w1 dt)} J4— 20T (M.1.75)

y (¢

Por otra parte, la definicién de u' es

1
uld = (c N M.1.76
(cB)/~ N ( )
Se obtiene la expresién (1) resolviendo la ecuacién
fa = Solve[uld == ul, f] (M.1.77)
y se selecciona la solucién positiva
Bb = 3/.5a[[2, 1] (M.1.78)

La posicién normalizada k = z/(c?/a0) de la particula se obtiene por integracién de la velocidad
entre los limites [0, 7]

k= k0 —|—/ Bb dr (M.1.79)
0
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Representacion de G, k y la recta 0 = k = 1 frente a 7

Plot[{fb,x/.k0 — 1,1}, {7,0,3},
PlotStyle — {RGBColor[1, 0, 0], RGBColor|[0, 1, 0], RGBColor[0,0, 1]}, (M.1.80)
AxesLabel — {"7 =t/T7,"f =v/c, k =x/cT"}]



Capitulo 2

Fundamentos de la electrodinamica

2.1. Introduccion

En este capitulo se establecen los fundamentos de la interaccién entre particulas cargadas, sin
espin!, y el campo electromagnético. Para ello se emplea un modelo discreto de tipo microscépico
cléasico, correspondiente a una descripcién detallada en la cual, conocidas la carga y masa de cada
una de las N particulas del sistema de cargas, asi como sus posiciones y velocidades iniciales, puede
establecerse con toda exactitud el futuro del mismo 2. Esta descripcién se resume en el conjunto de
ecuaciones que se conoce como de Maxwell-Lorentz. Desde el punto de vista préctico, su utilidad
se limita al caso en que N es relativamente pequeiio, por ejemplo N ~ 10%, pero es el punto de
partida tedrico mas adecuado y el contexto dentro del cual las interpretaciones de las magnitudes
son mas claras. En el capitulo 3 y en su apéndice C se hard una breve introduccién a los modelos
macroscopicos de los medios electromagnéticos, los cuales, por su diversidad y complejidad, son
el objetivo de una ciencia multidisciplinar, en la que un enfoque unitario queda fuera de lugar.
En principio, la necesidad de reducir el elevado niimero de variables implicitas en las ecuaciones
microscépicas exige la realizaciéon de promedios espacio-temporales y la existencia de estructuras
moleculares con fundamento cudntico obliga a la introduccién, de una u otra forma, de estos aspectos
en la descripcién. Ambos procesos llevan consigo la proposicién de hipdtesis fuertes que en cierto
modo difuminan y hacen imprecisa la interpretacién de las magnitudes electromagnéticas.

Como herramienta bésica para la reconstrucciéon de la electrodinamica, de forma compatible
con los postulados de la relatividad restringida, se emplearan los principios de minima accién.
Estos principios son extraordinariamente potentes para el desarrollo de la teoria fisica y se adaptan
especialmente bien a la formulacién invariante de las leyes. Es interesante que el alumno, que ya ha
construido una electrodindmica galileana mediante una encadenacién de postulados de tipo histérico
v ha hecho uso de los principios de minima accién en otras disciplinas, compruebe que no hay un

'El espin juega un papel importante en el electromagnetismo. En el capitulo tercero se indica como puede ser
introducido en las ecuaciones macroscépicas de Maxwell.

2La introduccién de efectos cudnticos, como son los de creacién y destruccién de carga, complican en alguna medida
el panorama.

ol
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Unico camino para la descripcion fisica de la realidad y que la que aqui se ofrece es una alternativa
atil y coherente.

2.1.1. Principios de minima accion

En el apéndice II se muestra como las trayectorias de un sistema de particulas, sometidas a un
campo de fuerzas externo (preestablecido), pueden ser determinadas a partir de las leyes de Newton
II.1 o, alternativamente, del principio de minima accién de Hamilton I1.32

to
SA=0 ., A= [ Llgdt)dt (2.1)

t1

0A es la primera variacién de la accién hamiltoniana y L el lagrangiano del sistema de particulas
en interaccion con el campo. Segun los casos, L se expresa de las formas

L(Qv‘jvt) = gc(Qvat) - W(q’t) ) L(Q7‘jvt) = gc(%qat) - U(Qa q, t) (2'2)

donde &, es la energia cinética de las particulas, W la energia potencial independiente de la velocidad
y U la que depende de la misma.

Desde el punto de vista de la relatividad, las energias potenciales independientes de la velocidad
no son admisibles porque implican la propagacién de la interaccién a velocidad infinita. En lo que
sigue, solo se consideran aquellos potenciales en los cuales, o bien existe dependencia explicita de la
velocidad de las particulas o, por ser de corto alcance, el retraso de propagacion de la interaccion es
despreciable. Dentro de la relatividad especial no se dispone de una descripciéon adecuada del campo
gravitatorio, por lo que la teoria que aqui se expone es fundamentalmente una FElectrodindmica
relativista en la que, como en el marco galileano, la energia potencial de una carga en campo
externo viene dada por la expresion 11.13

—,

Ug,d,t) = elg— - 4) (2.3)

En la discusién introductoria del capitulo anterior se dijo que las leyes de la electrodindmica
siguen siendo vélidas en el nuevo contexto, pero que las de la mecanica no lo son. En realidad, aunque
las leyes de la electrodindamica sean véalidas en cualquier sistema inercial, la definicién de un nuevo
concepto de espacio-tiempo, a través de las transformaciones de Lorentz , hace también necesario
el establecimiento de nuevas reglas de transformacién para las magnitudes fisicas que describen a
la interaccién. Los principios de minima acciéon constituyen una alternativa muy fructifera en el
desarrollo de las leyes fisicas, especialmente para el establecimiento de leyes invariantes, por lo que
aqui se hard uso de ellos para repostular a la electrodindmica en su conjunto, entendiendo como
incluidos en ella los aspectos puramente mecanicos de la misma.

Si se quiere estudiar el movimiento de particulas bajo la influencia de un campo externo, la
ecuacién 2.1 puede escribirse de la forma
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5A, + 64 =0 (2.4)

A, es la accién de las particulas libres, particulas que no actian entre si ni con cualquier otro
campo, y A; la de la interaccién con el campo preestablecido. Es decir

to to
A= gar . Ai=-— / Udt (2.5)
t

t1 1

Pero el problema electromagnético més general, el Problema autoconsistente, es aquel en el que
un conjunto de particulas cargadas estd sometido a un campo que ha sido creado por las propias
particulas y que, por consiguiente, no estd preestablecido sino que es funciéon de la posiciéon y
la velocidad de dichas cargas. Por otra parte, si una particula transporta energia y cantidad de
movimiento, en conexién con su masa inerte, se vera que el campo electromagnético transporta
asimismo energia y cantidad de movimiento, por lo que posee los mismos atributos ” materiales” que
las particulas. De hecho, particulas y campos son manifestaciones distintas de una misma entidad
fisica, la Materia, y deben considerarse en pie de igualdad. Las particulas y los campos interaccionan
mutuamente, por lo que, si hasta ahora se ha considerado una accién A, de la que se deduce el
movimiento libre de las particulas, aquel para el que d.A; = 0, en el problema autoconsistente debe

incluirse un término de accién A, que de cuenta del movimiento, o evolucién, libre de los campos 3.
Particulas P P P
[ J
[ J
[ J
Campos C C C
(a) (b) (©) (d)

Figura 2.1: El problema electrodindmico

Como se muestra en la figura 2.1 (a), el problema electromagnético fundamental concierne a
la interaccién entre cargas y corrientes. No obstante pueden considerarse tres casos importantes
descritos por los principios de minima accién

SAy+0A; =0 (2.6a)

SAp + 0A; + A, =0 (2.6b)

3En este contexto, las particulas aparecen como entidades puntuales, mientras que los campos son eminentemente
continuos. Esta dificultad se eludird expresando las discontinuidades como formalmente continuas, mediante el uso de
la delta de Dirac.
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SA; +6A. =0 (2.6¢)

- La primera ecuacién 2.6a, figura 2.1 (b), describe la interaccién de las particulas con un campo
preestablecido (6.4, = 0).

- La segunda 2.6b, figura 2.1 (c), corresponde al problema mds general, el autoconsistente, en
el cual las particulas interaccionan con el campo que ellas mismas crean. Este problema no puede
plantearse de forma rigurosa y solo es posible resolverlo aproximadamente, hasta el segundo orden
de 3, para particulas lentas. La dificultad reside en que el lagrangiano es funcién de las coordenadas
y las velocidades de las particulas, evaluadas en el instante actual, mientras que la interaccién entre
particulas se propaga con velocidad finita. Véase [Landau y Lifchitz FT, Konopinski, Jackson]

- La ultima 2.6¢, figura 2.1 (d), describe la evolucién del campo electromagnético debida a su
interaccion con un conjunto de particulas cargadas en posiciones y con velocidades preestablecidas

(6A, = 0).

El problema general puede resolverse, al menos, de forma numérica para un nimero limitado de
particulas. Partiendo de sus posiciones iniciales y de los campos producidos por las mismas en dichas
posiciones, se resuelven alternativamente problemas del primero y del iltimo tipo. A continuacién
se tratard del primero y del 1iltimo de estos problemas.

Puesto que el postulado de relatividad asigna a las leyes un cardcter invariante, es evidente que,
si estas se van a expresar igualando a cero la primera variacién de una suma de acciones, cada una
de estas variaciones por separado deba tener caracter escalar.

Se empezara por repostular la accion de las particulas libres, lo que conduce a la modificacion
del concepto de cantidad de movimiento. A continuacién se introduce la accién de la interaccién
con el campo electromagnético, esencialmente en la forma definida por 2.5 y 2.3 aunque con una
nueva interpretacion, y se plantea el problema 2.6a para encontrar las ecuaciones que describen la
trayectoria de las particulas en campo externo (Al calcular la variacién de la accién, a la trayectoria
se le considera como variable, salvo en los puntos extremos, y al potencial como fijo). Este problema
resulta equivalente al descrito por la ley de fuerza de Lorentz, aunque ésta aparece expresada en
funcién del potencial. El campo electromagnético, a su vez, surge como definicién derivada de este
ultimo, comprobandose que cumple la ley de Faraday y la de ausencia de monopolos magnéticos.

Para plantear el problema 2.6¢, se postula la accién del campo y se expresa la de la interaccién
en funcién de variables continuas sobre un tetravolumen del espacio de Minkowski. Considerando
al potencial como a un conjunto de coordenadas generalizadas, variables salvo en la frontera del
problema, y a la trayectoria del sistema de particulas como fija, se obtienen las ecuaciones del
movimiento del campo en presencia de una distribucién de cargas y corrientes preestablecida. Estas
ecuaciones corresponden a las leyes de Poisson y Ampére.

2.2. Accion de un sistema de particulas libres

Dentro de la teoria de Newton, el lagrangiano correspondiente a una particula libre es
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1
Mﬁiﬂzﬂw:Tzimﬁ (2.7)

Segin se ha visto, es necesario postular una accién compatible con las transformaciones de
Lorentz: la invarianza de las leyes se asegura buscando a una accién cuya primera variacion sea
invariante escalar. En concreto, se propone una accion escalar, generada a partir de los invariantes
asociados a la trayectoria de la particula, que cumple el principio de correspondencia. Como la
particula es libre, el inico invariante conocido para la trayectoria entre los puntos Py = (7, t1) y
Py = (7, t2) es el intervalo de tiempo propio A7, 1.39

2
dt
ATp:/ —
1 p

Con objeto de poder cumplir el principio de correspondencia, se ensaya una accién proporcional

al intervalo
2
dt
A, =« / —
1 Up

donde « es una constante escalar. Esto equivale a proponer un lagrangiano

L, =ay/1— 2

Hallando el limite del anterior para pequenas velocidades, 3, < 1, v < c,

Lp:a—ic—Qv

y teniendo en cuenta que el lagrangiano, en general, y la energia cinética, en particular, estan
indeterminados por una constante arbitraria, el principio de correspondencia exige la identificacién
de o con —m ¢? donde m es, por lo tanto, un escalar que se denomina Masa en reposo y que coincide
con la masa inerte galileana de la particula.

Asi pues, se POSTULA como lagrangiano de una particula libre a

—ﬁczz—mc%/l—ﬁg (2.8)
Tp

L

p

donde m es un escalar.

Este postulado y el de la accion de la interaccion, establecen al tiempo propio como la variable que
describe la evolucién, o ”vida”, de una particula con movimiento arbitrario. Las leyes que explican
la existencia de particulas con propiedades determinadas y las fuerzas que mantienen en equilibrio
a sus componentes elementales son en gran parte desconocidas y, en todo caso, quedan fuera del
esquema de la presente teoria. Sin embargo, sus manifestaciones externas se ajustan globalmente a
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la prediccién relativista. Es el intervalo propio de la particula denominado ”vida media.®! que mide
la probabilidad de supervivencia de la misma, como lo demuestra la experiencia de los muones, ya
mencionada, y otras muchas que estan descritas en la bibliografia [Ohanian].

Considerando que ds/dt = c/~,, el lagrangiano anterior puede escribirse también de la forma

ds
L, = — . 2.9
P mcdt (2.9)

La generalizacién de lo anterior al caso de un sistema de N particulas, de masa m, y velocidad
normalizada (3, es inmediata:

Lp:—czmy%:—c:?zmwﬂ— 2 v=1,---,N (2.10)
14 14

2.2.1. Tetravector energia-cantidad de movimiento

Dado que la particula libre no esta sometida a fuerza, su Cantidad de movimiento ordinaria o
¢inéticacoincide con el momento conjugado definido en 11.18

oL
,Pa:pazi IR a=1,Y, =
vy
por lo que
S q v ,
pP=myl=m————=M()7T (2.11)
\J1— ﬁg
donde se ha definido como Masa en movimiento*,® a
M(By) = m~y, (2.12)

De 2.8 se deduce que L/0x, = 0y, de acuerdo con las ecuaciones de Lagrange 11.17, dp/dt =
0 : como en el caso no relativista, una particula en movimiento libre, conserva su cantidad de
movimiento, aunque ahora ésta aparece definida de forma diferente.

En este caso, 0L/0t = 0, por lo que, de acuerdo con I1.22 el hamiltoniano es una constante del
movimiento que puede ser identificada con la Energia de la particula libre £. De la definicion 11.21
de H se tiene que

E=p-i—L (2.13)

4 . . . .

En otros textos se prefiere no definir esta magnitud, reservando el nombre de masa a lo que aqui se denomina
masa en Teposo.

En el apéndice B se expone una experiencia pensada que conduce a estas mismas conclusiones.
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Sustituyendo 2.11 y 2.8 en la expresién anterior se obtiene la relacién

2
E=————=7y,mc*=Mc? (2.14)

/1 _ 32

1-05;
que enuncia la Equivalencia entre la masa y la energia; una y otra difieren solamente en el factor
universal ¢?.

Tomando v = 0 se comprueba que la particula posee una Energia en reposo

Eo = (E)y—o = mc? (2.15)
Cabe redefinir el concepto de Energia cinética de una particula libre como aquella parte de su
energia total £ que se debe a su movimiento:

E.=E—& (2.16)

La interpretacion completa de &y queda fuera del alcance de la presente teoria, puesto que dentro
de la misma éste podria ser un mero término aditivo que se anula al calcular los incrementos de
energia en un determinado proceso, pero la experiencia muestra que la equivalencia expresada en
2.14 implica el posible intercambio de energia en reposo, ademas del de energia cinética. Aunque solo
es necesario tenerlo en cuenta cuando en una experiencia cambian las masas en reposo, como es bien
sabido y ha sido sobradamente experimentado, la masa en reposo es intercambiable con cualquier
otra forma de energia, como la cinética y la potencial, lo que es tan novedoso como transcendente .

De 2.11 y 2.14 se deduce una relacién simple entre la energia de una particula libre y su cantidad
de movimiento.

&
)= —U 2.17
=3 (2.17)
Hasta ahora se han obtenido expresiones relativistas para la cantidad de movimiento y la energia
de una particula libre pero no se han investigado las reglas de transformacién de estas magnitudes.
Dichas reglas se ponen de manifiesto sin mas que verificar que £/c es la primera componente
contravariante, y p® las tres ultimas, del Tetravector energia-cantidad de movimiento, definido como

pi = (%7 ]7) = ’YPm(C? 17)
- (2.18)

= =
P U

m

= . = .
D es efectivamente un tetravector porque m es un escalar y u (1.41) un tetravector. De lo visto
anteriormente se deduce que, ademads, es una constante del movimiento para una particula libre.

5Véase el apéndice B para més detalles.
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En definitiva la conservacion de la energia y de la cantidad de movimiento de una particula libre,
o de un sistema de particulas libres, se resumen en el contexto relativista como la conservacion del
tetravector energia-cantidad de movimiento. Véase que el .*calar” £ deja de serlo para transformarse
como la primera componente de un tetravector.

=
Del caracter vectorial de P se deducen las reglas de transformacién de estas magnitudes. De
acuerdo con 1.18a

E = v (E—-Vp) (2.19)
1%

Py = Y (pe = 5 €)

Py = Dy

P, = p.

En este caso, la norma es un escalar obvio ( se expresa como producto de escalares)

b p=m2c (2.20)

Sustituyendo 2.18 en la ecuacién anterior se obtiene la energia de la particula libre expresada
en funcién de p:

p?c? + m2ct (2.21)
en la que se toma el signo positivo de la raiz para ser consecuentes con 2.15.

Es interesante notar que las particulas luminicas tienen velocidad v = ¢ con lo que M — o0, a
menos que m — 0. Dado que la experiencia indica que su cantidad de movimiento y energia son
finitas, su masa en reposo es necesariamente nula. Luego, para particulas luminicas

m =0 )y E=cp (2.22)

De acuerdo con éste resultado y 2.14, la relatividad deja indeterminadas a la energia y a la
cantidad de movimiento de las particulas luminicas. Esta laguna debe ser llenada por otro tipo de
teoria. Para el caso de los fotones, véase 4.76.

2.3. Accion de la interaccion

Para resolver los problemas 2.6a y 2.6¢c es necesario definir una accién para la interaccion. Esta
sera utilizada de forma distinta en cada caso.

- En el primer problema se trata de encontrar la trayectoria de un sistema de particulas puntuales
sobre el que actia un campo externo. La trayectoria es la incégnita, salvo en los puntos P; y P> que
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son fijos, mientras que el potencial esta preestablecido y, por lo tanto, no varia. Dado el caracter
puntual de las cargas, ambas acciones pueden ser expresadas en forma discreta a través de sumatorias
sobre todas las particulas.

- En el segundo, la trayectoria es conocida, su variacién nula y el potencial, que puede ser
considerado como sistema de coordenadas generalizadas del campo, varia en el interior del dominio
) del problema y es fijo en su contorno . El caracter esencialmente continuo de los campos exige
que las acciones sean formuladas como funciones continuas, lo que se lleva a cabo mediante el uso
de la delta de Dirac.

2.3.1. Densidades; ecuaciéon de continuidad

No existe ninguna evidencia experimental que contradiga el caracter puntual del electréon. En
cuanto al niicleo, su dimensién es del orden del Fermi (107! m) por lo que las ondas correspondientes
a la primera parte de la banda de rayos v veran a éste como puntual. Los iones, cuya dimension

es del orden del ;1 (10719m), apareceran como puntuales para los rayos X blandos. Queda pués,
dentro de una descripcién no cuantica, un amplio margen del espectro de las ondas electromagnéticas
dentro del cual las cargas pueden tratarse como puntuales. Con las limitaciones mencionadas, la
descripcién de la distribucién de carga y corriente en el espacio de configuracién es muy simple, basta
con enumerar las posiciones y velocidades de las particulas en cada instante y especificar la carga y
masa que cada una de ellas transporta. Otra alternativa, igualmente exhaustiva pero formalmente
continua, consiste en el uso de las densidades de carga y corriente. Aunque lo que aqui se expone
es facilmente extensible a la descripcién de las distribuciones de masa, el tratamiento se concreta a
las de carga.

La Densidad de carga p(7, t) es una magnitud que, integrada sobre un volumen fijo V del espacio
ordinario, proporciona una medida de la carga encerrada en el mismo

Qt) = /V (7, 1) dv (2.23)

Dada la naturaleza puntual de las particulas, puede obtenerse una medida exacta de Q(t) 7 para
un sistema de N particulas haciendo uso de la 6 de Dirac para definir

N
S e o ) =3 p (2.24)

v=1 v=1

p(7, t)

donde e, ® es la carga de una de las particulas, 7, (¢) su posicién instantdnea y p, la contribucién de
la misma a la densidad. Integrando sobre V se comprueba que, efectivamente, la definicién anterior
es una densidad exacta.

"En el capitulo 3 se tratard de como obtener densidades aproximadas, mediante operaciones de promedio. Estas
son de una mayor utilidad préactica que las densidades exactas que aqui se proponen.

8Las particulas transportan masa, energfa, cantidad de movimiento, etc., por lo que este mismo tipo de definicién
sirve para las densidades respectivas de masa - - -.
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N

Ny (1)
Q(t):;/veyé(r—m(t))dv: ,; ,

donde Ny (t) es el nimero de particulas que hay en V en el instante ¢ y p el indice que las describe.

Figura 2.2: Dendidad de corriente

De forma andloga, la Densidad de corriente J(7, t) de carga es una magnitud que, integrada sobre
la superficie S fija, proporciona la cantidad de carga que, por unidad de tiempo y en el instante
actual, atraviesa dicha superficie.

d%t(t) - /S TF, 1) - ds (2.25)

Es facil de comprobar que

N N N
6 =) e, t)6(F—7t) =Y p (FOTME) =D J (2.26)
v=1 v=1

v=1
, donde 7, es la contribucién a la densidad de corriente de la particula v, es una definicién exacta ?.

Efectivamente, como se muestra en la figura 2.2, todas las cargas con velocidad ¢, que estan
contenidas en AV, es dedir, AS p, ¥, - 7t = 7, - 1 AS 0, atraviesan el elemento de superficie AS en
la unidad de tiempo. Luego la contribucién de la particula al computo de la carga que atraviesa la
unidad de superficie en la unidad de tiempo es

PQh, .
dsdt 7

9También puede interpretarse, de acuerdo con lo anteriormente expuesto, como la densidad de ”e@”.
0Fste término solo es distinto de cero cuando la particula v estd en AV en el instante actual.
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Sumando la contribucién de todas las cargas del sistema e integrando sobre la superficie S

d%t(t):Zdst Z/W 9 ds_yfj(r 0 -d

v=1

Ecuaciones de continuidad

La experiencia establece que la carga puede crearse y destruirse pero siempre en parejas de carga
positiva y negativa. Existe una gran variedad de mecanismos por los que, tanto desde el punto de
vista microscopico como macroscépico, se crea y se destruye carga, pero todos ellos verifican la
condicién de neutralidad neta: creaciones de pares, ionizaciones, recombinaciones, etc.. En conse-
cuencia, se considera que el Universo es globalmente neutro. Esta realidad experimental se eleva a
postulado con el nombre de Principio de neutralidad del Universo.

A partir de estas definiciones microscopicas de las densidades pueden obtenerse las ecuaciones
de continuidad de la carga neta y de cada una de las especies de carga que componen el sistema.

Derivando 2.24 con respecto al tiempo

0

Ip(7, 1) L _
— Hlev 0(r =T (1))} =

ot

I
1=

v=

=2

de 9
= at&(r—ru(t))—i-; ey o (7 = 7i(1))

=1

<

(a) (0)

El término (a), como los demds de esta expresién, corresponde a un numero de particulas que
aparece, por unidad de tiempo y de volumen, en (7, ¢). Al escribir simbdlicamente ae” se indica que

, . . dle
las particulas en cuestién, aunque tienen carga e, mientras existen, pueden aparecer, (=5 | ”| >0), 0
Ole . .z .
desaparecer ( ‘dt” | < 0) del entorno de (7, t), por procesos de creacién o destruccién de carga. Si se
tiene en cuenta que existen cargas de ambos signos y que, por el principio de neutralidad, en cada

punto e instante se crea o se destruye tanta carga positiva como negativa, (a) puede escribirse como

Y e
> 57 0 =7u(8) =74 (F, ) = 7-(F, 1) = 0

v=1

donde 74_ son las tasas de creacién de carga positiva y negativa (carga de cada signo creada
por unidad de volumen y tiempo en (7, t)). Por el principio de neutralidad del universo, las tasas
son iguales y su diferencia nula.
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El término (b) puede tratarse facilmente mediante el cambio de variable (7, t) = ¥ — 7, (t), que
es funcién de 7y de t (a través de 7,(t)),lo que permite expresar a la delta de Dirac como 0(R) y
derivarla como funcién de funcién !'. De esta forma

o ... B d0(R) Ok L B
N r—m,(t) = e 9 o= U Vo(r—ry,(t)) =
= —VAde, 4, 0(F—7,()}=-V -7, (2.27)

En los pasos anteriores se ha tenido en cuenta que
OR or,(t 00(R 0
9O gy e 0
ot ot OR or
y se ha hecho uso del desarrollo de la divergencia del producto de un escalar por un vector teniendo
en cuenta que v, (t) no depende de 7.

o —7y(t))

Sustituyendo en las ecuaciones anteriores, se deduce la ecuacion de continuidad de la carga neta

dp

V- -7+ =0 2.28
T+ 5 (2.28)
Si se expresa la densidad de carga neta como p = p4 + p—, suma de las densidades de carga

positiva y negativa, se obtienen las ecuaciones de continuidad para las cargas de ambos signos

=T (2.29)

2.3.2. Accidén de la interaccién entre un sistema de particulas y un campo elec-
tromagnético; tetravector potencial

En la electrodindmica no relativista, la energia potencial electromagnética viene expresada por
2.3 y, segun se ha visto, las predicciones que se obtienen de las ecuaciones de Maxwell se experi-
mentan como correctas en cualquier sistema inercial. Por otra parte, como sugiere la ley de fuerzas
de Lorentz y confirma la experiencia, a diferencia de la masa, la carga de una particula es indepen-
diente de su velocidad '2. El marco prerelativista solo es incompleto en cuanto a que no establece
leyes de transformacién correctas para el resto de las magnitudes. Por estas razones, se mantiene
la expresiéon de la accién de la interacciéon aunque se postula que, tanto ésta como la carga, son
invariante escalares. De esta forma se establecen completamente la estructura tensorial del campo
electromagnético y las leyes de transformacion de todas sus magnitudes.

Se PosTULA como accién de la interaccion de una particula cargada con un campo electro-
magnético externo al escalar

'1Se hard uso de la notacién general 3/9R — (8/0kz, 8/0ky, 8/0k,). En particular, 9/07 — V.
12Una de las confirmaciones més precisas de la invarianza de la carga la proporciona la neutralidad de los dtomos
[Jackson)].
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2
Ai:—e/ Ads (2.30)
1

, . s =
donde e, la carga de la particula, es también un escalar. Dado que d s es un tetravector,las reglas
de contraste tensorial aseguran que

Al = (Q7 _»)
= c
A=— (2.31)
> -
A= (?7 _A)
es un tetravector, el Tetravector potencial. Sus componentes se tranforman por lo tanto como las de
un vector.

El lagrangiano de la interaccién, para una particula en campo externo, es

d3
L =— —_— 2.32
e (2.32)
y, para un sistema de N particulas en campo externo,
=
:> d S,
Z e A (3y) — (2.33)

%

!, = (ct, 7,(t)) es la posicién de la particula v en el espacio de Minkowki.

= .
(2
donde s,— s, =x

2.3.3. Accidén de la interaccion entre una distribuciéon de carga y corriente y un
campo electromagnético; tetravector densidad de carga-corriente

La accion correspondiente al lagrangiano 2.33 puede escribirse formalmente en funcién de vari-
ables continuas para representar a la interaccion entre un sistema de carga y corriente y un campo
electromagnético. Efectivamente

=
= dS,, )2 :\’ dsl/ 0
Zey/ AG) Zey/ () St

El potencial puede expresarse como una integral sobre un volumen V, que encierra a todas
las cargas durante el intervalo temporal ct = 2% € [(z%)1, (2°)2], mediante el teorema de desplaza-
miento de la delta de Dirac:

por lo que
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=
= = ds, ..,
Ai:—/ﬂ A(S)-;el,dwoé(r—ry(t))dx‘l
donde € es el hipervolumen de integracién, definido por el volumen V y el intervalo z° €
[(2°)1, (2°)2], y dz* = dV dz° el elemento escalar de dicho tetravolumen.

Teniendo en cuenta que

{Ze/gj;w—m)} = e GEa- ) =

LS e (e 5)6F—Ft) = S(ep )

Cc C

2 )7 (3) dat :
A = /QA()J()d (2.34)

Tetravector densidad de carga-corriente

=
En la dltima expresion se ha definido el Tetravector densidad de carga-corriente J: es facil de

=
constatar su cardcter vectorial dado que A; y dz?* son escalares y A es un tetravector. Luego

]i = (Cp, j)
_ (2.35)

7i = (cp, =)

=
J

. C .y =

0, teniendo en cuenta la definicién de u,

=
=37~ e ;L (7 — 7, (1)) (2.36)

.7 ﬁ :
De esta expresiéon de J, dado que u, son vectores y e, escalares, se deduce que

O(7 —7,(t))
Yv

resultado interesante seguin el cual §(7— 7, (t)) se transforma como el factor ~, de la particula (Véase
la expresién 1.42).

= escalar (2.37)

Puesto que el operador tetradimensional
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i _ 0

= Vi= ox;

V=— (238)

.0

Vi= gz

es de tipo vectorial, véase el apéndice I, la ecuacién de continuidad puede escribirse de forma
manifiestamente invariante como

Vij = 3;1 =0

i 97 __
szizaii—o

=
Por 1ltimo, es interesante notar que, dadas la reglas de transformacién de 7,

cp = y(cp—PB1) (2.40)
Jp = V(= —Becp)

Ty = My

= I

una componente longitudinal de la corriente puede generar en otro sistema a una densidad de carga
neta (j, — p'). Por otra parte, puede comprobarse que la carga de una particula, o la encerrada
en un volumen determinado, es invariante 3.

2.4. Fuerza de Lorentz; campo electromagnético

Si ahora se plantea el problema 2.6a para una particula cargada en campo externo, el lagrangiano
correspondiente es

Lyii=-mc——e A-— (2.41)

o, expresado explicitamente en el espacio de configuracion,

2 v?

Lpyi(7, 0, t) = —mc* /1 — — — e ®(F,t) + e T A(F, 1) (2.42)
c
Las ecuaciones de Lagrange para esta particula son
d A 0L oL
—_— — —_——_— = 0 p—
dt(ava) axa 2 a x? y?z

13problema 2-11.
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En este caso, el momento generalizado no coincide con el cinético

P=——=p+eA=p+p, (2.43)

sino que es la suma de éste con el Momento potencial p, = e A

Hallando el gradiente del lagrangiano

L -, —
%:VL:—eV<I>+eU/\(V/\A)+e(17-V)A

Si se vuelve a definir a la fuerza sobre una particula como agente de la variacién temporal de la
cantidad de movimiento

-~ _dp

= 2.44
o (2.44)
las ecuaciones de Lagrange pueden escribirse de la forma 4
. A .
er(—V@—a—)—i—eﬁ/\(V/\A)

ot

Esta es la fuerza que siente una carga en presencia de un campo electromagnético: viene expre-
sada en funcion de las derivadas del potencial y consta de dos términos, el primero de los cuales es
independiente de la velocidad y el otro proporcional a la misma a través de un producto vectorial.
Definiendo en concreto al Campo electromagnético como

o oA
E = —-Vd- - 2.4
\% T (2.45a)
B = VAA (2.45b)

donde E recibe tradicionalmente el nombre de Intensidad del campo eléctrico y B el de Induccién
magnética'® se obtiene la Ley de Lorentz

. dp
F=%
dt
que expresa la ley del movimiento de una carga en presencia de dicho campo.

—e¢E+eiAB (2.46)

YRecuérdese que dA/dt = DA/dt + (7 - V) A.

5Dado que actualmente dichos nombres, como los de intensidad magnética y desplazamiento eléctrico, han perdido
gran parte de su vigencia, en adelante se les aplicaran apelativos tales como campo eléctrico, campo magnético, campo
EB---.
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2.4.1. Transformaciones de contraste y condiciones de contraste

La definicién del campo dada en la seccién anterior, en funcién de las derivadas del potencial,
implica que tanto el potencial A* = (% A) definido como tetravector en 2.31, como cualquier otro
que se obtenga a través del primero mediante las Transformaciones de contraste

Ox(T, t)
b, = o2
X ot
A, = A+Vx(F 1)

(2.47)

producen el mismo campo electromagnético. Para comprobarlo basta con sustituir lo anterior en
2.45. En principio, la funcién x (7, t) puede ser .2rbitraria”, salvo que se supone de buen compor-
tamiento y, por lo tanto, derivable tantas veces como sea necesario. No obstante, si se desea que
los potenciales den lugar a acciones escalares ', como se postulé en 2.30, debe exigirse ademas que

= =
X sea escalar, con lo que un potencial tetravector A se transforma en otro tetravector A,. Estas
transformaciones pueden escribirse de la forma manifiestamente invariante

= =

Ay=4 -V x (2.48)

=
El caracter vectorial de A, se deduce del hecho de que el tetragradiente de un escalar es un
tetravector.

Las transformaciones de contraste relacionan a un nimero infinito de potenciales con un campo
electromagnético determinado. Esta infinidad de potenciales ni quita ni da significacion fisica al cam-
po frente al potencial, puesto que el fendmeno electromagnético puede ser expresado en funcién de
uno u otro con exclusién del contrario y, si bien la fuerza aparece mas directamente relacionada con
el campo, la energia lo esta con el potencial. La opcién mas 1til es la de utilizar ambas herramientas
para la descripcion de la interaccion electromagnética. No obstante, esta libertad de eleccién puede
ser utilizada provechosamente para simplificar y homogeneizar el tratamiento matematico.

Las Condiciones de contraste son restricciones, compatibles con las transformaciones de con-
traste, que se imponen al potencial. Del caracter tetravectorial que se le exige al potencial, se
deduce que cualquier potencial debe cumplir

= =

V - A= escalar (2.49)

En particular, la condicién o Contraste de Lorenz'”

16Se pueden utilizar potenciales que no sean tetravectoriales pero, dentro del marco relativista, esto es un inconve-
niente.

"Esta condicién se debe al fisico danés L. Lorenz y no al holandés H. A. Lorentz como erréneamente suele atribuirse
[Whittaker].
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my

oV

=
=

Figura 2.3: Transformaciones y condiciones de contraste

HAT 0

= = ozt

V- -A=0 — (2.50)
Ox; —

simplifica el estudio del campo electromagnético porque las ecuaciones de onda del potencial que
las cumple, Potencial de Lorenz, son andlogas a las del campo. En el formato tridimensional, esta
condicion se escribe como

- 1 0®
DAL =2
v +02 ot

0 (2.51)

Pueden imponerse otro tipo de condiciones!'® pero todas ellas deben ser compatibles con las
transformaciones de contraste. Es decir, a partir de un potencial vdlido que no cumpla la condicién de
contraste, debe ser posible encontrar una transformacion de contraste que resulte en un potencial que
si la cumpla. Por ejemplo,la figura 2.3 ilustra como, si j es un potencial que no cumple el contraste
de Lorenz, puede encontrarse una funcién escalar xr (7, t) tal que 3 . jXL: 0. Efectivamente, de

= =
acuerdo con 2.49 V - A= (7, t) = escalar por lo que, expresando al dalambertiano en forma
manifiestamente escalar

— = = 0? 5 1 02
==V V= ran =V ~2op (2:52)

y aplicando la tetradivergencia a 2.48, resulta que

= = —
V : AX: w + uXL
Basta con elegir una de las infinitas soluciones posibles, x,, de la ecuacién ﬁx L = —1%, para
obtener unas transformaciones de contraste conducentes a un potencial de Lorentz. Estos ultimos,
como se indica en la figura, constituyen un subconjunto de todos los potenciales posibles.

181,a de Coulomb, V - A = 0, se suele utilizar en otros contextos tedricos pero es inconveniente para el estudio de
los fenémenos de propagacién y radiacion.
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2.4.2. El tensor del campo

El campo electromagnético, definido en 2.45 como el conjunto de dos ”vectores” tridimensionales,
tiene realmente caracter de tensor de segundo orden. En particular, la definicién del campo puede
ser escrita como

P R
E_ o 0d
c ¢ Oct
B = VAA

= =
De acuerdo con la definicién de rotacional tensorial 1.46 y anotando rot—V A, las expresiones
anteriores pueden escribirse de la forma manifiestamente tensorial '

F=vAA (2.53)

donde se ha definido el Tensor del campo electromagnético, cuyas componentes doblemente covari-
antes vienen definidas por (1.46)

9, 0
ozt 7 Oxd

que, en forma matricial, corresponden a (i — filas, j — columnas)

Fij = Az (2'54)

Ey E E.
0 ) c ’ Ty ’ c
Ecz ) 0 9 _BZ ) By
(Fij) = (2.55)
. B, 0 , -B
E.
e _By ) BI ) 0

Multiplicando por el tensor métrico, pueden obtenerse las componentes contravariantes F*/

Ey E E;
0 ) c ) _Ty ) c
% ) 0 ) _BZ ) By
kKl _ ki ljp. . i\
F* = g™ gV Fy = (FV) = (2.56)
% ) BZ ) 0 ) _B:E
E.
¢ ) _By ’ B$ ) O

19Problema 2-18.
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o las mixtas F’ ; Es interesante notar que tanto las componentes contravariantes como las covariantes
del tensor son antisimétricas, F* = —F7' F;; = —F};, pero las mixtas no. I es, pues, un tensor

cuyas componentes doblemente covariantes (contravariantes) son antisimétricas.

Las leyes de transformacion de E y de E se obtienen mediante la identificaciéon de sus compo-
nentes con las correspondientes del tensor F

F' =ajal F* | Fl =00 Fy (2.57)

por lo que, operando sobre cualquiera de estas dos expresiones, 2°

E\=E ,, E\ =vy(EL+VAB)) (2.584)
BB . Bi—n(B-LAR) (2.58D)
0, en forma compacta
E'=Ej+v(EL+V AB) (2.59a)
B'=By+~(B. - Z AE) (2.59b)

Segtn puede verse, las componentes Ej y By, paralelas a la direccién del movimiento relativo

entre los sistemas Sy &’, son invariantes, mientras que las perpendiculares E'| y B varian. En el
limite § < 1, queddndose con los términos de primer orden en [,

E' ~ E+c¢BAB (2.60a)

GNE (2.60D)

. Lo
B ~ B--
c

Esta aproximacién de baja velocidad de las leyes de transformacién de los campos no coincide
con las leyes galileanas, para las cuales B’ = B. Para que se verifique el principio de correspondencia
es necesario exigir, ademas, que ¢ — 0o

20Problemas 2-20 y 2-21.
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2.4.2.1. Invariantes del campo

Los vectores tienen un invariante caracteristico en su norma. En general, como se vi6 en el
apartado 1.2.3, la contraccién de todos los indices de las componentes de un tensor de orden par
resulta en un escalar. Asimismo, los productos tensoriales totalmente contraidos son escalares.

En particular, el tensor campo tiene asociados a dos invariantes (se excluye a la traza F, puesto
que es idénticamente nula).

- El Invariante cuadrdtico se deduce del producto totalmente contraido de F por si mismo. En
adelante se anotara por

1 ..
Jizipumj:32—4f (2.61)

- El Invariante bicuadrdtico se deduce del producto totalmente contraido, de multiplicidad 4, de
F por si mismo?!

Fy; F'% Fy FU = escalar = I, = (E - B)? (2.62)

El primer invariante permite clasificar al campo, en un punto determinado s, de forma analoga
a como se hizo con los intervalos espacio-temporales:

N >0 ,B?>E?/c> — Tipomagnético
Ii($0) = =0 ,B?>=FE?/c? — Tipoelectromagnético (2.63)
<0 ,B*<E?/c® — Tipoeléctrico

Dado el signo que toma el invariante en cada caso, no existe ningin sistema de referencia desde
el cual pueda anularse la parte magnética de un campo de tipo magnético ni la eléctrica de uno de
tipo eléctrico. Para el campo de tipo electromagnético, no existe ningin sistema de referencia en el
que pueda anularse solo su parte eléctrica o magnética.

Para saber si existe algtin sistema de referencia desde el cual se anule alguno de los campos, es
necesario investigar el valor del segundo invariante:

- Si Ig(?o) # 0, no existe ningun sistema de referencia desde el que pueda anularse alguno de los
campos en el punto ?0. De ésto, y de lo visto anteriormente, se deduce que el campo electromagnético
es una entidad tensorial y que solo la conveniencia de simplificar su uso autoriza a tratarlo como
la superposicion de un campo eléctrico y otro magnético. Carecen de sentido fisico los esfuerzos
realizados para presentar al campo magnético como consecuencia relativista del eléctrico y viceversa.

:> 7 . ORI .
— En el caso en que Iy(5g) = 0, el campo eléctrico y el magnético son perpendiculares o nulos
en todos los sistemas de referencia. Si se quiere eliminar alguno de los campos, V' debe ser per-
pendicular al mismo, puesto que las componentes paralelas son invariantes. Tomando V' 1 E, B, las

componentes paralelas de ambos campos EH y §|| se anulan 22 y

21Problema 2-22.
22No es estrictamente necesario que se anulen las componentes paralelas de ambos campos. Véase el problema 2-23.
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&,

E'zfy(E—l— A

)
)

&=

A

Rl <1 <

g’zy(ﬁ—

Para campos de tipo magnético puede eliminarse el campo E’ en un S’ que se mueve con respecto
a S con velocidad Vg 23

EANB
B2 ’

donde, para despejar V se ha tenido en cuenta que V 1 B.

I >0, I,=0 = VEZ s Vg =

@l =

<ec (2.64)

De forma andloga, para campos de tipo eléctrico, puede anularse el campo B’ en un &’ que se
mueve con respecto a S con velocidad Vg

— EANB B
I<0,I,=0 = Vg =c2 ——— . V=2 =< ¢ 2.65
V<0, I = T = (265)
En el vacio, ambos invariantes son nulos para las ondas electromagnéticas planas y homogéneas,
por lo que dichas ondas conservan su cardcter en los distintos sistemas de referencia.

2.4.3. Tetravectores de fuerza

La fuerza sobre una particula, definida en 2.44, no estd expresada de forma manifiestamente
invariante. p’es la 1ltima parte de un tetravector pero aparece derivada con respecto al tiempo, que
no es un escalar. A continuacién se verd como dicha fuerza puede ser englobada indirectamente en
el tetravector fuerza de Minkowski y que la densidad de fuerza es directamente la tltima parte de
otro tetravector, el de densidad de potencia-fuerza.

2.4.3.1. Fuerza de Minkowski; ecuaciones del movimiento de una carga

La fuerza sobre una particula queda incluida en el tetravector Fuerza de Minkowski definido
como el producto de la masa en reposo por el tetravector aceleracién

= d ?5 d ?5
=
=" 5 25 2.66
M drp, g T v ( )
De acuerdo con 2.18 y 2.44
M= (lﬁ F) (2.67)
— A '

23Una vez anulado E', para despejar la velocidad se multipica vectorialmente por B y se desarrolla el triple producto
resultante teniendo en cuenta que la velocidad es perpendicular a los campos.
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Las leyes de transformacién de F se obtienen sin dificultad ya que 7y, F tiene por componentes
=
a las tres ultimas del tetravector M y 7, se transforma segin 1.42.
Si se escribe p? = p’-pen 2.21 y se deriva, se obtiene la potencia que la fuerza aplicada transmite

a la particula

¢ . =

y teniendo en cuenta que, en el caso de que la fuerza sea electromagnética, v- F =ev- E

)

M = yp(%-ﬁ, F) (2.69a)
M = ype(%-E,Eeré) (2.69D)

Aparte del factor 7,, la primera componente de la fuerza de Minkowski contiene a la potencia
que el campo cede a la carga y las tres dltimas a la fuerza ejercida sobre la misma.

Desarrollando 2.69b para cada una de las componentes puede comprobarse que 24
M i = el g Usj
= ~ =
M=eF-u— (2.70)
M; = e F}j uw

con lo que las ecuaciones del movimiento de una particula son

P d€/dt =7 F
= eF- u— (2.71)
T dp/dt = F
En el caso de una carga

d -
d—i = eV -F (2.72a)
di . .
L — ¢(E+GAB) (2.72b)

dt

El apéndice B incluye el estudio de los casos mas caracteristicos de movimiento de particulas
cargadas en presencia de un campo electromagnético.

24Problema 2-31.
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2.4.3.2. Tetravector densidad de potencia-fuerza

La fuerza ejercida por el campo electromagnético, asi como la potencia cedida por éste, sobre la
unidad de volumen de cargas, pueden ser englobadas en un tetravector. Con este objeto se multiplica

=
la fuerza de Minkowski M, ejercida sobre una de las particulas de la distribucién, por el escalar
2.37, con lo que se obtiene el tetravector

o(r— 7, (1))

T

F =00, (2.73)

donde 7, es el factor v de la particula.

Se define como Tetravector densidad de potencia-fuerza a

N =
> 1 (2.74)

v=1

]

Puede comprobarse que la primera componente del tetravector asi definido es proporcional a
la densidad de potencia y que las tres ultimas constituyen la densidad de fuerza. Efectivamente,
haciendo uso de 2.69a y teniendo en cuenta a la definicion de densidad

Fr= 3 (R B R ) (2.75)
v=1

donde F,, es la fuerza que actia sobre una particula.

Otra expresion de este tetravector se obtiene de la definicién 2.66

=
d D,
dt

N N
=) 6(F—7(1))

v=1

(2.76)

En el caso de que la fuerza se deba al campo electromagnético, 2.70 se escribe de la forma

ﬁl’ (Fl/v t) = €y F(Fuv t)' Uy (2.77)

Haciendo uso de la propiedad de la delta de Dirac segin la cual f(zg)d(z —xz¢) = f(x)d(z — o),
2.73 toma la forma

Fo= F(7, 1)+ (e 0(F = 7o(1)) )

y, segtin 2.36,
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—_

—

~ = . .. N N
] = f=Fij =7 B pE+ D) (2.78)

f=F.

o

La primera componente de este vector es la potencia que el campo suministra a las cargas por
unidad de volumen, dividida por ¢, y las tres ultimas son las de la fuerza por unidad de volumen
que el campo ejerce sobre las cargas.

2.5. Ecuaciones de Maxwell-Lorentz

De la propia definiciéon 2.45 del campo se deducen dos ecuaciones microscépicas de Maxwell, la
de Faraday y la de ausencia de monopolos magnéticos, que pueden expresarse conjuntamente en una
ley tensorial que, con objeto de anotarla de alguna manera, aqui se denominara como primera ley
tensorial de Maxwell . Las otras dos ecuaciones se derivan de aplicar el principio de minima accién
a Ajr. = A; + A.. En conjunto, describen la evolucion del campo electromagnético en presencia
de distribuciones de cargas y corrientes preestablecidas; se anotard como segunda ley tensorial de
Maxwell.

2.5.1. Primera ley tensorial de Maxwell

Hallando el rotacional de E v la divergencia de B en 2.45, se obtiene

o OB
E p— —_——— 2.
VA o (2.79a)
V-B =0 (2.79b)

puesto que VAV® =0y V- (VA A) = 0.
La primera de estas ecuaciones es la correspondiente a la Ley de induccion de Faraday y la

segunda a la de Ausencia de monopolos magnéticos. Ambas pueden ser expresadas de forma mani-
fiestamente invariante como

OFJ  gFk  gFik ~ ~
— () = )
oxy, + Ox; + 0x; 0 = i 0 (2.80)

donde R es un tensor de orden 3, cuyas componentes triplemente contravariantes se definen como

OFY  9Fk  pFik
+ +

Rk =
6xk (9%']' 8:61
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RU* son las componentes de un tensor porque cada uno de sus términos se transforma segin
la regla R'"7* = a}aﬁnafLlen. De sus 64 componentes, todas, menos las cuatro para las que i #
j # k # i, son idénticamente nulas. Estas cuatro componentes no identicamente nulas, igualadas a
cero, corresponden a las ecuaciones 2.79a y 2.79b 2%, como puede comprobarse por sustitucién. Es
facil ver que las componentes RY’ en las que se repite un indice son nulas puesto que al ser las F'*/
antisimétricas, F¥ = —F7' y FJJ = (.

2.5.2. Accién del campo

Queda por postular la accién del campo A.. No cabe deducir lo que en definitiva es un postulado
que se justifica por la exactitud de sus consecuencias, pero se dispone de pistas razonables de
tipo tedrico y experimental sobre la forma de enunciarlo. El principio de relatividad exige que la
primera variacién de la accién sea invariante y se tiene la certeza experimental de que el campo
electromagnético, en ausencia de cargas, cumple el principio de superposicién y, en consecuencia,
las ecuaciones que describen su evolucién deben ser lineales. Dado que al efectuar una variacién,
como es facil de comprobar, el orden de los monomios disminuye, y el de derivacién aumenta, en
una unidad, para obtener ecuaciones diferenciales lineales para el campo, la acciéon debe incluir
expresiones cuadraticas de éste. Como el tinico invariante cuadratico del campo de que se dispone
es F F;;, una accién escalar, que es funcién cuadratica de los campos, es la que a continuacién se
POSTULA:

A = C’/ F Fyj da* (2.81)
Q

donde C es un escalar cuyo valor se determinard segin el sistema de unidades elegido (C' =
—1/(4 Zy), Zo = \/1o/eo para el MKS) y € es un hipervolumen, en principio arbitrario, en cuya
hipersuperficie 3 los potenciales son conocidos y, por lo tanto, tienen variacién nula.

2.5.3. Segunda ley tensorial de Maxwell

Para encontrar la segunda ley tensorial de Maxwell, se plantea el problema 2.6¢, en el cual se
anula la primera variaciéon de la acciéon A;;. = A; + A.. De acuerdo con 2.81 y 2.34

1 N
Ai+c:/ (_E A7 +C FY Fy) da*
Q

donde ) debe incluir a todas las particulas, es decir, 7:3 fuera de €2, puesto que bajo dicha
condicién se ha obtenido la expresién empleada para A;, pero no tiene por que incluir a la totalidad
del campo, basta que el potencial sea conocido en la hipersuperficie ¥ que envuelve a €, es decir,
en la superficie de V y en los instantes (2%); y (2°)2. Para este problema se considera que las cargas
y las corrientes son conocidas, por lo que

=
60 J=0

25Problema 2-32.
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y que son el potencial y el campo los que se varian en el interior de €2 para establecer la distribucién
= =

de campo que hace extrema a la accién. Véase que, de acuerdo con I1.4, el potencial A (?) =A (7, t)

puede tomarse como coordenada generalizada, lo que reduce el problema a la bisqueda del camino

=
A (7, t) que hace extremo a A;;. y tal que

(6 A)s: =0

De acuerdo con ésto

5Ai+0:/ (~154.7 +C8(F Fy) da
Q

C

=
Para expresar al segundo término en funcién de § A, se hace lo que sigue:

O[FY Fyy) = FY §F;j + Fi; 6FY = 2 FY §Fy
——
(a)

ya que ) ) B
(a) = Fz‘j gzk gﬂdFkl = Fkl 5Fkl = FY 5FZ]

Para llegar a la ultima expresion se han cambiado de nombre a los indices i <= k, j <= [ en la
sumatoria (a), se ha tenido en cuenta la simetria de las componentes del tensor métrico y se ha
utilizado a éste para subir de nuevo los indices de F};. Si ahora se expresan los F;;, segtin 2.54

g 9 ) 9 )
FY Fi;l=2F"Y - Aj — — A =2[FY — 0A; — FY — 0A;
5[ J] 5[8.1'2 J Oxd ] [ Ot o J Oxd 0 ]
—
()
Cambiando ahora los nombres i ++ j en la sumatoria (b) y teniendo en cuenta que F/* = —F%
. 0 0 - OFY
FYF;] = 4F7_—0§0A; =4—[FY0A;] —40A; — =
6[ ]] axl(s J axz[ 0 J] 0 J Ot
=  ~ = = = ~
= 4V (F-0A)—46 A-(VF)
—_——

(c)
El término (c) integrado sobre 2 se anula, ya que
= ~ = 4
VA(F-0A)dz"=0
Q

y, de acuerdo con el teorema de la divergencia, puede convertirse en una integral sobre ¥ donde
=
(0 A)x =0.
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Esto permite escribir

= ~
+4C Vv -F)da*

= 1=
5Ai+c:_/ 5A(* .]
[¢) C

=
y puesto que d A es arbitrario en el interior de §2,

~ -1 =

:>F—
v  4ceC J

Identificando a cualquiera de las componentes de esta ecuacién con la correspondiente de las
ecuaciones de Maxwell, expresada en el sistema MKS, se encuentra que C' = —1/(4 Zj), donde
Zy = \/po/eo = poc =~ 120w Q es la Impedancia del vacio y tiene por tanto cardcter escalar, como

Ho Y €o-
El segundo par de las ecuaciones de Maxwell queda pues de la forma

= ~ = O FY s
V-F=pu J — 5,0 — Ho J’ (2.82)

Estas ecuaciones relacionan al campo con las cargas y las corrientes.

2.5.4. Expresion tridimensional de las ecuaciones de Maxwell-Lorentz

Desarrollando la ecuacién 2.82 y agrupando términos se obtienen las ecuaciones tridimensionales
2.83a y 2.83d, las cuales, junto con las 2.79a y 2.79b, constituyen lo que se conoce como ecuaciones
de Maxwell-Lorentz:

v E =2 (2.83a)

€0
V-B =0 (2.83Db)

. B
NE = —=— 2.83
\Y 5 ( c)

S OF

VAB = HOT"‘MOEOE (2.83d)

La ecuacion de continuidad de la carga neta 2.28 puede también deducirse de 2.83a y 2.83d

VTt 8—’; =0 (2.84)
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Como se ha visto, son ecuaciones de tipo microscopico en las que p y 7 vienen dados por 2.24 y
2.26 respectivamente y los campos estdn definidos exactamente en cada punto del espacio.

La fuerza electromagnética clasica que actia sobre una carga viene dada por 2.46. Si a ésta
afladimos otras fuerzas F' , como las puramente mecénicas (p. ej: las que mueven el rotor de una
dinamo), cudnticas (p. ej: las existentes en el interior de una pila o las de interaccién de espin) o la
gravitatoria, las ecuaciones del movimiento de las cargas pueden expresarse como

9 FyesnB+ P (2.85)
dt

Estas ecuaciones son aplicables a un conjunto restringido de problemas en los que el nimero de
particulas que intervienen es suficientemente pequeno y F’ tiene una expresion simple. Las ecua-
ciones de Maxwell permiten determinar la evolucién del campo en funcién de las cargas. La del
movimiento permite hallar la evolucién de las cargas en funcién de los campos. A pesar de las lim-
itaciones mencionadas las ecuaciones anteriores constituyen el punto de partida para la obtencién
de otras de tipo macroscépico que describan aproximadamente la interaccion del campo electro-
magnético en el seno de medios extensos.

2.6. Leyes de conservacion

A partir de las expresiones del tetravector de potencia-fuerza pueden obtenerse ecuaciones de
continuidad, o conservacion, para la energia y la cantidad de movimiento. Segin 2.74 y 2.76, este
tetravector puede expresarse de la forma

= N = XN o d 7,
F=Y " f,=> myo(F—7,(t) - (2.86)
v=1 v=1
0, en funcion del tensor del campo,
= ~ = . ..
f=F 7 = f'=FYj (2.87)

Dado el papel equivalente de las particulas y el campo, puede decirse que, si ? es la densidad de
la fuerza ejercida sobre las particulas, también, segin la expresion anterior, puede interpretarse como
”menos la densidad de la fuerza ejercidad sobre el campo”. Puede pues hablarse de la existencia de
un principio de accién y reaccion local entre las particulas y el campo.

En las siguientes secciones se vera que la densidad de fuerza puede expresarse como la divergencia
de sendos tensores

l

TU
+
<4
S

(2.88a)
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= = ~
f=-v-T. (2.88D)

donde fp es el Tensor densidad de energia-momento de las particulas y fc el Tensor densidad de
energia-momento del campo. Restando las dos expresiones anteriores, resulta que

= ~ ~ = ~

VT, +T.)=V-T=0 (2.89)
0, de otra forma, que el tensor energia-momento conjunto T de las particulas mas el campo es
solenoidal. Evidentemente, estos tensores estd indeterminados en cuanto puede anadirseles otro

tensor de divergencia nula, por lo que las definiciones que méas adelante se adoptan no son las tinicas
posibles pero si las mas convenientes.

Las expresiones 2.88a-2.89 y las interpretaciones que se ofrecen en los epigrafes siguientes con-
firman y refuerzan el caracter material del campo electromagnético. En un sistema de particulas
cargadas y campos, ambos transportan energia y cantidad de movimiento que intercambian entre
s{ con el mismo tipo de reglas.

2.6.1. Tensor densidad de energia-momento de las particulas

Para hallar la expresion del tensor energia-momento de las particulas se partird de la expresién
2.86, de la cual se toma el valor de la componente ¢ de la aportacién a la densidad de fuerza de la
particula v.

duf,(t)
dt

expresion en la que se resalta el hecho de que u’(t) es solo funcién del tiempo. Por esta razén, de
acuerdo con 1.41,

fzi = my 5(F_ Fu(t))

i i 0 9., i
duy, Ou;, —uw,du;, 1 ,0u,

dt _Caxo_'yl,é?xo @““axﬂ'

En la dltima expresion se han anadido los términos ug‘gzg ,, a =1, 2 3 que son nulos porque
(t) no depende de 7. Asi pues

i

Uy,

Mg O D me g
1 ) o(7 TV)U”@:UJ 8xj{71, o — 7)) uluy,} —my uj, axj{é(r ) %/} (2.90)
(a)=0

El término (a) se anula porque, segin 1.41, % =(c, U,(t) y
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Para comprobar que (a) = 0 basta con desarrollar la divergencia de un vector por un escalar,
verificar que V - 4,(t) = 0, porque 9,(t) solo depende de t, y que, de acuerdo con 2.27, (¢) =
v, - V(T —7,) =—(b).

Luego, sumando la expresién 2.90 de f! para todas las particulas del sistema, se deduce que

= = ~ . oTY
[V T, - =20 (2.91)
3 S(F—7) . . _
T =%, m, M=) iy = T (2.92)

i - =

Puesto que los T’ se expresan en funcién del tetravector @ y los escalares m, y (a) (2.37),
constituyen las componentes doblemente contravariantes de un tensor 7', el Tensor Energia-momento
de las particulas. Tanto estas componentes como las doblemente covariantes, son simétricas.

La interpretacion fisica de las componentes de este tensor se deducen directamente de su expre-
sién:

a- Tomando los valores ¢ = j = 0 se obtiene

T]E)O =X, MY ? 5(F_ ’F,,) =X, & 5(F_ FI/) = Wp (2'93)

por lo que TSO, seguin la definicién 2.24 es manifiestamente la densidad de energia w, del sistema
particulas.

b-Parai=0,j=a=1,2,3

T = %, myul (7 —7) (2.94)
= cXyp,d(r—ry)

1
= =X, &) 0(r—1,)
c
donde p% es la componente « de la cantidad de movimiento de la particula v y &£, la densidad de

energia de la misma. De acuerdo con las dos iltimas expresiones, las componentes puede escribirse
de las formas:
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cPqo
0
T," — 1 (2.95)
2 Ja
De acuerdo con las definiciones 2.24 y 2.26, P, es la densidad de la componente « de la cantidad

de movimiento del sistema de particulas y 7, la densidad de corriente de la energia de dicho sistema
( Flujo de energia por unidad de superficie y unidad de tiempo).

c- El resto de las componentes, para las cualesi =a=1,2,3yj=08=1, 2, 3,

70 = %, p2 8 (7 — 7)) (2.96)

corresponden a la componente 3 de la densidad de corriente de la componente a de la cantidad de
movimiento del sistema de particulas ( Flujo de cantidad de movimiento por unidad de superficie y
unidad de tiempo).

En forma matricial, las componentes doblemente contravariantes del Tensor densidad de energia-
momento de las particulas pueden expresarse como

T, — (T7) = ) (2.97)

A pesar de que la matriz es simétrica, la fila 0 y la columna 0 se han escrito de forma distinta
para preparar la interpretacién tridimensional de la ecuacién 2.88a: las componentes cPa del vector
cP corresponden a los tres tltimos elementos de la primera fila de la matriz, y las * - Ja del vector

ij a los tres dltimos de la primera columna. El resto de los elementos de la matrlz se agrupan en
las componentes del tensor tridimensional®®

7o (1)

2.6.1.1. Ecuacién de continuidad de la energia mecanica

oT,

De la componente 0 de la ecuacién 2.88a (525 = =f9,,i=0,---,3), de acuerdo con 2.78, se
deduce la Ecuacion de continuidad de la energia del sistema de partzculas

0wp

5 +V-J=7-FE (2.98)

Integrando sobre un volumen V), arbitrario pero fijo, y aplicando el teorema de la divergencia

-
26En adelante se utilizard la notacién X para designar a los ”tensores” tridimensionales.
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d/wpdv—i—%j-d(?:/j-ﬁdv (2.99)
dt Jy s v
—_—

(®) (©) (a)

donde S es la superficie que envuelve a V. Los términos de la ecuacion tienen un significado claro:

- (a) es la potencia suministrada por el campo eléctromagnético, a través del eléctrico, a las cargas
encerradas en V. Representa, pues, el transvase de energia electromagnética a energia mecéanica, si
su signo es positivo, y viceversa si el signo es el contrario. Téngase en cuenta que los transvases
energéticos pueden tener en general los dos signos, como es el caso de motores y generadores.

- (b) es la variacién de la energia, por unidad de tiempo, de las particulas encerradas en el
volumen .

- (¢) es el flujo de energia mecanica, por unidad de tiempo, a través de la superficie que envuelve
al volumen.

En resumen, la ecuaciones 2.98 y 2.99 muestran como la energia electromagnética suministrada
a las cargas dentro de un volumen determinado, se emplea en incrementar el contenido energético
de las cargas internas, término (b), y las externas a dicho volumen, término (c).

2.6.1.2. Ecuacién de continuidad de la cantidad de movimiento mecanica

También puede obtenerse una ecuacién de continuidad para la cantidad de movimiento de
las particulas de las tres tultimas componentes de la densidad de fuerza (aT@ = fe,, i =

oxt
07'”7377 Oézl, 273)

oP o .
8—7; +V-T=pE+JAB (2.100)

Esta ecuacion es, evidentemente, la del movimiento del sistema de las particulas sometidas al
campo electromagnético o, con otras palabras, del medio material constituido por dichas particulas.

Integrando sobre un volumen V), arbitrario pero fijo, y aplicando el teorema de la divergencia
para tensores de segundo orden

d [ - . . .
— / Pdv—f—%ﬁ-T ds-/(pE—i—j’/\B)dv (2.101)
dt Jy s v

(b) (c) (a)

donde 77 es en este caso la normal a la superficie.

La lectura de estas dos ecuaciones es paralela a la de sus homdlogas para la energia: La fuerza
electromagnética total (a) aplicada al volumen en cuestién se equipara al cambio de cantidad de
movimiento mecénica, por unidad de tiempo, tanto en el interior (b) como en el exterior (c¢) del
volumen mencionado.
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2.6.2. Tensor densidad de energia-momento del campo

Para hallar la expresién del tensor densidad de energia-momento del campo habrd que expresar
a la densidad de fuerza en funcién de éste. Partiendo de

= ~ =

f=F.7

la densidad de corriente puede ser eliminada, haciendo uso de la segunda ley tensorial de Maxwell
2.82

f= L F. (v F) (2.102)
Ho

con lo que se obtiene la expresion del tetravector densidad de potencia-fuerza como funcion exclusiva
del campo. Tomando la componente ¢ de la misma

OFy; OFYFy . O Fi

t— oy FY §. = FUY = —F.. 2.103
po f* = po FY g5 a2, Rr K G ( )
~—
(a)
Haciendo uso de la antisimetria de F
OF9T 1 OFY OFI 1 OFd  QFM

(a) = L e §{ij87%+ij Txk} =5 Fin {Txk e }
———

(0)

Para obtener la ultima expresiéon se han intercambiado los nombres de los indices k « j. Si
ahora se recurre a la primera ley tensorial de Maxwell 2.80

1 oF%  10F,F* 1 gk O Fi

— __F — 2.104
(a) 2 Ik 81}1 2 0902 2 8331 ( )

————

(c)
Puede comprobarse que (¢) = —(a) bajando los fndices de F/* y subiendo los de Fj segin la
regla 1.27
1 . 0F; 1 oF™
— = ,dm kn YLk i vy
(€)= 59" 9" Frun 9, = 3 Fm g (a)

donde se han cambiado los indices m — j y n — k. Introduciendo este resultado en 2.104 y teniendo
en cuenta 2.61 y 1.4

1 O Fj, FI* 1
:—77:—7627
(a) 4  Owx; 2k 0wy,
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Si esta expresién se sustituye en 2.103 y en esta tltima se escribe F¥ = —FJ¢
po f=— 0 Fy FI' 4 Lsi (B* - E—Q) (2.105)
0y, 7 2k c? '

El argumento de la derivada es la componente mixta de un tensor, contravariante en i y covariante
en k. La expresién puede ponerse de la forma buscada teniendo en cuenta que

0 0
vk = Y _ kg
0 xy, I g =9V
Esto permite escribir 2.105 como
donde

son las componentes (simétricas) doblemente contravariantes del Tensor densidad de energia-
momento del campo. Su interpretaciéon puede hacerse en términos analogos a los empleados para el
caso de las particulas.

Desarrollando estas componentes, por ejemplo, dado que g% = 52

1 o0 1 E?
00 0 2
1" = m (FOJFJ + 5(3 - 02)) = Wemo
donde
We0 = %’EQ
Wem0 = We0 + Wmo 5, (2108)
_ 1 p2
Wmo = 20
es la Densidad de energia del campo electromagnético.
Si ademds se define:
- El Vector de Poynting en el vacio?’
1 4 4
So=—FEANB (2.109)
Ho

- La Densidad de la cantidad de movimiento del campo electromagnético

27Se reserva el nombre de vector de Poynting, sin adjetivos, para EAH.
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Go=—3So (2.110)

- El Tensor de esfuerzos de Mazwell en el vacio

Mséﬁ = &0 EaE,B - 5% We0

Mo=Meo + Mmo (2.111)

Mo = L BaBg — 05 wmo

T, puede ser representado en forma matricial como

_ B Wem0 €9go
Te— (TP) =] oo, (2.112)
1S — Mo

2.6.2.1. Ecuacion de continuidad de la energia electromagnética

La FEcuacion de continuidad de la energia electromagnética puede denominarse como ” Teorema
de Poynting”, pero se reservard este nombre para su versién macroscépica (Véase el capitulo 3 y el
apéndice C). Se obtiene de forma andloga a la seguida en el caso de la energia mecénica, expresando

= ~
la primera componente de la densidad de fuerza electromagnética f° en funcién de la v -T:

0 Wemo

ot

expresion donde wep,p ocupa la misma posicién que wemg, So la de J y los segundos miembros son
iguales pero de signo contrario. En forma integral,

+V-S=-JE (2.113)

dt Jy
(b (c) (a)

d o _.

— wemodv—l—%&]-dé': —/ 7-Edv (2.114)
S %

—_——

La interpretacién de los términos de esta expresion es también paralela a la propuesta para las
particulas:

- (a) es el mismo término que aparece en la ecuacién 2.99. Incluyendo el signo negativo que lo
precede, puede interpretarse como ”(—) la potencia que sale desde el sistema del campo e incide en
el de las cargas.® como ”(+) la potencia que sale desde el sistema de las cargas e incide en el del
campo”.

- (b) es la la variacién por unidad de tiempo de la energia del campo contenido en el volumen
Y Wemo, andloga a wy, representa a la densidad de energia de dicho campo.
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- (c) es el flujo de energia electromagnética, por unidad de tiempo, a través de la superficie que
envuelve al volumen. El vector de Poynting Sy es andlogo a J y, por lo tanto, puede interpretarse
como vector densidad de corriente, o flujo, de la energia electromagnética.

Pasando el segundo miembro de 2.114 al primero ( escribiendo la ecuacién en forma homogénea),
ésta puede leerse como un balance energético entre la potencia suministrada por los campos a las
cargas del volumen (a), el aumento de energia electromagnética almacenada en el volumen por
unidad de tiempo (b), y la potencia electromagnética suministrada al espacio exterior a dicho
volumen (c).

Es interesante notar que tanto fc como fp quedan indetermimados por un tensor de divergencia
nula. En consecuencia, véase la ecuacién de continuidad 2.113, a wemo puede anadirsele cualquier
funcién independiente del tiempo y a g() cualquier vector de divergencia nula. No obstante, estas
definiciones tienen la ventaja de que wemo = 0 cuando el campo es nulo y Sy =0 cuando E o B se
anulan.

Sumando 2.114 y 2.99 se obtiene lo que con toda propiedad puede denominarse Teorema de
conservacion de la energia

d

[ (@emo +wp) dv+7§ (So+J) di=0 (2.115)
v

S
(d) (e)

- (d) es el aumento por unidad de tiempo de la energia total del sistema de particulas y campo
contenidos en V y (e) la potencia suministrada al exterior de V. Claramente, ambos sumandos deben
tener signo contrario o ser nulos. Este es el caso de sistemas cerrados, en los cuales la energia no
puede traspasar su frontera S y en los que la energia almacenada se conserva

Wo = Wemo + W)y = / (Wemo + wp) dv = constante (2.116)
v

2.6.2.2. Ecuacion de continuidad de la cantidad de movimiento electromagnética

También las ecuaciones de continuidad de la cantidad de movimiento electromagnética son anélo-
gas a las de las particulas 2.100 y 2.101 con las salvedades correspondientes a los signos:

Gy o 4 q
8—9150—V- Mo=—(pE + JAB) (2.117)

Esta es la ecuacién del movimiento del campo debido a su reaccién con el sistema de particulas.

d o . -
— / Jo dv —j{ﬁ' Mo ds = —/ (pE+ 7N B)dv (2.118)
dt Jy s ) v

(b) (c) (a)
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(a) puede interpretarse como la fuerza total de reaccién de las particulas de V contra el campo,
(b) como el aumento en la unidad de tiempo de la cantidad de movimiento del campo interior y (c)
como la cantidad de movimiento que, por unidad de tiempo, sale al exterior.

Para campos estaticos (% — 0), luego

/(pE—i—j’/\é)dvzfﬁ]\?fo ds = /f;mdv:ff;ds (2.119)
1% S v S

Esta expresién permite interpretar a ]\7 o como tensor de esfuerzos y a f; = - ]\7 ¢ COmMOo una
fuerza superficial sobre §. Se dispone de esta manera de una interesante alternativa para el calculo
de la fuerza total sobre un sistema de cargas sometidas a campos estaticos. En la seccién 3.2.2.1, se
analiza esta cuestién con algo més de detalle en el caso macroscépico.

Las definiciones de los vectores de densidad de cantidad de movimiento y el tensor de Maxwell
responden a los mismos criterios ya comentados para las densidades de energia.

Restando las expresiones 2.101 y 2.118 se obtiene el Teorema de la conservacion de la cantidad
de movimiento

d N — —
/(B%—P)dv—l—j{ﬁ-(T—Mo)dSZO (2.120)
%

El aumento en la unidad de tiempo de la cantidad de movimiento total (d) contenida en V es
igual y de signo contrario a la que se pierde (e) a través de S en ese mismo tiempo. En un sistema
cerrado, para el cual las pérdidas a través de las paredes son nulas, la cantidad de movimiento total
de campos y particulas almacenada en V se conserva.

—

M, = Hepmo + I, = / (go + 73) dv = constante (2.121)
%

2.7. Problemas

2-1. Un proton tiene una energia cinética de 500 MeV. Calcular su wvelocidad, su masa en
movimiento y su energia total .

2-2. Supongase a un dtomo del tipo del hidrégeno, compuesto por un nicleo de masa M y carga +e
y un electron de masa m y carga —e que gira a su alrededor con radio ro y velocidad 3 < 1.
Cualcilese dicha velocidad en funcion de los datos anteriores, plantedndose un problema mo
relativista, y obténgase la masa relativista del dtomo en reposo.
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2-3.

2-5.

Demuéstrese que las expresiones 2.20 y 2.21 son ciertas para una particula. Discutir el caso
de un sistema de dos particulas.

SOLUCION :
= = = = = = ) & o
Dado que P - P es un escalar, P - P=Pg - Pg, donde pj = (=2 = mc, 0) son las
=
componentes contravariantes de P en el sistema propio de la particula (7 = 0).

= =
Luego P - P= m?c?. La expresién 2.21 se obtiene como se indica en el texto.

= =
En el caso de un sistema de dos particulas, tanto P; como Py son tetravectores,
asi como su suma o su diferencia, por lo que seran escalares los productos escalares
entre cualquier combinacién de los mismos:

= = = = = = =
py-P1,, P1-P2 ,, pl(p1+p2) 9
Como ejemplo, puede comprobarse que
= = = = = =
| P1+ Pl =[Pl +][P2fl+2 P1-P2=
(m? 4+ m3) ¢ + 2mimg 1172(c? — U1 - )

£1+E)2 Lo
%—(pﬁ-pzy

. Una particula de masa mg se desintegra en dos particulas de masas my y mo. Hallar la energia

de los productos de la desintegracion en el sistema propio de la particula que se desintegra ;
Qué condicion es mecesaria para que esta reaccion sea posible?

Desde un sistema de referencia S, se observan dos particulas: la primera tiene masa en reposo
my y velocidad U7 y la seqgunda masa mo y velocidad vy. Hallar:

a) La wvelocidad VCM del sistema de referencia Scps con respecto al cual la cantidad de
movimiento total del conjunto de particulas es nula ( velocidad del centro de momentos).

b) El tetravector cantidad de movimiento en Scy.

c) El limite de V(;M para vy, vo K c. Comprobar que esta velocidad tiende a la del centro
de masas no relativista.

d) La velocidad Vepr en el caso de que las dos particulas sean luminicas con energias re-
spectivas €1 y E3 en S.

SOLUCION :
Desde el sistema S, la cantidad de movimiento total es
P=P1+ P2 =m1y U1+ maye U

y la energia

5:51+52:(m171+m272)02
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En el resto del problema se utilizard la notacién (||), para indicar las componentes

paralelas a ‘7, y (1), para indicar las componentes perpendiculares a dicho vector.

(a) - p' = (£, p) . Luego, desde el sistema &',

£ v =B 0 0 £
vy | [ 8 ~+ 00 P N
v, 0 0 10 Py
8 0 0 01 Pz

& = y(E-Vp))

Vv

/

P = 7(—675+P||)

. = p1L

En el sistema del centro de momentos, la cantidad de movimiento se anula, por
lo que, si se toma £’ = Exyy,
ph =0 yy PL = 0

Luego p| = p, VCM es paralelo a gy
- L omimi+meypty MU 4+ M0
Veur = EP = =

miy+meye M+ M

donde M; y M5 son las masas en movimiento de cada una de las particulas.

(b) - De acuerdo con lo anterior, pl,, = (SCLC:&), 0),

E
p=—Vou
C
Y &
Eem =vem (€ —Voup) = ——
YeM
Luego
b= (1)
Pom crvont

©- o
. .o my U1 + ma U2
lm M=m = limVoy=—"—"=

v<<e v<<c m1 + ms

(d) -

. . — &1ty + Ea g
v=cn ,, M:g = VCM:CW
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2-6.

2-7.

2-8.

En una experiencia de laboratorio se hace incidir a una particula, de masa mq y con velocidad
U1, sobre otra en reposo de masa my. Como resultado de la colision se forman varias particulas
con una masa total my > my + mo. Hallar la energia cinética minima que debe poseer la
particula incidente (wmbral de la reaccion) para que ésto sea posible. (Sugerencia: hdgase uso
de los invariantes del problema 2-3 y considérese como umbral o aquella energia para la cual
los productos de reaccion estan en reposo en Scay).

SOLUCION :

En el sistema del laboratorio S :

Se supone que, en este sistema, la primera particula incide con la energia minima
&1,,,, (la cantidad de movimiento correspondiente es pj y la energia cinética
&1, ) sobre la segunda, que estd en reposo.

min

Las componentes del tetravector de la cantidad de movimiento total son

&
T (L
p =27
donde
E = Elmm+m202:501mm+(m1+m2)02

Se hara uso del invariante

= =

= = = = = = 9 9
P-P=Pcoy-Pom=|P1||+]| P2||+2 P1:Po=(m1+ma)*c”+2ma€n (2.122)

min

En el sistema del centro de masas S¢yy :

En el umbral de reaccién se supone que las particulas creadas estan en reposo con
respecto a Sgy, luego Ecyy =mrc? ,, por=0 =

2
= = E
2 2
Poy - Pomu= S2M =mrpc =
de acuerdo con 2.122,
mi — (m1 +ma)?

gcl

im = 2 my = mr >mi+ me
Obtener las ecuaciones de movimiento no relativista de una particula en un campo electro-

magnético a partir de las ecuaciones canonicas de Hamilton.

Demostrar que el hamiltoniano relativista de una particula cargada en presencia de un campo
electromagnético es

N N 2
H(F P, t) =E |1+ (W) +e®(7 1)
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donde P es el momento conjugado de T.
SOLUCION :

Por definicién

H(F P, t)=P - 0—L

y el lagrangiano de una particula en presencia de un campo electromagnético es

el de la particula libre —”;;2 = —% menos la energia potencial e(® — ¥ - ff)
Mﬁﬁj)z—ﬁé——aﬂﬁﬂ+mﬁuﬂﬁﬂ
Yp(v)
Luego
H:(ﬁ—aﬂﬁﬂy6+%iﬁ+dﬂﬁﬂ

Hay que eliminar ¢ y 7,(v) para expresar H en funcién de (7, P, t).

. IL - P—ecd
= —_— A _‘:
P 95 =my(v) T = ¢ o

multiplicando por %”, elevando al cuadrado y despejando v,

- N\ 2
(P—eA)
T =1+
mcC

se obtiene la expresion del hamiltoniano expresado en funciéon de las coordenadas
del espacio de las fases.

2-9. En un instante determinado, un sistema de particulas queda definido de la forma:

g =ce , m=m. , 71 =(0,0,00m , ¥ =(,0, O)ms_
Gp=—- , mo=2m, , To=(1,0,00m = (0, 0, O)ms

q3 = 2e , m3=3m, , 73=(0,1,0)m 1}3—( ,2,0)m.s7!
q4 = —2e ;Mg = 2me ) F4 = (17 17 O) m ., ’U4 - ( ) 7 0) m'sil
Calcular:

a) Las densidades de volumen de carga, de masa y de energia cinética.

b) Las densidades volimicas de corriente.

c) Las densidades superficiales de carga y corriente (de carga) en z = 0.

d) Los promedios, sobre un cuadrado de un metro de lado y sobre otro de dos metros de

lado, de las magnitudes del apartado anterior.

2-10. Hallar las leyes de transformacion para ¢?/c® — A? y c?p? — j? y justificar el resultado.
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2-11. Una carga Qo se halla en reposo en el sistema Sy, el cual se mueve con velocidades vZ y v' 7’
con respecto a los sistemas Sy S'. Dicha carga se halla uniformemente distribuida en un cubo
de dimensiones Ax, = Ay, = Az, = a con densidad pg.

a) Demostrar que la medida desde los sistemas Sy S'de dicha carga es invariante.
b) Establecer las leyes de transformacion entre los volimenes no propios que las cargas
ocupan en Sy S'y comprobar que estos contienen a la carga Q.

SOLUCION :

(a) - En la figura 2.4-a se muestra a la carga, en reposo con respecto al sistema
S, y moviéndose con velocidades v y v’ con respecto a los sistemas S y S’. En S,
la densidad de carga es

_ po 5 Tp € [07 a]
polp) = { 0 , fuera
A _, A A A
%
v v |
P(Xg)
S S S Xp0:O pra S X’O (ty) X'1 (t.)
Desde S
(a (b
Figura 2.4:

En el sistema S’, figura 2.4-b, los extremos de la distribucién ocupan las posiciones
zo(t') y 24 (t'). Aplicando las leyes de transformacién de S, a S’

Tpo =0 =y, {—Fpct’ +ap(t)}
Tp1 = a =, {—Opct’ +z1(t)}

y restando se concluye que la medida longitudinal de la distribucién en S’ es la
contraccién de la medida propia

() —ah(t) == = V= K? (2.123)
p '7p

siendo Vj el volumen ocupado por la carga en su sistema propio.

Por otra parte, dado que la densidad de corriente en S, es nula, porque la carga
esta en reposo en ese sistema,
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cp' _ Tp —YpBp [ €Po
<ja/c>_<_’7pﬁp p ><0>:>

/ / / / / /
oo PY, 5 T E [zo(t'), 21 (t)]
plz) = { 0 , fuera (2.124)
Py = { e Bprp =00, 2 € lag(t), 21 ()]
r 0 , fuera

Obsérvese que la densidad de carga medida desde un sistema no propio aparece
dilatada con respecto a la propia.

Luego
Q =pV'=pVo=Qo

Siguiendo los mismos pasos, se llega a la misma conclusién para el sistema S,
quedando demostrado el apartado (a) del enunciado.

(b) - Tanto V como V’ son volimenes no propios correspondientes a 1 (2.123),
por lo que ambos son versiones contraidas de este ultimo. En consecuencia, la ley
de transformacion entre estos volimenes debe ser

Vi_w
V_%’,

Por otra parte, las densidades de carga, segtiin 2.124, se dilatan, por lo que su ley
de transformacion es .
()

1Y Yp

de lo que resulta que la carga medida en cada uno de los sistemas es ().
Puede llegarse a las mismas conclusiones por un camino menos directo:

La medida longitudinal de la distribucién se lleva a cabo determinando la posicion
que ocupan sus extremos en un instante determinado. En particular, en el sistema

S
Az = x1(t) — zo(t)

Dichas posiciones corresponden, dada la relatividad de la simultaneidad, a posi-
ciones no simultineas de dichos extremos en S, z((t,) y «}(t)) respectivamente.
Dado que la distribucién se mueve con velocidad v con respecto a S’ y que su
medida propia es a,

2o(ty) = Byeto =7 (=Bt + zo(t))
1

() = Bheth+ 7 = (=Bt +a1(t))
p
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2-12.

Dividiendo por 7 y restando, se tiene que

Av=pest + -2 |, 6t =t —t)
Tp

De acuerdo con la ley de transformacion temporal y teniendo en cuenta que, en
este caso t1 =ty =1t

ct' =v(ct—pz(t) = cit' =—yBAz

28
a a

r=—————=—
YL+ B8,) W
lo que confirma la contracciéon de las longitudes propias.

Para confirmar la dilataciéon de la densidad, de acuerdo con 2.124

(CP>:<7 vﬂ>.<CP’>:<'V vﬁ),(cm%@)
Ju By Ja By ¢ po VB
p = po i1+ 68,) = po

Dos laminas metdlicas planas, paralelas y muy proximas, son neutras y por ellas circulan
corrientes superficiales, en la direccion del eje x y en sentidos contrarios, cuya magnitud es
Jo[Am™Y en el sistema S.

a) Calcular las cargas y corrientes medidas desde el sistema S'.

b) Calcular los campos en funcion de las cargas y las corrientes, en cada uno de los sistemas
de referencia, y comprobar que cumplen las leyes de transformacion.

SOLUCION :

(a) - Las dimensiones transversales de las ldminas son invariantes, luego las den-
sidades superficiales de carga p; y de corriente J; se transforman como las den-
sidades de volumen correspondientes — supuesto un espesor a de las laminas,
Js = jza y ps = pa — Luego, puesto que en el sistema S los conductores son
neutros, para la placa superior se tiene que

()= ) () = {5257

ng; _7/8 v Js Jé =vJs

Como se podia esperar, los conductores no son neutros en S’. En la cara inferior,
las cargas y las corrientes tendran el signo contrario.

28Véase la expresién 1.42.
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Jx
A
(I K | - B

_j"/ -

\J

(a) (b)

Figura 2.5:

(b) - Los campos pueden calcularse en funcién de sus fuentes en cada uno de los
sistemas o, una vez realizado el calculo en el primer sistema, aplicar las leyes de
transformacién de los mismos.

En S, el campo magnético en los espacios exteriores es nulo. En el interior se
calcula integrando sobre el camino indicado en la figura 2.5-b

BZ—ﬂojsg

El campo eléctrico es nulo, dado que no hay carga neta.

En S/,
E/:E|| +’)/(E_:J_ +‘7/\§)=—’YVB§
=0 =
- _ _ S o _
B—B” +7(B—07VAE):VB

Puede también calcularse B’ como se ha calculado 5. En funcién de la densidad

superficial de carga

/
E/ - &ﬁs = ﬁjs{y\
€0 EpcC

Una carga puntual estd situada en el origen de coordenadas. ;Cdomo observard este punto
cargado, un individuo que viaja en la direccion positiva del eje x a una distancia constante
z=a. Comprobar que la carga se conserva.

SOLUCION :

La carga @) puede describirse en § por medio de las densidades

p(f»):Q(S(F) > ;:6
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2-1/.

2-15.

[ N A
V4
— Vvt ~ o
S, f -
Az=Az,=a

° \', P X
d -

Figura 2.6:

Desde el sistema Sj, dado que la carga de una particula es invariante (Qy=Q) y

po(7o, to) = Q8(7o — 7o(to)) 5, Jo(Fo, to) = =V po(7o, to) T

donde 7y = (—V tp, 0, —a) es la posicién de la carga con respecto al sistema Sy.

De otra forma

<0po>:< ¥ —vﬁ>,<6p> N {po_’YP
Jox -6 v 0 Joz = —=Bcp=—poV

Pero es necesario expresar py en funciéon de las coordenadas 7. Para ello se puede
hacer uso del escalar 2.37 que, en este caso, implica

(™) _ 8(fo — Tpo(to)) (2.125)
Yp po |

donde v, =1y 7,0 =7, por lo que

po = Q (7o — 7po(to))

Comprobar que el contraste de Coulomb es compatible con las transformaciones de contraste.
=
Dado el potencial A de componentes
A" = (0, 3cosp, 0, 2cosp) ,, @ =4t —2x —y+ 32

a) ¢ Qué tipo de contraste cumple?

b) Calcular las componentes del tensor campo.

SOLUCION :
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(a) - Para determinar si se cumple el contraste de Lorenz, se halla

= . .
= = dA = 0A" dA" Jy
V-A=——V ¢ ,, - = -
do 0ax' dp 0x*
Dado que el resultado es nulo, este potencial cumple dicho contraste . También
0
cumplira el de Coulomb ya que gfo = 0. En el siguiente problema se compro-

bara que esto ultimo no es valido para todos los sistemas inerciales.

(b) - Los campos se deducen de los potenciales de la forma:

. A  dAdy
51 1o Ot (12, 0, 8) sen
dA

B = VAEZV@A@:(2, —13, —3) senp

2-16. Para el potencial del problema anterior,
a) HallarA" (7, t').

b) Comprobar que también cumple el contraste de Lorenz, pero no el de Coulomb.

SOLUCION :
g vy =8 00 0 —3703
A’x _ -0 vy 00 3 _ 3
Aly = 0 O 1 O 0 COS © = 0 CoS =
A’ 0 0 01 2 2

z

Una vez transformadas las componentes, amplitudes, del tensor, solo queda por
expresar el punto en que se evaluan en funcién de las coordenadas en S':

g0:<p’:4t—23:—y—|—3z:7(4—260)25’—1—7(4@—2)$'—y’+3z'
c

Es inmediato comprobar que se sigue cumpliendo el contraste de Lorenz pero que
no se cumple el de Coulomb.
2-17. Una onda monocromdtica plana tiene un potencial escalar

¢ = ¢gcosp ), wzwt—E-F S k= kil ys sz
c

a) Hallar las leyes de transformacion para la fase ¢, la frecuencia angular w , el nimero de
onda k y el vector unitario de propagacion 1.
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2-19.

2-20.

2-21.
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b) La ley de transformacion de la frecuencia describe al Efecto Doppler relativista.
Compdrese esta ley con la obtenida en el problema 1-12 del capitulo 1 para el efecto
Doppler longitudinal y obténgase la expresion del Efecto Doppler transversal, corre-
spondiente a una direccion de propagacion il perpendicular al eje x.

SOLUCION :

Con independencia de como se transforme la amplitud,

p=¢ = wt—k-F=wt—kil F=—(ct—1n-7)=
= th—kxx—kyy—kzz—
w —Bw
= Z Bkt == 4k Ky Y — k.
7[6 /6 w]c '7[ - + x]x y Y z <
o —k! =ky =k

De acuerdo con ésto, se puede escribir la fase en funcion de un Tetravector de onda
=

k

=

= = A N w .
p=k-s ,, kﬁkﬂ:( ,k:):—(l,n)

w
Cc C

=
Del caracter vectorial de k se deduce que la ley de transformacion de la frecuencia
es

W =vw(l—fBn.)

y que la ley de transformacién de la direccion de propagacién es la obtenida en el
problema 1-21 para un fotén.

o o -~ = =
Demostrar que la ecuacion B =V N A estd incluida en F =V N A.

Hallar las componentes Fij de F.

—

Comprobar que EH = Eﬁ, Y que Ei = fy(Bl AN El)

C

Demostrar que las transformaciones de los campos pueden ser escritas de las formas:

a)
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b)

E = H-E+tch-B
y “— = 14—> -
B = I-B--AE
C
donde e
— — ﬁ — >
H=71+(1—v)—§ o A=y B
g
. _ 100 _ 0 —B. B,
(88) ,=pats .. T={ 0 10 ) L p={ 5 0 4
“ 00 1 By Br O
SOLUCION :

E/ZE“+VEL+7VA§
—_——
(1) (2)
(a) - Dado que E|| —(E-V)V

~

) =7vE+Q-Ej=vE+(1—7)(E- V)V

De forma analoga se obtiene la ley de transformacién para el campo magnético.

(b) -

YE =~ TE ., (E-V)V=E-(VV)=E.

e

(2)=cvBAB=cy EB?:CXE

Probar, aplicando las leyes de transformacion de los campos, que I, = ¢?B*>—E? e I, = (EE)Q
son invariantes.

El campo electromagnético en un punto, medido desde el sistema S, es (E,é) y tiene por
mvariantes a It = K > 0 e Io = 0. Demostrar que el campo eléctrico puede eliminarse desde
un sistema de referencia que se mueva con una velocidad V con respecto a S y forme un
angulo ¢ con B. Hallar el valor minimo del angulo anterior.

Un observador determina, en una cierta region del espacio, un campo eléctrico estdatico E, =
10V -m~Y s Qué campo electromagnético detectard un observador moviéndose con respecto
al primero en la direccion positiva del eje x, con una velocidad de: a) 10m-s~%, b) 104 m-s71,
c)3108m - st 2
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2-25.

2-26.

2-27.

2-28.

2-29.

2-30.

Un observador determina, en una cierta region del espacio, un campo electromagnético lenta-
mente variable E = 20sen(20mt)V -m~1Z |, B ~ 0, donde t es el tiempo en sequndos. g
Qué campo electromagnético detectard un observador moviéndose con respecto al primero en
la direccion positiva del eje x, con una velocidad de 108m - s~! 2(La condicién de variacion

lenta es necesaria para que B ~ 0 s Por qué? ).

Una onda plana polarizada linealmente viaja en la direccion positiva del eje x. Un observador
determina que los valores de pico de los campos eléctrico y magnético son E, = 10V - m~1
y B, = po/127T. 5Qué campos determinard un observador viajando a las velocidades de los
problemas anteriores ?

Un observador en reposo con respecto al sistema S observa los campos estdticos E = Evy ,con
amplitud de 1V -m~', y B = BZ con amplitud de 1 gauss.

a) ¢ Cudl de los campos puede eliminarse mediante un cambio de sistema de referencia?
& Qué velocidad , en la direccion positiva del eje x respecto de S, debe de tener un sistema
de referencia S', para que ésto ocurra?

b) ;FEziste algin observador que vea los campos E Y B paralelos ? 3 A qué velocidad se mueve
este observador?

En un sistema de referencia S se tiene un campo eléctrico uniforme y estdtico E =10V -m™!

en la direccion del eje y, y un campo magnético uniforme y estdtico B = 107> T en el plano
z-y, formando un dngulo de 30 grados con el eje y. ;A qué velocidad respecto a S debe moverse
un observador en la direccion positiva del eje x para ver los dos campos paralelos ?

A lo largo del eje x de un sistema S, hay una densidad de carga en reposo A por unidad
de longitud. ;Qué campo magnético se observa desde un sistema S’ que se mueve respecto de
S con velocidad uniforme v en la direccion positiva del eje x ¢

Demostrar que el campo eléctrico producido por una carga puntual en movimiento uniforme

es:
e 1— 2

dmeor(t)? (1-— ﬂ286n2¢(7§))3/2

E(t) = #(1)

donde 7 es el vector de posicion del punto de observacion con respecto a la carga, ¢ es el
dngulo formado por ¥y U, y B =v/c.

Comprobar que para v << ¢, el campo magnético se reduce a:

I Ho eUNT
A7 3
SOLUCION :

Sea S’ el sistema propio de la carga. Dado que en él esta en reposo 2%, el campo
es culombiano

29E] tratamiento de la componente z es idéntico al de la y por lo que se omite en el desarrollo.
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/
_ _ T
/ €| =€z = ;m

/
e — Y
€l =€ =73

Aplicando las leyes de transformacion a las componentes paralela y perpendicular

vt g | rseng=\r+r2
Vv
I'x

y

Figura 2.7:

Solo queda por transformar las coordenadas a las del sistema S y tener en cuenta,
como puede verse en la figura 2.7, que

re=x—0t ,, ry=1y
De acuerdo con esto
¥ = y@—ovt)=qr,
/ = y:?"y
/3 2.2, .2, .2\3/2 3.3 T§+Tg 213/2 3.3 2 2 \3/2
r = (’.er—i—ry—i_rz) :774(1_ r2 ﬁ) :7r<1_/8 S€n¢>

y, reuniendo a las componentes de ¢

T r(1- 5%

3 3 (1 — B2 sen2¢)3/2

€=e,T+7(eT+eT)=r

El resto del problema se deja como ejercicio.

= ~ =
2-31. Demostrar la igualdad M= eF'- u.

2-82. Expresar la ecuacion V N E = —%—]tg en la forma R;j, = 0.



2.7. PROBLEMAS 103

2-33. Las ondas electromagnéticas planas en el vacio cumplen la siguiente relacion de estructura:

g:

o

ANE ,, i-E=0

donde 7i es el vector unitario en la direccion de propagacion.

Haciendo uso del tensor densidad de energia-momento, determinense las leyes de transforma-
cion para la densidad de energia, el mddulo del vector de Poynting, la amplitud de los campos
y la direccion de propagacion. (Sugerencia: para simplificar, sin pérdida de generalidad, elijase

al eje z en la direccion de B’)

SOLUCION :
A A
) y
By A
Ny
\”, 9 ny X
>
- A
B Z
Figura 2.8:

La geometria del problema esta representada en la figura 2.8, en la que

cosaT + senay=n,T+\/1-n2y
= FE(—senaZ+cosay)=E(—/1—n2Z+n,7)
= BZ

soTR e TREST)

Teniendo en cuenta que w,,, = g9 E? = %32 y que E = ¢ B puede eliminarse de
las componentes del tensor energia-momento a las amplitudes de los campos y

expresarlo como

(1) = e
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2-3.

2-35.

2-36.

2-37.
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Lo que queda del problema se reduce al célculo de los 7' = g/

bl =T, S = T TP+ (T = euly, = —— E?

en particular 3°

wém = Wem '72 (1 - ﬂnx)z
En una region del espacio sin carga existe un campo eléctrico E= Eypcos(wt — kz)z.
a) Demostrar que este campo es solucion de las ecuaciones de Mazwell y hallar el campo
magnético.
b) Ignorando un posible campo magnético constante y uniforme, hallar el vector de Poynting.

c) Hacer un balance energético en t=0 para un paralelepipedo 0 < z < a, 0 < = < a,
O0<y<a.

d) Calcular el valor medio de la energia electromagnética almacenada en dicho volumen y

del flujo a través de su superficie.

Para el campo del problema anterior hallar como se transforma la amplitud, la frecuencia,
el numero de onda y la direccion de propagacion para observadores que se muevan a una
velocidad V:

a)
b)

Comprobar también el cardcter invariante de I e Is.

v
Vs

>

‘7’
‘7

Sobre una superficie contenida en el plano xy, cuya normal es Ti = Z, existe un campo eléctrico
E. Calcular a través del tensor eléctrico de Mazwell, la presion ejercida sobre dicha superficie
en los casos siguientes:

a) E=gFE
b) E = 2E

—

¢) B=L(@+9)E

Calcilese la fuerza ejercida sobre una carga +q, situada en el punto (a/2,0,0), por otra -q
situada en (-a/2, 0, 0). Con este objetivo, constriyase una superficie cerrada, formada por el
plano infinito x = 0 y una semiesfera de radio infinito, que encierra toda la carga -q e intégrese
sobre ella la fuerza superficial correspondiente al tensor eléctrico de Maxwell. Repetir el cdlculo
st ambas cargas son positivas.

30Véase la seccién 4.4.1.1.
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2-38. Hallar la fuerza que un campo uniforme y estdtico E = EyZ ejerce sobre una carga puntual.
Hdgase uso del tensor de Mazxwell.

SOLUCION :

Para calcular la fuerza sobre la carga puntual, hay que incluirla en un volumen,
por ejemplo, en una esfera de radio a cuya normal es 77 = 7, como se muestra en
la figura 2.9. El campo en la superficie es la suma del campo externo y del radial
que produce la carga

Figura 2.9:

El problema puede simplificarse tomando para el radio de la esfera el valor a =

q
Trec B> €on lo que

E=FEy(Z+7)

Al ser los dos sumandos iguales en médulo, el campo eléctrico total tiene la
direccion bisectriz de las de los dos primeros. A su vez, esta ultima es bisectriz
entre las direcciones de la normal a la superficie y la fuerza superficial, con lo que
f. = fs%. Por otra parte

1
fs:we:550E2:50E3(1+0039)
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De acuerdo con la simetria del problema, la integracion de la fuerza superficial
puede hacerse por franjas, como se indica en la figura

3 . 1 w
Fq:j{fsd-SZ?Qqu/ (1+ cosf)sen®dbd = qEyz
S 0=0

2.8. Ejemplos con Mathematica

En los ejemplos que siguen, las componentes contravariantes se indican con una N y las covari-
antes con una V. Las transformaciones directas se denotan con una D.

Uso de versiones anteriores a la 3,0

Si la version disponible de Mathematica es anterior a la version 3.0,deberdn llevarse a cabo las
modificaciones propuestas en el capitulo anterior ademas de las siguientes:

Z Fllill - —  Sum[F[[i]], {i,1,4}]

Ox fle]  —  DIf[x], x|

donde la variable x puede ser, por ejemplo, la componente contravariante vecN[[i]] de un vector y
la funcién f la componente doblemente contravariante ten N N|[i, j|] de un tensor.

2.8.1. Comienzo de la sesion

Remove[’ Global‘ * 7] (M.2.1)

2.8.2. Subida y bajada de indices

La matriz de las funciones métricas (¢ = gi;) es:

gm = {{1,0,0,0},{0,-1,0,0},{0,0,—1,0},{0,0,0,—1}}; (M.2.2)
Se define una funcién suba para subir o bajar los indices de un vector o un tensor de segundo
orden:

- El primer argumento (ten) de la funcién suba representa a la matriz de las componentes del
tensor. El segundo argumento representa a los indices cuya posicién quiere cambiarse.

* En el caso de un vector, al argumento del indice debe dérsele el valor in = 1.
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* Para operar sobre el primer indice de un tensor, in = 1, para hacerlo sobre el segundo, in = 2
y para hacerlo sobre ambos, in = 12.

subalten_, in_| := Which[Dimensions[ten] == {4}, gm.ten,
Dimensions[ten] # {4,4}, Print[’ Revise el tensor”], in == 1, gm.ten, (M.2.3)
in == 2, ten.gm, in == 12, gm.ten.gm, True, Print[” Revise los indices”||;

La funcién anterior puede probarse, por ejemplo, con las listas siguientes:
m3={1,1,1}; m4 ={1,1,1,1};
m43 = {{1,1,1,1},{1,1,1},{1,1,1,1},{1,1,1,1}}; (M.2.4)
m44 = {{1,1,1,1},{1,1,1,1},{1,1,1,1},{1,1,1,1}};

MatrixForm[suba[m4, 1] (M.2.5)

Obsérvese como se modifican los signos de las componentes al subir o bajar cada uno de los
indices de m4 y m44.

2.8.3. Transformacién de Lorentz

Definicion de la transformacion directa para las componentes contravariantes de un vector o un
tensor de segundo orden:

a00 = v; a0l = —j3 ; all = a00; al0 = a0l; (M.2.6)
aND = {{a00,201,0,0},{al0,a11,0,0},{0,0,1,0},{0,0,0,1}}; (M.2.7)

tIND[ten_| := Which[Dimensions[ten] == {4}, aND.ten,

Dimensions[ten] == {4,4}, aND.ten.aND, True, Print[’ Revise el tensor”]|;
(M.2.8)

Pueden utilizarse m4 y m44 para probar la transformacion

MatrixForm[tIND[m4]|| (M.2.9)
MatrixForm[tIND[m44]] (M.2.10)
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2.8.4. Operadores tetradimensionales

2.8.4.1. Operadores para funciones con dependencia explicita

Antes de definir los operadores, se definen distintas funciones sobre las que operar con éstos:

. . . C =
Las matrices de las componentes covariantes y contravariantes del vector de posicién s

sN = {ct,x,y,z}

sV = suba[sN, 1]
Funciones de las coordenadas, de tipo escalar y tensorial de segundo orden
esca = sN - sV;

tenNN = Outer|[Times, sN, sNJ;

MatrixForm[tenNN]

Gradiente :

of
oxt

Matriz de las componentes covariantes del gradiente

gradVesc | := Table[0,nyjesc, {i,4}]

of _ Of 9zt
x

La correspondiente a las componentes contravariantes 5=~ = 555 -
1

gradNJesc_| := suba|gradVesc]|, 1]

gradN(esca]
gradVesca]

Divergencia :

Opera sobre las componentes contravariantes de un vector 35);;?1

. ij
travariantes de un tensor 836;@ :

(M.2.11)

(M.2.12)

(M.2.13)

(M.2.14)

(M.2.15)

(M.2.16)

(M.2.17)

(M.2.18)

o sobre las doblemente con-



2.8. EJEMPLOS CON MATHEMATICA 109

divN[tenN_] := Which|[Dimensions[tenN] == {4}, S ds( tenN][i]],
Dimensions[ten] == {4, 4}, Table[Z?:1 dsnptenN([i, jl], {j,4}], (M.2.19)
True, Print[”Error”]]

divN[sN] (M.2.20)

divN[tenNN] (M.2.21)

Rotacional :

Componentes doblemente covariantes del rotacional de un vector (opera sobre las componentes
(91)667; o 31}60]' )
OxI R

covariantes del mismo:

rotVV(vecV | := Table[dsn;vecV[[j]] -

o . (M.2.22)
IenpvecVI([i]l, {i,4}, {Jj.4}]

rotVV[sV] (M.2.23)

2.8.4.2. Operadores para funciones sin dependencia explicita

Funciones escalares, vectoriales y tensoriales cuya dependencia de las coordenadas no se especi-
fica:

escne = f;
vecVne = {v0, —v1, —v2, —v3};
vecNne = {v0,vl,v2,v3};

tenNNne =

{{t00,t01,t02,t03}, {t10,t11, t12, t13}, £20, t21, t22,t23}, {t30, t31, t32, t33}};
(M.2.24)

Para operar sobre estas funciones es necesario indicar que el operando depende de la variable
0 f(z*)
oxt

con respecto a la cual se deriva, por ejemplo,

Gradiente :
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gradVnelesc_| := Table[0snesc[sN][[i]]], {i,4}] (M.2.25)
gradNne[esc_| := suba[gradVnelesc], 1] (M.2.26)
gradNne[escne] (M.2.27)
gradVne[escne] (M.2.28)

En el resultado de las ordenes anteriores, f'[x] debe interpretarse como of gfx ),

Divergencia :

divNne[tenN_] := Which|[Dimensions[tenN] == {4}, S Osv() tenIN[[i]][sN{[i]]],
Dimensions|ten] == {4,4}, Table[>"} ; dunys tenN[[i, j]][sN[[i]]], {j.4}],
True, Print[”Error”]]

(M.2.29)
divNne|[vecNne] (M.2.30)
divNne[tenNNne] (M.2.31)
Rotacional :
rotVVne[vecV | := Table[dsn i) vec V|[j]|[sN[[i]]] - M
O veeVIISNIG, G4}, (5. 4) S
rotVVne|vecVne] (M.2.33)

Magnitudes electromagnéticas :

Se puede experimentar con estos operadores aplicindolos a las funciones definidas previamente
o aplicandolos a las magnitudes electromagnéticas:

Potencial :

Componentes contravariantes



2.8. EJEMPLOS CON MATHEMATICA

AN = {%, Ax, Ay, Az}

AV = suba[AN, 1]
Condicién de Lorenz

cLorenz = divN[AN] == 0

Componentes F'VV de tensor campo

MatrixForm[rotVV[AV]]

Densidad de carga-corriente :

Componentes contravariantes

JN = {cp,jx,jy, yz}

Ecuacion de continuidad de la carga

ccarga = divIN[jN] ==

jV = suba[jN, 1]

Campo :

Matriz de las componentes doblemente covariantes del campo

FVV = {{o, B T¥ Bz} {_ Bx 0 _Byz By},

' c? c’ c

{ - %7BZ707 —BX}, { - %) _BY>BX>O}};

MatrixForm[FVV]

Matriz de las componentes contravariantes-covariantes

FNV = suba[FVV 1]
MatrixForm[FNV]

111

(M.2.34)

(M.2.35)

(M.2.36)

(M.2.37)

(M.2.38)

(M.2.39)

(M.2.40)

(M.2.41)

(M.2.42)

(M.2.43)
(M.2.44)
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Matriz de las componentes doblemente contravariantes

FNN = suba[FVV, 12]; (M.2.45)
MatrixForm[FNN] (M.2.46)

Transformacién de las componentes contravariantes

FNNpr = tIND[FNN] (M.2.47)

Transformacién de las componentes paralelas

Expr = Simplify [c FNNpr[[2,1]]/.4% — 1 52] (M.2.48)
1
Bxpr = Simplify [FNNpr|[[4, 3]]/./* — 1—762] (M.2.49)
1
Bxpr = Simplify [FNNpr[[4, 3]]/./* — 1—752] (M.2.50)
Transformacién de las componentes perpendicaulares
1
Eypr = Simplify [c FNNpr[[3, 1]]/.4% — 1 52] (M.2.51)
1
Bypr = Simplify [FNNpr|[2, 4]/4? — 1= ﬁ2] (M.2.52)
2.8.5. Invariantes del campo
Primer invariante
4 4
Ila=> Y FNNI[ij|], FVV([ij]] (M.2.53)
i=1 j=1

En el resultado de la orden anterior aparecen términos 2 Bx? etc.. Para expresar el invariante
en la forma en que lo estd en el texto

I1 = Simplify[122/.{Bx® — B2 - By? — Bz? Ex? — E2? — Ey? — Ez?}] (M.2.54)
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Segundo invariante

I2a =30, >0 Sy Yo, FVVIi, j]] FNNJ[j, k] FVV]k, 1]
FNNI[L i]]

Observando los resultados y procediendo de forma andloga a la del caso anterior

I1a?

I2b = Simplify [12a —

]

c2 12b
4

12 =

/.(Ex Bx + Ey By + Ez Bz)— > vecE - vecB
2.8.6. Tensor energia-momento del campo

00 = wem; t01 = t10 = 5X;£02 = t20 = ¥;t03 = t30 = 52

Pt
t1ll = —max11;t12 = t21 = —max12;t13 = t31 = —max13;
t22 = —max22;t23 = t32 = —max23;t33 = —max33;

enmomNN = {{t00, t01, t02, t03}, {t10, t11, 12, t13},
{t20, 621, t22, t23}, {t30, t31, 32, t33}};

MatrixForm[enmomNN]

Densidad de energia

wem0 = enmomNN][1, 1]]

Vector de Poynting
vecS0 = ¢ enmomNN|[[Range[1], Range[2, 4]]];
MatrixForm|[vpoin]
Tensor de Maxwell

MO = —enmomNN/[[Range[2, 4], Range[2, 4]]];

113

(M.2.55)

(M.2.56)

(M.2.57)

(M.2.58)

(M.2.59)

(M.2.60)

(M.2.61)

(M.2.62)

(M.2.63)

(M.2.64)
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MatrixForm[tmax] (M.2.65)

Ejercicio : Hallar los invariantes de este tensor.

Ejercicio : Hallar la ley de transformacion para la densidad de energia transportada en el vacio
por una onda plana y homogénea.



Capitulo 3

Medios macroscopicos

3.1. Introduccion

En la tercera parte del primer tomo se vié como era posible escribir diferentes versiones de
las ecuaciones macroscépicas de Maxwell. Aqui se recuerda lo expuesto en aquel lugar, se amplian
algunas de las cuestiones alli tratadas y se expresan dichas ecuaciones en forma tensorial.

3.2. Ecuaciones macroscopicas de Maxwell

En primer lugar se proponia una versiéon de estas ecuaciones en la cual E y B son los campos
macroscopicos, promedio de los microscépicos, y pr y jr los promedios macroscdpicos de las densi-
dades microscopicas totales de carga y corriente o, al menos, de aquellas que eran significativas en
la produccién de dichos campos.

V- E =2 (3.1a)
€0
V-B = 0 (3.1b)
ﬂ 0B
VAE = —=— 3.1
T (3.1c)
VAB = MOfT+MO€OW (3.1d)

Aunque los campos se anotan de la misma forma que en 2.83, ésto no debe prestarse a confusién
puesto que unas y otras ecuaciones se aplicardn en contextos distintos.

115
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La aplicacién de la divergencia a 3.1d y el uso de 3.1a conduce a la ecuacién de continuidad de
las cargas totales pr

9 pr
Veogr+——=0 (3.2)
ot
Cuando los medios son polarizables a nivel molecular, resulta conveniente utilizar la version
mas conocida de estas ecuaciones, en la que las cargas y corrientes totales se desglosan en términos
asociados a la conduccion y a la polarizacién.

Las densidades macroscépicas resultantes son !

pr=p+pp oy Jr=J+tIn=7T+TP+IM (3.3)
donde

p = densidad de carga de conduccién (3.4)
pp = densidad de carga de polarizacién

7 = densidad de corriente de conduccion
Jn = densidad de corriente de polarizacién
7p = densidad de corriente de polarizacién eléctrica
Ju = densidad de corriente de polarizacién magnética

(3.5)

Cuyas expresiones, en funcién de las densidades de polarizacion eléctrica P y magnética M, son

pp = —V- P (3.6a)
opP .

La nueva versiéon de las ecuaciones de Maxwell se obtiene directamente de la anterior 3.1 sin
mas que sustituir en ella pr y 77 en funcién de P y M. Sin embargo, presenta una mayor simetria
si en vez de expresarla en funcién de las densidades de momento dipolar se expresa en funcién del
Desplazamiento eléctrico D y de la Intensidad magnética H 2 definidos por las ecuaciones

Véase el tomo I, parte III.

2Es necesario poner de manifiesto que la aparente simetria de las ecuaciones se logra mediante la definicién de dos
campos de caracter hibrido, D y I-_j en los que se combinan magnitudes que son fisicamente muy heterogeneas Uno de
los sumandos representa al campo electromagnético (E B) y el otro al estado de polarizacién del medio (P M ). En
este mismo sentido, la expresion B = ,uo(H + M) que sugiere la analogia de D con B y E con H de ahi el calificativo
de intensidad que se le asigna a este ultimo campo, es realmente enganosa.Desde este punto de vista, las siguientes
definiciones aparecen como artificiosas y, aunque han sido consagradas por la costumbre, su principal virtud reside en
prestar una apariencia de simetria a las leyes del campo electromagnético.
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D = gE+P (3.7a)

. B .

A= =2_wm (3.7b)
Ho

De acuerdo con ésto, las ecuaciones de Maxwell toman la forma

V-D = p (3.8a)
V-B =0 (3.8D)
4 0B
E = ——/— .
VA T (3.8¢)
VAH = j+8£ (3.8d)

En este caso, la aplicacién de la divergencia a 3.8d y el uso de 3.8a conduce a la ecuacién de
continuidad

S5

P

V']"FE

=0 (3.9)

La resolucion del problema electromagnetlco requlere el conocimiento de las relaciones
macroscépicas que ligan a 7, P y M con los campos E y B3. Las ecuaciones del movimiento
constituyen el punto de partida para la busqueda de estas relaciones o ecuaciones constitutivas del
medio. Aunque, en general, éstas son integro-diferenciales y no lineales, aqui solo se considerardn
aquellas que pueden aproximarse linealmente, caso que, por otra parte, es el mas importante desde
el punto de vista practico.

3.2.1. Expresion tensorial de las ecuaciones macroscopicas

El promedio de las magnitudes microscépicas, realizado de la forma simple expuesta en el
primer tomo o como por medio de la funcién de distribucién sobre el espacio de las fases
([Landau y Lifchitz FT]), conserva el cardcter tensorial de las magnitudes promediadas. Esto per-
mite expresar las ecuaciones macroscépicas de Maxwell en forma manifiestamente invariante:

3p estd ligado a 7 mediante 3.9.
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Las ecuaciones 3.8b y 3.8c son andalogas a las correspondientes microscopicas, por lo que su
expresion tensorial coincide con 2.80

OF4  gFk Rk
— 1
ox k + ox 7 + 8%’2 0 (3 0)

En cuanto a las otras dos ecuaciones macroscépicas 3.1a y 3.1d, de la primera versién, toman la
misma forma que sus homologas microscopicas 2.82

:> .
LS Foi, (3.11)

Desglosando las cargas y corrientes totales en sus términos de conduccién y polarizacion, 3.8a y
3.8d pueden escribirse de forma analoga a la anterior. Efectivamente

jr=j +Jp—=q (3.12)
Jp = (cpp, TP + Jur)
= =
donde j es el tetravector densidad de carga-corriente de conduccién y j,, el de polarizaciéon Este
altimo, de acuerdo con 3.3 y 3.6, puede expresarse de la forma

- =z =~
donde II es el tensor de las polarizaciones®
0O , —cP , —cP, , —cP,
N cP, 0 , —M, , M,
i (L) = (3.14)
CPy ) MZ ) 0 ) *Mx
cl, , -M, , M, , 0

Esto permite definir a un tensor G que engloba a los campos D y HS

0 , ¢Dy , ¢D, , ¢cD,

. ﬁ - _CDJC ’ 0 ) _HZ 9 Hy

Ho _CDy ’ Hz ) 0 ) _Hz
_CDZ ) _Hy ) Hx ) 0

4Problema 3-3
5Somm~erfeld denomina a F y B .°“tidades de intensidadT a D y H .°“tidades de cantidad”. F' seria el tensor de
campo y G el de excitacién.
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y escribir la ecuacién 3.11 como

= ~ =

V-G=j (3.16)

Este es el punto de partida de la Electrodindmica de los medios en movimiento. Para mas detalles,
véase [Kong] y la seccién C.3.

3.2.2. Teoremas de conservacion

Las ecuaciones de continuidad, o conservacién, de la energia y de la cantidad de movimiento
electromagnéticas, pueden expresarse de diversas formas. A pesar de que su interpretacion es menos
directa que la de las correspondientes microscépicas, desarrolladas en 2.6, son de gran utilidad
incluso entendidas como un mero balance entre términos de igual dimensiéon. A continuacién se
consideran las versiones mas utilizadas, las cuales se deducen directamente de la segunda version de
las ecuaciones de Maxwell 3.8. Una interpretacion precisa de los distintos términos que intervienen
en estos balances requiere un analisis de los modelos utilizados para caracterizar a cada medio
concreto©.

El teorema de Poynting se deduce ficilmente” mediante la eliminacién de 7, en funcién de los
campos, del producto 7 E:

. - = 0D - OB -
B . 9D =~ 0B -
/j-Edv+/(E-8+H~a)dv+ S.di=0 (3.17b)
v v 13 3 S

Este teorema macroscépico es formalmente andlogo al microscépico pero, en _clerto sentido, es
muy distinto: p y 7 son las densidades de carga y corrlente de conduccién y en D vy H se mezclan
los campos electromagnéticos macroscopicos E B con los de polarizacion P y M. Sin pretender
asignar a cada término una interpretacion precisa, puede decirse que (a) es una densidad de potencia
asociada al transporte macroscépico de las cargas de conducciéon en el punto de evaluacion de 3.17a,
(b) la densidad de potencia que hay que suministrar al campo y al medio para que D varie con la
velocidad % Ty B varfe con la velocidad 2 a 7 ¥ (c) estd relacionado con un flujo de potencia hacia
el exterior del entorno del punto.

S=EANH (3.18)

recibe el nombre de Vector de Poynting macroscépico.

SEn C.4 puede encontrarse una discusién més detallada del teorema de Poynting.
"problema 3-6.
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Teorema de Poynting para medios lineales no dispersivos

Si los medios son lineales y no dispersivos 8, el teorema de Poynting puede expresarse de la forma

-E+ 51 +V-§= (3.19)
donde
We = %5E2
Wem = We + Wy, — (3.20)
W = %MHQ

si puede 1nterpretarse como una densidad de energia electromagnética del medio, es decir, asociada
a los campos E y B macroscopicos y a la polarizacién del medio.

En forma integral

. d .
/j-Edv+/wemdv+7{8-d§:0 (3.21)
Vv dt Jy S
~~ N——
(@) (b) (c)

el término (a) representaria al trabajo que el campo macroscépico realiza sobre las cargas de con-
duccion, el (b) la variacién por unidad de tiempo de la energia electromagnética almacenada en el
volumen V y el (c), el flujo del vector de Poynting a través de la superficie S, a la energia que por
unidad de tiempo se transvasa al exterior de V.

Conservacién de la cantidad de movimiento en medios lineales no dispersivos y ho-
mogéneos

De forma anéloga, la ecuacién de continuidad de la cantidad de movimiento puede obtenerse
eliminando p y 7de pE + 7A B? (En lo que sigue se supone que los medios son lineales y no
dispersivos)

g - = =

a—g —V-M=—(pE +7AB) (3.22)
d . L o S
— gdv—%n-Mds=—/(pE+j/\B)dv (3.23)
at Jy s v

En este caso, p '+ 7A B es la potencia que los campos macroscépicos transmiten a las cargas
de conduccién contenidas en la unidad de volumen,

G=cEANB (3.24)

tiene dimensién de densidad de cantidad de movimiento y en parte es atribuible a los campos
macroscopicos electromagnéticos y en parte a la polarizacién del medio, mientras que

8Véase la seccién C.4.2.
9problema 3-7.
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o MY =eE B — 304 (E - E)
M:M6+Mm 5 (325)
8 _ 1 11 5. D
es el tensor de esfuerzos de Maxwell para el medio y en él, como en § se incluyen términos asociados
a los campos electromagnéticos y a la polarizacién del medio.

3.2.2.1. Interpretacién del tensor de Maxwell para campos estaticos

Ya se ha visto en el capitulo 2 que en el marco relativista el tensor de maxwell no tiene tal

caracter tensorial pero, dentro de la aproximacién galileana, si puede considerarse como un tensor
>

tridimensional. Cuando los campos son estaticos M se interpreta como un tensor de esfuerzos, de

modo andlogo a la interpretacién que de (— ?) se hace en elasticidad. En este caso, la fuerza
electromagnética total aplicada a V ( expresion 3.22) puede calcularse de las formas

ﬁemz/ ﬁmdvzj{ﬁds (3.26)
v S

donde _
fem=pE+JAB ,, fs=01 M (3.27)

7 es la normal hacia afuera de la superficie de integracion y fem es la densidad de fuerza de
Lorentz. La fuerza total que el campo electromagnético estatico ejerce sobre el conjunto de las
particulas encerradas en V puede calcularse integrando la fuerza j‘zm dv ejercida sobre cada elemento
de volumen o la ” f; ds.®ercida sobre cada elemento de superficie (el entrecomillado indica que la
fuerza superficial solo puede integrarse sobre la superficie cerrada S y que, como se desprende de lo
visto en el capitulo 2, queda indeterminada por un vector de divergencia nula).

Dado que en la definicién del tensor de maxwell se contempla la contribucién de dos sumandos,
el eléctrico y el magnético, para estudiar sus caracteristicas fundamentales basta con analizar una
sola de las contribuciones, por ejemplo, la eléctrica. Suponiendo un medio lineal

MS? = e E,Eg — 6 we (3.28)
En notacién diddica, el tensor puede escribirse de la forma

«— <«

Me=€¢EE —w, T (3.29)
donde ? es el tensor tridimensional unitario y (EE) = (EqEg). La fuerza superficial es pues,

—

fo= it Me=c(ii- B)E — we il

En la figura 3.1 se muestra al campo eléctrico descompuesto en la direcciéon normal a la superficie
7 y en la tangencial 7. En funcién de sus componentes en estas direcciones
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SV
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P

Figura 3.1: Geometria general de la fuerza superficial

E = E(cosOfi + senf7)

fo=we (cos207 +sen20F) |, fo=we

por lo que el campo eléctrico es la bisectriz entre la normal a la superficie y la fuerza superficial.
En la figura 3.2 se muestran los casos més caracteristicos:

(a) - Si la superficie ficticia de integracién S se hace coincidir con la de un conductor, el campo
eléctrico serd normal (hacia afuera si las cargas superficiales son positivas y hacia adentro en caso
contrario) y la fuerza superficial coincide con la real; es una tensién que tiende a arrancar las cargas
de la superficie.

(b) - Cuando el campo eléctrico forma un dngulo de 45° con respecto a la normal, la fuerza es
de cizalladura.

(c) - Si el campo es tangencial la fuerza es de presion.

Conviene puntualizar que, desde el punto de vista practico, si se desea utilizar al tensor de
Maxwell para calcular la fuerza sobre un determinado conjunto de cargas, el volumen V y la superficie
S pueden tomarse como arbitrarios, pero deben contener a todas y cada una de dichas cargas y a
ninguna otra. En cada problema concreto, una eleccién juiciosa de la superficie de intregracion que
tenga en cuenta las posibles simetrias puede facilitar la solucién del mismo.

3.2.3. Condiciones de continuidad

El proceso de promedio seguido para la obtencién de las ecuaciones macroscopicas permite mod-
elar a los medios como continuos a nivel submacroscroscépico, pero es muy comun la existencia de
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Figura 3.2: Tensién (a), cizalladura (b) y presién (c)

interfacies en las que se pasa bruscamente de un medio a otro distinto por lo que a nivel macroscépi-
co suele ser conveniente representarlas como discontinuas. Es importante establecer unas reglas de
conexién, o continuidad, entre los campos a ambos lados de una interfaz . Esto es posible siempre
que, como suele ocurrir en la mayor parte de los problemas précticos, se de una serie de condiciones.
La primera es que la interfaz pueda ser representada por una superficie suave Sy 0.

Las demaés condiciones se describen con ayuda de la figura 3.3. Esta representa a un volu-
men macroscopico constituido por un prisma cilindrico ( caja de pastillas) cuyas bases son planas,
paralelas y equidistantes a Sy y de un area AS lo bastante pequena como para que la seccién corre-
spondiente de Sy, sombreada en la figura, pueda considerarse como plana. La altura del cilindro es h
y se supone que, manteniéndose en el dominio macroscépico, puede tomarse tan pequena como sea
necesario para hacerla despreciable frente a la dimensién transversal de la caja (AS)l/ 2. El vector
normal a S;, en la direccién hacia afuera del medio (1), es 7i; y ©la = —7; es el vector normal en
el sentido hacia afuera del medio (2). Los campos sobre la superficie, en cada uno de los medios,
son ai y ds. La variacién espacial de los campos se supone suave, salvo en las inmediaciones de la
interfaz donde éstos varian de forma continua pero brusca. En las superficies superior e inferior de la
caja, dichos campos pueden aproximarse como uniformes y sus derivadas temporales tomarse como
finitas en todo el volumen. En cuanto a las densidades de carga y corriente p y 7 se suponen finitas
salvo en S7, donde deben ser representadas por densidades superficiales finitas ps y 75. Al igual que
los campos, se considera que estas magnitudes varian lentamente de forma que en la parte superior
de la caja, en la inferior o en Sy, segiin el caso, pueden tomarse como uniformes.

Las ecuaciones 3.8 y 3.9 pueden ser expresadas en forma integral haciendo uso del teorema de
Gauss

/V-d’dv:j{d-ﬁds (3.30)
1% S

, el de Stokes, o la consecuencia del primero

YEste no es el caso de un cristal esmerilado, con respecto a la radiacién visible, puesto que la rugosidad del mismo
es comparable con la longitud de onda del campo.
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base superior superficie lateral

Medio (D

base inferior

Figura 3.3: Condiciones de continuidad

/V/\Eidv—jéﬁ/\c_ids (3.31)
1% S

donde V es el volumen de integracién, S la superficie que lo envuelve y 7 la normal hacia afuera del
volumen en cuestién.

Aunque estos teoremas solo son vélidos cuando se aplican a regiones continuas, las precisiones
apuntadas al principio permiten integrar sobre el volumen de la caja y considerar a la interfaz como
matematicamente continua.

Escribiendo V - @ = £ y a la densidad superficial correspondiente como &g, la aplicaciéon de 3.30
a la caja puede expresarse de la forma

/V-d’dv:f a-nds
% bases-+lateral

Si se hace a h lo suficientemente pequena, la contribucién de la superficie lateral y la de los
voliimenes superior e inferior son despreciables, por lo que quedan solo las contribuciones de las
bases y la de la seccién AS de Sy.

ﬁl . (52 — 51) AS = 53 AS = ﬁl . (62 — 61) = fs (3.32)

De forma andloga, partiendo de 3.31 y anotando la densidad superficial del rotacional como 7js,
se tiene que

71 A (52 — 51) =17 (333)

De acuerdo con 3.32, 3.8a, 3.8b y 3.9, las condiciones de frontera para las componentes normales
son
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ﬁl . (DQ — Dl) = pPs (334&)
iy (Bo—B1) = 0 (3.34b)
- _8/)5

5 (3.34c¢)

La componente normal de D es discontinua si ps # 0, la de B es incondicionalmente continua y

la de 7' es discontinua si aapts # 0.

Por lo que respecta a las condiciones sobre las componentes tangenciales, es necesario tener en
cuenta que, mientras que la carga superficial se acumula en capas de dimensiéon microscopica en
la superficie de los conductores, por lo que es ineludible la prevision de posibles ps # 0 a escala
macroscopica, las derivadas temporales de los campos son finitas en las interfacies y no contribuyen
con términos superficiales. Tampoco es necesario considerar la posible existencia de densidades
superficiales de corriente de conduccién, salvo que uno de los medios se aproxime como conductor
ideal (¢ — o0). Dichas condiciones se deducen de 3.33, 3.8c y 3.8d

i A(Ey—E) = 0 (3.35a)
i A (Hy— Hy) = 7, (3.35h)

y se traducen en la continuidad incondicional de la componente tangencial de E y la discontinuidad
de la de H si j5 # 0 porque alguno de los dos medios se ha modelado como un conductor.

3.3. Medios lineales

A continuacién se considera el caso particular de los medios lineales, los cuales son tratados con
algo mas de extension en el apéndice C.

3.3.1. Ecuaciones de Maxwell para medios lineales

Los medios més simples son aquellos en los que sus relaciones constitutivas son lineales, ho-
mogéneas, independientes del tiempo, isétropas y no dispersivas:

D(F t)=cE(Ft) ,, B(F,t)=pHF t) ,, 77, t)=0cEF 1) (3.36)

donde €, i1 y o son constantes independientes de 7y de t.
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Las ecuaciones de Maxwell toman en este caso la forma

V. E = S (3.37a)
V-H = 0 (3.37Db)

. OH
VAE = —p— 3.37
By (3.37¢)
VAl = oB+ell (3.37d)

ot

Esta version es de una gran utilidad puesto que es aplicable con suficiente aproximacion a una
gran parte de los problemas de interés practico. Sus limites pueden resumirse cualitativamente:

- La linealidad obliga a reducir la amplitud de los campos aplicados puesto que cuando ésta
es suficientemente elevada todos los medios se comportan de forma no-lineal. La manifestacién
mas dramética de no-linealidad es la ruptura dieléctrica, debido a la cual un dieléctrico se perfora
cuando se le aplica un campo eléctrico superior a un cierto valor critico (del orden de 107 V.m™1).
No obstante, salvo en el caso de materiales basicamente no lineales, como los ferroeléctricos o
ferromagnéticos, esta limitaciéon es poco importante. Los fenémenos electromagnéticos no lineales
son muy variados e interesantes aunque aqui no haya espacio para tratarlos con extension suficiente.

- La no-homogeneidad es una propiedad frecuente en la naturaleza, asi como la dependencia
temporal de las propiedades de los medios. Si se dan estas circunstancias, las constantes se ven
afectadas por los operadores y

oD OE 50e - . .
W_gﬁ—i_Ea 5 VD—€VE+V5E

con lo que las ecuaciones se complican pero permiten, a su vez, el estudio de una familia de
fenémenos, como la propagaciéon de ondas electromagnéticas en el interior de la tierra, en la
atmésfera, la ionosfera, etc. Sin embargo, con las ecuaciones 3.37 y las condiciones de continuidad
3.34 y 3.35, puede abordarse el estudio de medios homogéneos a trozos, como son la mayor parte
de las lentes, las guias de onda, las antenas, etc..

- Como se ha comentado anteriormente, otra limitacién al uso de estas ecuaciones se debe a la
aparicién del fenémeno de dispersién temporal ''. La variacién temporal de los campos debe ser
mucho maés lenta que la respuesta del medio, es decir, las constantes de tiempo caracteristicas de

yéase la seccién C.1. También pueden aparecer fenémenos de dispersién espacial, cuando el campo y los medios
varian rdpidamente con las coordenadas espaciales, debido al hecho de que el campo total en un punto recibe contribu-
ciones del medio que hay en su entorno y, por lo tanto, la respuesta del mismo solo puede tratarse aproximadamente
como un efecto local.
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los campos deben ser muy superiores a las de las respuestas a un impulso del medio. Una gran
mayoria de los medios tiene una respuesta dieléctrica aproximadamente constante hasta frecuencias
del rango de microondas, a partir del cual empieza a ser notable la dispersion temporal. Por lo
general, los efectos dispersivos de la conductividad y la permeabilidad magnética lineales aparecen
a frecuencias més elevadas.

Cuando las relaciones constitutivas se hacen dispersivas puede optarse por hacer uso de las
ecuaciones C.7 para obtener una versién de las ecuaciones de Maxwell en el dominio del tiempo
que es valida para medios lineales dispersivos. Esta es utilizada como punto de partida para el
estudio numérico de este tipo de medios pero no es una via facil desde el punto de vista analitico.
Es preferible en muchos casos el tratamiento de estos problemas dentro del dominio de la frecuencia.
De acuerdo con C.9, suponiendo que los medios son homogéneos e isétropos 12, las ecuaciones de
Maxwell se expresan como

V. E = g (3.38a)
V-H = 0 (3.38D)
VAE = —jwupH (3.38¢)
VAH = ¢E+jweE (3.38d)

en las que se reduce en la unidad el nimeros de variables sobre las que hay que integrar puesto que
los operadores temporales han sido sustituidos por funciones algebraicas de w.

Aunque las magnitudes son designadas con la misma notacién que en 3.37, estas ecuaciones son
vélidas en el dominio de la frecuencia y ¢ = e(w), p = p(w), 0 = o(w), p = p(7, w), 7= )7, w),
E = E(F, w)y H=H (7, w) son densidades espectrales. Otra forma equivalente de utilizarlas
es interpretando a las magnitudes anteriores como amplitudes de las magnitudes armonicas, de
frecuencia w . La solucién a los problemas en el dominio del tiempo puede deducirse a partir
de la correspondiente en el dominio de la frecuencia mediante la aplicacién a esta tultima de la
transformada inversa de Fourier.

3.4. Problemas

3-1. Demostrar que si el momento monopolar de una distribucion de carga es nulo y V-7=10, el
momento dipolar eléctrico y el magnético son independientes del origen de coordenadas.

3-2. Demostrar que las ecuaciones 3.1 son equivalentes a las 3.8.

1213 extensién de estas ecuaciones para medios inhomogéneos y anisétropos es evidente.
13Basta con hacer w — w’ y wo — w en II1.13 y III.14.
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3-3.
3-4.
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Comprobar la expresion 3.13.

Aplicando las condiciones en la frontera, encontrar el campo eléctrico en cualquier punto del
espacio, en los siguientes casos:

a) Esfera conductora en un campo electrostdtico inicialmente uniforme

b) Esfera dieléctrica en un campo electrostdtico inicialmente uniforme

. El semiespacio x < 0 estd vacio (jp = 0, pr = 0) y se encuentra limitado por un plano

conductor ideal x = 0. Si el campo eléctrico en dicha region es E = (Aj exp|—(z — ct)?] +
Ag exp[—(z + ct)?]) ¥y, determinar las condiciones que ha de cumplir para ser compatible con
las condiciones de contorno.

SOLUCION :

El campo eléctrico puede escribirse de la forma

—

E:g(Ale_u2+A2e_w2> ,, U=x—ct ,, w=x+ct

Corresponde, como se vera en el préximo capitulo, a la superposiciéon de dos ondas
que se propagan en el vacio en sentidos contrarios a lo largo del eje x.
El campo magnético se deduce del anterior a través de la ley de induccién

. [ OF

é:—/VAEdt:—z —dt
ox

Teniendo en cuenta que

8E_df(u) ou df(w) 8w_A1df(u)+A d f(w)

dx  du Oz dw oz du > dw
y que en la integracién x =cte = du— —cdt ,, dw — cdt
- 1 . —u? w2
B:fz(Ale —Ase )
c

En el interior del conductor ideal los campos son nulos y, dado que los campos
exteriores al mismo son tangenciales a su superficie,

~~

. = = . . B _

miA(Hy —H) =75 = Jos=—
~ Ho

De acuerdo con la primera condicion

Ae @ 4 Aye ™ =0 = Ay=-A =-A

La segunda condicién sirve para determinar 7j;.



3.4. PROBLEMAS 129

3-6. Demostrar el teorema de Poynting 3.17.

3-7. Deducir la ecuacion de continuidad de la cantidad de movimiento 3.22, para medios lineales
y no dispersivos, teniendo en cuenta que (V- B) H = 0.

SOLUCION :

Esta demostracion puede extenderse con facilidad al caso de los medios anisétro-
pos pero solo se desrrollara en detalle para el de los is6tropos. Se parte de las
ecuaciones de Poisson y de Ampere

- 0D
=V-D ,, J=VAH-==
p b J 8t :>
—f=-(E+JAB)=—-EV 5—(VAEI)A§+6—5A§
o P J _A,_/ ot

Sumando el término —H V- B = 0, que es analogo al (a) y tiene las mismas dimen-
siones y escribiendo
9§ =~ 0B 0§ = .

o
~

, donde ﬁEﬁAgy%—]?:—VAE, se tiene que

e BV B+ (VABAD—fV- Bt (vaf)aB+S

ot
(0) (c)

Por ser los medios lineales, no dispersivos y homogéneos, D = ¢ E ( en el caso de
— > —
los anisétropos, D =¢ -E) y ¢ es una constante

9 5 # eE?-1cE® ¢E,E, eE, E,
(b) = <aw, 677 az> . €EyEx SES — %€E2 5EyEZ
Y eE. B, cE. B, eE? — e E?

Otro tanto puede hacerse con el sumando (b).

3-8. Sea un conductor cilindrico recto, de seccion circular, de radio a y conductividad o, por el
que circula una intensidad I uniformemente distribuida. Realizar el balance de energia en una
parte finita de dicho cilindro.

SOLUCION :

Para hacer el balance de energia, se tomara una seccién de longitud unidad, como
se muestra en la figura 3.4. Como las magnitudes no varian con el tiempo

d .
— =0 = /JEQdV+j{S-d§:0
dt v <
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3-9.

3-10.

3-11.

3-12.

CAPITULO 3. MEDIOS MACROSCOPICOS
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Figura 3.4:

Dado que las corrientes son estacionarias, se reparten uniformemente en el interior
de los conductores y el campo eléctrico se deduce de la ley de ohm:

1 1 "

j = —— = — = /Z\
Strans ma?

9

Qs

El campo magnético en p = a, debido a la simetria axial de la densidad de corriente,
puede calcularse hallando la circulacién del mismo a lo largo del camino L

L . I ~ o
%Hmll:] = H=—¢ = S=-FEHp
I 2 a

Luego el vector de Poynting apunta hacia el interior del volumen V y su flujo a
través de las superficies transversales es nulo. Es facil de comprobar que

/UEMV_—/ S-ds
|4 Slat

La energia disipada por efecto Joule se compensa con la que se contabiliza como
flujo, desde el exterior de V, del vector de Poynting.

Sea una placa de metal, de superficie infinita y a potencial nulo, situada en el plano yz y
una carga +q en el punto (a, 0,0). Calcular la fuerza ejercida por la carga +q sobre el metal
utilizando el tensor eléctrico de Mazwell.

Calcular la presion ejercida sobre una de las placas de un condensador plano en funcion de la
densidad de carga en las placas.

Considérese una superficie cerrada que encierra a una de las placas de un condensador plano
y, utilizando el tensor eléctrico de Mazwell, calcular la fuerza ejercida sobre la placa.

Una superficie en el plano xz tiene un campo B que forma un dngulo 8 con el eje Y. Usando
el tensor de Mazxwell, encontrar la fuerza por unidad de drea que se ejerce sobre la superficie.



3.4. PROBLEMAS 131

3-13. Dos hilos conductores infinitos y paralelos estdn separados por una distancia 2a. Por cada
uno de ellos pasa una corriente de intensidad I en sentido contrario una de la otra. Calcular
mediante el tensor magnético de Mazwell, la fuerza por unidad de longitud que se ejerce sobre
cada hilo conductor.

SOLUCION :

Figura 3.5:

En la figura 3.5 se representa al plano y = 0 y a la superficie hemicilindrica de
radio infinito que envuelven al primer conductor. Sobre éste se quiere calcular la
fuerza. Por simetria,

—

B = B(z)x =2DBs(x)cosaXx

Hallando la circulacién del campo magnético sobre una circunferencia de radio 79
y centrada en el segundo conductor

By — pol po I
2rry 2wV 22 + a?

—_a _ a
Por otra parte cosa = P T Por lo que

5 pol
B=——75-F——-
7 (2% + a?)

El campo es bisectriz entre la normal y la fuerza superficial

JF - o I a? 1 -
= —W = —
5 mY 272 (22 + a?)? Y
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La fuerza por unidad de longitud es

_; 0o N oo 72 N
df:/ ﬁ@:2/ fodo =-E"3
. =0 4 a

dz oo

lo que corresponde a una fuerza de repulsién sobre el primer conductor.



Capitulo 4

Propagacion de ondas

4.1. Introduccién

El fenémeno de propagacion de ondas, junto con el de radiacion, es una de las consecuencias més
interesantes de las ecuaciones de Maxwell. Este capitulo se dedica al estudio de la estructura y de
las propiedades fundamentales de ondas en medios ilimitados: el vacio y medios lineales, isétropos,
homogéneos y con propiedades independientes del tiempo. En los apéndices D y E se abordan otros
temas, como la propagacion en medios anisétropos y la propagacién guiada.

4.2. FEcuaciones de onda

A continuacién se muestra como el potencial y el campo electromagnético cumplen ecuaciones
de onda, es decir, ecuaciones de segundo orden, tanto respecto a las coordenadas espaciales como a
las temporales, entre cuyas soluciones se encuentran las estructuras de campo que se conocen como
ondas. Aunque el apelativo de onda se empleara también para ciertas soluciones de dicha ecuacién
que no implican la propagacién de energia y cantidad de movimiento (ondas no propagativas),
pero que deben ser contempladas con objeto de que las soluciones generales sean completas, se
entenderd normalmente que una onda es una perturbacién electromagnética que se propaga a través
del espacio redistribuyendo la energia y la cantidad de movimiento. En este capitulo, y en sus
apéndices, solo se muestra una vision basica y parcial del tema.

Dado que la interaccién electromagnética puede ser descrita indistintamente en funcién de los
potenciales o de los campos, a continuacién se presentan las ecuaciones de onda para cada una de
estas magnitudes.

4.2.1. Ecuaciones de onda para los potenciales

Una de las posibles expresiones de las ecuaciones de onda para los potenciales puede obtenerse
a partir de la primera versién de las ecuaciones macroscopicas de Maxwell 3.1 y de la definicién de

133
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los campos en funcién de los potenciales. La versién macroscépica de estas definiciones se obtiene
promediando la ecuacién 2.45. Empleando la misma notacién que en el capitulo segundo, pero para
describir ahora a las magnitudes macroscépicas correspondientes,

., 0A
B = VAA (4.1b)

Los campos E y B pueden eliminarse de las ecuaciones anteriores hallando la divergencia de
la primera ecuacién y el rotacional de la segunda y haciendo uso de las ecuaciones 3.1a y 3.1d. El
resultado es !

A
v2<1>+8797f :——'Z (4.2)
= . 108] 10%°4 .
VQA—V[V-A—FCQM]—CQW:—MO]T (4.2b)

ecuaciones en las que estan mezcladas las distintas componentes del tetravector potencial. La primera
no presenta las caracteristicas explicitas de ecuacién de onda porque en ella no figura la derivada
segunda temporal. A pesar de la forma complicada que presentan, estas ecuaciones describen al
mismo fenémeno de propagacién que las versiones mas utiles y manejables que se proponen en lo
que sigue.

Dados los grados de libertad que posee el potencial, la utilizacién de las diferentes condiciones
de contraste conduce a diversos sistemas de ecuaciones. Si se utiliza el contraste de Coulomb se
obtiene una ecuacion para el potencial escalar, de tipo cuasi-estatico, en la que éste se relaciona
instantdneamente con las cargas fuente, mientras que es el potencial vector el que responde a una
ecuaciéon de ondas y aparece como responsable de la propagaciéon. Es mas conveniente, para el
estudio de los fenémenos de propagacién, el uso de la versién macroscépica del contraste de Lorenz
que se deduce directamente de 2.51

VoAt 5o =0 (4.3)

Las ecuaciones resultantes son andlogas a las que se obtienen para los campos. Las 4.2 se de-
sacoplan en dos ecuaciones de onda andalogas, validas para los potenciales de Lorenz,

LV A(VAA) =V-(V-A)—V2A. No obstante, debe tenerse en cuenta que solo en coordenadas donde los vectores
unitarios son constantes, como las cartesianas, es posible interpretar (V2A)a — V? A,.
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T pT
ucb = —g (4.4a)
| 1A= —poJr (4.4D)
donde
— 1 92
_ 2 _ - Y
u =V c2 0t?

es el D’alembertiano. Dados pr y 71, pueden obtenerse soluciones generales independientes de cada
una de las cuatro ecuaciones escalares anteriores pero no pueden combinarse arbitrariamente entre
s{ ya que es necesario asegurarse que cumplen la condicién 4.3.

En forma manifiestamente tensorial, las expresiones anteriores se resumen en

—_— = =
| | A=—=po Jr (4.5)

donde jl;p = (cpr, Jr). Estas ecuaciones solo son abordables cuando se conocen las cargas y corrientes
totales del medio, en particular en el caso del vacio donde éstas son nulas.

4.2.2. Ecuaciones de onda para los campos

De forma andloga a la utilizada con los potenciales, eliminando a uno de los campos de las ecua-
ciones de Maxwell se obtienen ecuaciones de onda para los campos. Como en la seccién anterior, no
todas las combinaciones posibles de soluciones de estas ecuaciones son admisibles: es necesario ase-
gurarse de que el campo electromagnético total es compatible con todas las ecuaciones de Maxwell.
A continuacion se considera el caso general y el de los medios lineales en los dominios del tiempo y
de la frecuencia.

4.2.2.1. Caso general

Como en el caso del potencial, si se quiere obtener unas ecuaciones de onda para los campos
cuya validez se extienda a cualquier tipo de medio, es conveniente tomar a la primera versiéon 3.1
de las ecuaciones de Maxwell como punto de partida porque no se conoce la relacién de D y H con
E y B. Con este propésito, se halla el rotacional de la ecuacién 3.1c, se desarrollan los términos de
VA(VA E) y se sustituye en ellos la expresiéon 3.1a. Como resultado se obtiene una ecuacién de
onda para el campo eléctrico.

—

= 1 9Jr
E=—V — 4.6
| - T+ Ho (4.6)
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No todas las soluciones de la ecuacién anterior son posibles, puesto que es necesario asegurarse
que
v E="" (4.7)
€0
Puede encontrarse una ecuacién de onda andloga a la anterior para el campo magnético, pero
no es necesario porque éste queda definido mediante la integracién temporal de 3.1c.

Ez—VA/Eﬁ (4.8)

Las ecuaciones 4.6, 4.7, 4.8 definen la estructura de las ondas asociadas a una distribucién de
cargas y corrientes pr y j7 determinada. Tampoco es necesario investigar si V- B = 0 ya que esta
condicion se deduce directamente de la aplicacién de la divergencia a la expresién anterior.

4.2.2.2. Medios lineales

Los medios que se consideran en el resto del capitulo son, ademas de lineales, homogéneos,
isétropos e independientes del tiempo.

Medios no dispersivos

Para el estudio de ondas en estos medios, la densidad de carga de conduccién puede tomarse
como nula: Si en la ecuacién de continuidad 3.9 se escribe 7= o E y se hace uso de 3.37a, se obtiene
la ecuacion de relajacion para la carga de conduccién

1 ap
;p E_Ow T =

cuya solucion en el dominio del tiempo es

(4.9)

SHR

t

p = poec ~

En los medios pasivos (o > 0) la densidad de carga decrece monétonamente con el tiempo, por
lo que no existe ningin mecanismo lineal capaz de crear carga neta en dicho medio. Si a través de
cualquier otro mecanismo externo, irradiando, por ejemplo, se crea una densidad inicial de carga
neta de conduccién, a partir de un intervalo de tiempo superior a varias 7, ésta puede tomarse como
nula. De acuerdo con esto, para el estudio de las ondas en este tipo de medios, se supondra que el
campo eléctrico es solenoidal

V-(eE)=0 = V-E=0 (4.10)

Procediendo de forma andloga a la utilizada en la seccién anterior, pero actuando sobre las
ecuaciones 3.37, se deduce que
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2 a 62 =g
(V —uaﬁ—usﬁ)E:O (4.11a)
V-E=0 (4.11D)
. 1 .
H=--VA / Edt (4.11c)
W

Aplicando la transformada temporal de Fourier a las ecuaciones anteriores se obtiene una version
de las mismas en el dominio de la frecuencia. Esta es aplicable a medios dispersivos y, como caso
particular, a medios que no lo son. Tomando ahora a €, ;4 y ¢ como relaciones de dispersién y
definiendo a v como la Constante de propagacion compleja

(VP=)E=0 ., ¥ =jupo—wpe (4.12a)
V-E=0 (4.12D)
-t VAR (4.12¢)

jw p

El célculo del campo eléctrico en el dominio de la frecuencia se reduce, por lo tanto, al prob-
lema de hallar los autovalores 72 del operador V? y los vectores propios correspondientes que son
compatibles con las ecuaciones de Maxwell.

4.3. Solucion general de la ecuacion de ondas monocromaticas;
Potenciales de Debye

La resolucion de la ecuacion de ondas en coordenadas que no sean cartesianas es considerable-
mente mas complicada que la correspondiente en cartesianas. De acuerdo con lo apuntado en la
nota a pie de pagina 1, la ecuacién de onda homogénea 4.12a debe escribirse en la forma general,
tanto para E como para B ,

V[V-X’}—VA[VAX]—%X:O (4.13)

Como puede comprobarse, por ejemplo, para el caso de las coordenadas esféricas, en cada una
de las componentes de la ecuacién anterior se mezclan las X,., Xy y X, por lo que el conjunto
constituye un sistema de ecuaciones acopladas de dificil solucién. Una forma eficaz y significativa de
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encontrar dicha solucién general, que evita este tipo de inconvenientes, se basa en la utilizacién del
Potencial de Debye W ([Stratton]-[Panofsky y Phillips]-([Reitz et al.]-([Vanderlinde]), definido como
solucién de la ecuacién escalar de Helmholtz

(V2= =0 (4.14)

Ma3és adelante, este método serd de utilidad para la expresién de las soluciones generales de
la ecuacién de onda, tanto en coordenadas esféricas como en rectangulares y cilindricas para la
propagacion confinada.

Se propone construir dicha solucién general de 4.13 como combinacién de soluciones linealmente
independientes de los tipos

X;=AVU (4.15a)
X, =BVA(ED) (4.15Db)
X =CVAX, (4.15¢)

donde A, B y C son constantes dimensionales, elegidas de forma que las tres soluciones tengan
las mismas dimensiones fisicas, y € es el vector de posicién 7 o un vector constante 2 = cfe. Los
subindices "i” (por irrotacional), ”t” (por transversal) y “nt” (por no transversal) se relacionan con
caracteristicas significativas de cada una de las soluciones.

Puede verificarse que los vectores € cumplen las siguientes relaciones:

VAE = 0 (4.16)

V-& = k= (4.17)

(A-V)E = kA= (4.18)

Puede asimismo comprobarse que las X son, en general, soluciones independientes de la ecuacion
vectorial de onda 4.13. A continuacién se probara que son soluciones:

)_fi lo es porque V A )ZZ =0y ¥ es solucion de 4.14. Es irrotacional pero no solenoidal
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%V-X}:vwzy?xp#o

Por otra parte, de acuerdo con su definicién y con 4.16

. B .
Xi= 3 Xine=BVUAEZ (4.19)

Como puede verse en las expresiones anteriores, la solucién X, es Transversal al vector € y es también
perpendicular a X;. Ademds es solenoidal dado que V- (VA X) =0

VX, =0 (4.20)

Para verificar que X; es una solucion de la ecuacién 4.13, basta con sustituirlo en ella. En primer
lugar

A

EV/\X}:V/\(X}/\@):)Z'iv-€—A72\P€+(€-V)XZ~—(X'i-V)E

—.

Haciendo uso del desarrollo de V(a-b) y teniendo en cuenta que tanto X; como & son irrotacionales

Si se halla el rotacional de V/\)?t y se utilizan las relaciones 4.16 se comprueba que, efectivamente,
X; es solucién de la ecuacion de onda.

La demostracién de que X,,; es solucién se deja como ejercicio 2. De su definicién se deduce que
es solenoidal

V- Xpu=0 (4.21)
Como resumen de lo anterior, puede resaltarse que para cada posible soluciéon ¥ de la ecuacion
de Helmholtz se han obtenido tres clases de solucién para las de onda tales que, en general,
- Son linealmente independientes entre si; no son coplanares.
- X, es irrotacional pero no solenoidal.
- f(} es solenoidal, transversal a € y perpendicular a X’l
- Xnt es solenoidal pero no transversal.

La solucién general de la ecuacién 4.13 se expresa, por consiguiente, como superposicién lineal
de soluciones de tipo X;, X; y X,¢. La de la ecuacion no homogénea puede obtenerse anadiendo a
la de la homogénea una solucién particular de la primera.

2Problema 4-1.
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Las soluciones del tipo X; no son posibles en ningiin caso para el campo magnético, dado que
éste es incondicionalmente solenoidal; pueden existir para el campo eléctrico en aquellas regiones
donde su divergencia no sea nula.

4.3.1. Potenciales de Debye para campos solenoidales; Modos TE y T M

Modos TE
Oa(e @) —
Modos TM
Campos Campos
transversales no
transversales

Figura 4.1: Modos TE y TM

En muchos casos de interés, incluso en el de los medios lineales no dispersivos, como se indica
en la expresién 4.12b, V - E = 0, por lo que ambos campos, H y E, son solenoidales y la solucién
general puede expresarse en funcién de soluciones de los tipos X; y X,:.

Si, en estas circunstancias, se toma una solucién del tipo E, para el campo eléctrico, el campo
magnético que le corresponde, segtin 4.12¢ y 4.15c, es del tipo H,; : son los modos de tipo Transversal
eléctrico {ETE, HTEY (TE) (Véase la figura 4.1). Estos modos, también llamados de tipo magnético
(M), pueden expresarse en funcién de la posible componente longitudinal, en la direccién de €, que
corresponde al campo magnético. De forma analoga, si para H se toma una solucién del tipo ﬁt,
la de E es del tipo Ey 3 y el modo resultante es Transversal magnético (TM) {ETM | HTM} o de
tipo (E). Como caso limite, ambos campos pueden tener componentes longitudinales nulas, lo que
da lugar a los modos TEM. Como se muestra en la figura 4.1 y se deduce de las definiciones de
Xt y Xm, a partir de un potencial de Debye Wy, determinado se obtienen campos ETE vy H TM
proporcionales a V A (€Wy,,) que, por lo tanto, tienen la misma estructura, lo que también ocurre
con ETM v HTE,

Las funciones € - X'm (Xpt, cuando € = Z y 7 Xy, cuando € = 7) pueden ser identificadas con
los potenciales de Debye de los modos TE y TM. Como las soluciones X, son transversales, solo
las de tipo Xt pueden tener dicha componente longitudinal y, dado que V - X = 0, no es dificil
comprobar que € - Xnt es solucién de la ecuacién de Helmholtz 4

—

(V2 =~*) (€ Xnt) =0 (4.22)

con lo que ¥ — €+ X,;.

PE=2ZVAH.
4Problema 4-2




4.4, ONDAS EN EL VACIO 141

X, puede obtenerse haciendo uso de la expresién 4.19 y X,; mediante la 4.15¢, pero, en las
secciones 4.4.4 y E.1.2, se verd cémo aplicar estos resultados especificamente al estudio de las ondas
esféricas y al de las guiadas.

4.4. Ondas en el vacio

A continuacion se estudian las estructuras y las propiedades fundamentales de las soluciones de
las ecuaciones de onda para los campos en el vacio, entendiendo por tal al espacio desprovisto de
cargas y corrientes. Las perturbaciones que se propagan por éste medio son Ondas automantenidas
puesto que sus Unicas fuentes son las derivadas temporales del propio campo:

V-E =0 (4.23a)
V-B =0 (4.23b)
. 0B
E = ——— 4.2
VA 5 (4.23c)
. 1 0E
VAB = 78— (4.23d)
c t

Las ecuaciones de onda pueden obtenerse directamente de las anteriores, tomando pr = 0 y
Jr=0en 4.6 o haciendoe =¢egy p=poy 0 =0 en 4.12:

[ [E=0 (4.24a)
V-E=0 (4.24D)
B=-VA / E dt (4.24c¢)

4.4.1. Ondas planas homogéneas

Las Ondas planas homogéneas son soluciones de la ecuacién de onda unidimensional en coor-
denadas cartesianas® y se caracterizan por un campo cuya amplitud depende exclusivamente del

®La calificacién de "homogéneas” distingue a estas ondas de las planas no homogéneas que se definirdn més adelante
en el dominio de la frecuencia.
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tiempo y de la distancia £ entre un plano determinado, el Frente de onda, y un origen arbitrario
O. Segun se muestra en la figura 4.2, £ es la proyeccién de 7, el vector de posicién de un punto del
plano, sobre la direccién normal al frente de onda. Esta se indica mediante el vector unitario

il = (g, ny, ny) ,, n2 —|—n§ +n?=1 (4.25)

, 0 Vector unitario de onda, que , ademés, determina la direccién de propagacién de la onda.

ov

Figura 4.2: Ondas planas homogéneas

E=r"N=xn,+yny +2n; (4.26)

La definicién anterior incluye a campos constantes y uniformes que no juegan ningin papel en el
transporte de energia y que no seran tenidos en cuenta. Dado que las soluciones buscadas dependen
espacialmente de la variable &, el operador V puede ser substituido por la derivada direccional

0 9 0?
y la ecuacién de onda 4.24a toma la forma
9> 1 0%\ 4

La solucién general de estas ecuaciones puede obtenerse de diversas formas %. Aqui se utilizaréa con
este fin a la transformada espacial de Fourier

SProblema 4-3.
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f(k, t) /fg, t) e R de (4.29a)

= / Fk, t)e TR gk (4.29D)
k

cuya aplicacién a la ecuacién 4.28 la reduce a una ecuacion diferencial ordinaria con respecto a la
variable temporal. Efectivamente, véase 111.22,

V> —jk=—jkit ,, V2> —k* ,, k-F=k¢ (4.30)
de lo que se deduce que
2 E(k, t) 22
— = kK“E(k,t
542 E(k, t)

La solucién general de esta ecuacién, por ser de segundo orden, se expresa en funciéon de dos
constantes arbitrarias (en éste caso, dos funciones arbitrarias de k) que pueden escribirse como f ( )

v G(k):

—

E(k, t) = f(k)e™®t + G(k) e~ ket

Para obtener la solucién en el dominio espacio-temporal, se aplica a la expresién anterior la
transformacién inversa 4.29b:

B t) = | Bk t)e 7" dk= / k) e M dip [ i) e M6 g

k

—

(k)e jk“dk+/§(k)e_3kwdk

—

E

donde
u=€—ct=7F-A—ct ,, w=E+ct="7 -fi+ct (4.31)

o, realizando las integrales,
E¢ t)=Ey(w+E (w) ,, Ey(w)=flu), E_(w)=gw) (4.32)
Esta solucién general, para una direccién determinada 77, se expresa como la suma de dos fun-

ciones arbitrarias que se propagan en el sentido positivo, ( I (u)), y negativo, (g(w)), de la coordenada
&. En la figura 4.3 se representan las amplitudes de estos dos modos en un instante determinado.
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De forma angloga a la utilizada en I11.177, se define a u y a w como fases respectivas de cada una
de estos sumandos. De acuerdo con II1.18, sus velocidades de fase son

d
e (8-

lo que implica que una onda plana homogénea en el vacio se propaga sin deformacién con la velocidad
de la luz c. Se dird que el vacio es un medio no dispersivo, puesto que todas sus componentes
espectrales se propagan con la misma velocidad.

f.g f(u)
g(w)

3

Figura 4.3: Ondas que viajan en sentidos contrarios

Pero, como se ha puesto de manifiesto anteriormente, no todas estas soluciones son validas; la
ecuacién de la divergencia impondra restricciones a la orientaciéon vectorial del campo eléctrico.

—

Para establecer estas restricciones, téngase en cuenta que los campos f(u) (g(w)) dependen de & y
de t a través de u (w). Derivando como funcién de funcién

— —

0f(w) _dfwou _ df(u (4.33)

at_dua_cdu

— —

df(w) dfw)oude  df(u)

dx  du 875%_7% du
por lo que
0ftw) _ dflw)  9§w) _ dg(w)
at  C du 7 ot " dw (4:34)
/ *(u)dt:—% / Flu)du / g'(w)dt:% / G(w) duw (4.34b)
Vo flu) =it * d f{w) ., Vxgw)=mx* dg(w) (4.34c)

dw

"Sin embargo, esta fase se define con dimensién de longitud mientras que la de la definicién de partida es adimen-
sional. En el caso general de ondas planas en medios dispersivos, el término fase carece de una definicién simple.
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donde el asterisco indica la aplicaciéon de V como divergencia o rotacional.

Puesto que el campo 4.32 tiene divergencia nula, teniendo en cuenta 4.34c¢ y que tanto f como
g son soluciones independientes, resulta que

ﬁ‘dE+(u) _0 dE_(w)

du T dw =0

Esta ecuacién puede ser integrada. De acuerdo con lo comentado anteriormente, se ignoran las
constantes de integracién (son independientes de £ y de t), con lo que

it-Ey(u)=0 ,, i-E_(w)=0 (4.35)
Esto indica que solo los campos eléctricos perpendiculares a la direccién de propagacién 7 pueden
formar parte de una onda plana homogénea.

En cuanto al campo magnético, introduciendo 4.32 en la ecuacién 4.24c y teniendo en cuenta a
4.34b y 4.34c,

By (u) = % A AR () . B (w)= f% A B (w) (4.36)

donde 7, =7 y i = —n indican las direcciones y sentidos respectivos de la propagacién de cada
una de las ondas.

Las ecuaciones 4.35 y 4.36 constituyen la Relacion de estructura de las ondas planas vy
homogéneas (véase la figura 4.4). Estas son de tipo TEM, u ondas ”Transversales Electro-
Magnéticas” ,con respecto a la direccion 1i; E B y 7 forman un triedro rectangulo a derechas.

Ew) E()
B(w)
Sw) N S(u)
n(w) \ Ti(u)
B(U)
(a) (b)

Figura 4.4: Relacion de estructura de las ondas TEM

Para cada direccién 71 existen dos Modos de propagacion, el que viaja en sentido positivo y el
que lo hace en sentido negativo.
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La solucion general del problema planteado puede expresarse como una combinacién lineal de
de ondas que se propagan en tres direcciones independientes 71, 7 v 3.

Para una onda que se propague en la direccién y sentido 7, la relacién de estuctura puede
resumirse en

i-E=0 (4.37a)

iNE=cB ,, E=cB (4.37b)

Como refleja la ecuacion 4.37b, la forma del campo eléctrico de un modo simple es la misma
que la del campo magnético, es decir, sus amplitudes vienen descritas por la misma funcién de &
y de t. Esto no es cierto si se mezclan modos ni tampoco lo serd, en general, en el seno de medios
dispersivos.

La energia almacenada y la transportada por la onda vienen descritas por la densidad de energia
Wemo ¥ €l vector de Poynting Sy. De las relaciones de estructura se deduce que la densidad de energia
se reparte por igual entre las contribuciones eléctrica y magnética y que, en este caso, 5_'6 puede
interpretarse localmente como densidad de corriente de energia. ¢ es, por consiguiente, la velocidad
de fase, la de grupo (aquella con que se propaga la forma global de la onda) y la de propagacién de
la energia.

1 1 1 1
Wemo = =0 B2+ —— B2 =g E?> = — B? |, W) = Wm0 = = Wemo (4.38a)
2 2 g Ho 2
- 1 - o .
0= —EANB=cwemoh (4.38b)
Ko

4.4.1.1. Propiedades relativistas

Interesa ahora establecer las leyes de transformacién relativista de las magnitudes fundamentales
que describen a las ondas planas homogéneas. Estas son las amplitudes E' y B de los campos, que
se designardn indistintamente por A porque, al estar ambas magnitudes relacionadas por el escalar
¢, se transforman segtn la misma regla, la densidad de energia electromagnética wemg, la direccion
de propagacién 71 y la fase u.

Dado que la densidad de energfa es la componente 72° del tensor energia-momento del campo,

es facil de comprobar que, dada la relacién de estructura de estas ondas, su ley de transformacién

888

8Problema 2-33.
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w/emO = Wem0 72(1 - ﬁnI)Q (439)

y que la densidad 4.38a es proporcional al cuadrado de las amplitudes a través de escalares. Luego

A~ VWem0 Y

A=A~ - Bny) (4.40)

Las leyes de transformacién de la direccién de propagacién se deducen de la ley de composicién

de velocidades 1.40 tomando ¥ =¢=cny o' =¢ =cn’ ?

nx_ﬁa &7 L)
-/ ( ol vy

= 4.41
it T n. (4.41)

La ley de transformacion de la fase se obtiene introduciendo 4.41 y la transformacion de Lorentz
envu =71 —ct

, U
U = —— 4.42
Y (1 - 5”&:) ( )
4.4.2. Ondas monocromaticas
Transformando temporalmente por Fourier a las ecuaciones 4.24, se obtiene
» W g
(V2 + 6—2) E=0 (4.43a)
V-E=0 (4.43D)
. 1 .
B=——VAE (4.43c¢)
Jjw

que son las Ecuaciones de las ondas monocromdticas en el vacio. En principio, E y B representan
a las densidades espectrales, E (7, w) y B (7, w), correspondientes a ondas cuyas amplitudes tempo-
rales, E(F, t)y g(f’, t), se supone transformables. Pero E y B pueden representar también a una
onda monocromética 1°

E(F t) = E(F) e?@! (4.44)

9Véase el problema 1-21.

10 27

w es la frecuencia angular (rad.s™"), f = £ la frecuencia (Hz) y T = 2= el periodo (s).
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o a su amplitud independiente del tiempo E (), como puede comprobarse por separacién de la
variable temporal en 4.24 o por sustitucién de 4.44 en la misma . En cualquier caso, estas ecuaciones
son complejas por lo que debe considerarse que sus soluciones y, en particular E (7), son vectores
complejos:

E(7) = E,(F) + j E;(F) (4.45a)
E,(7) = Re[E(7)] ,, Ei(F)=Im[E(7)] (4.45b)
Ea(F) = Bro(F) + j Eio () = | Ea(7)| e/ (4.45¢)

con parte real E, e imaginaria F; (su componente « es compleja con parte real E,.,, imaginaria E;,,
médulo |E,| y fase 9.

Si las fases 1,(7)) de las componentes, en un punto determinado 7, difieren entre si en un
multiplo entero de 7, e7¥=(70) = +¢3%u(70) = 4¢5%=(70) con lo que

E(7o,) = (|1 Eo(F0)| & & | Ey(70)| § £ | E=(70)] 2) €7@ H0=00) = | E(5%)| E(7p) e H0=00) (4.46)
y el campo eléctrico oscila en 7p segin la direcciéon de polarizacién definida por el vector unitario

~

B) = | Ex(70)| % £ | Ey (7o)l ¥ + | E. (7o) | Z
VIE (7o) + | Ey (7o) [* + | E-(70)

(4.47)

En este caso se dice que la onda estd linealmente polarizada 2 en dicho punto.

Resumiendo, las soluciones de 4.43 pueden interpretarse, segin el caso, como densidades espec-
trales o como amplitudes complejas de una onda monocromatica. En el primer caso, la solucién real
en el dominio del tiempo se obtiene mediante la transformada inversa de Fourier y, en el segundo,
la onda monocromatica real resulta de multiplicar la solucién por el factor e/ “? y quedarse con la
parte real, de forma andloga a la utilizada en la teoria de circuitos ordinaria.

De acuerdo con el tipo de coordenadas en que se resuelvan las ecuaciones 4.43a, se obtendran
las ondas monocromaticas planas, esféricas, cilindricas, etc.

4.4.3. Ondas monocromaticas planas

Las ecuaciones de las ondas monocromaéticas, planas y homogéneas, en el vacio, se obtienen
transformando espacialmente a las ecuaciones para ondas monocrométicas 4.43 o, lo que es lo
mismo, transformando espacial y temporalmente a las correspondientes en el dominio del tiempo

11 . . s, . . . .
Puede incluirse a las ondas monocrométicas entre las transformables por Fourier asignandoles la densidad espectral
singular II1.13.
12)M4s adelante se analizara el caso de la polarizacién de ondas monocromaéticas y planas.
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4.2413. En este caso, para ondas que viajan en la direccién +ii, los operadores se substituyen por
los términos algebraicos 14

m—pjw ., V— —jki ,, V- —k? (4.48)
El resultado de estas transformaciones es el conjunto de ecuaciones algebraicas

2

(k2 — %) E=0 (4.492)
ii-E=0 (4.49b)
k. -
B==#iAE (4.49¢)
w

donde, de acuerdo con III.16b y andlogamente a lo expuesto en la secciéon anterior, F puede in-
terpretarse como una densidad espectral, funcién de (k, w), o como una onda monocromatica y
plana

E_:(F, t) = Eo ej(wt_kﬁlf) = E() ejgo

t ¢
= wt—kn-r=wt—ké=21 (= —~= 4.
© w n-r=uw 13 W(T )\> (4.50)

Eo, la amplitud compleja de la onda monocromatica y plana, es un vector complejo independiente
de 7y de t y |Ep| es su mddulo, o, simplemente, su amplitud.

Eo = EOT —|—]E02 (451)

|Bol = /By - B (4.52)

k =2m/X es el Numero de onda, A\ la Longitud de onda y T el periodo. Dividiendo las ecuaciones
4.49 por e7¥ se comprueba que Ej es también solucién de dichas ecuaciones.

4.49a implica que solo existen soluciones no triviales, distintas de F = 0, si se cumple la Relacion
de dispersion de las ondas monocromdticas en el vacio ™

13Véanse 4.29, 111.16a e I11.22.

“Mientras no se indique lo contrario, se tomard k como real y positivo, lo cual corresponde a las ondas que se
propagan en el sentido +1i.

15Esta definicién de la relacién de dispersién de las ondas”no coincide con la que se di6 para la relacién de dispersién
del medio.°" el capitulo anterior, pero ambas son de uso corriente. Son funciones de la frecuencia asociadas al fenémeno
dispersivo.



150 CAPITULO 4. PROPAGACION DE ONDAS

w
== = k== =wEn (4.53)
donde se ha tomado para k el valor positivo.
La velocidad de fase es "
w
vf = () =—=c (4.54)
dt o—cte k
es independiente de la frecuencia, por lo que el vacio es un medio no dispersivo.

El caracter solenoidal del campo eléctrico se traduce en su ortogonalidad con la direccién de
propagacién (4.49b). No es necesario tener en cuenta a la ecuacién de Ampere 4.23d puesto que
en este caso equivale a 4.49b y 4.49¢c, como es facilmente verificable. Estas ecuaciones definen la
estructura general de las ondas monocrométicas planas %, la cual, como es 16gico, coincide con la
de las ondas planas homogéneas y no monocromaticas.

—

Ey=0 (4.55a)

3t

ANEy=cBy ,, Ey=cBy (4.55b)

Las expresiones 4.38, para el vector de Poynting y la densidad de energia, son aplicables a este
caso si se toman para E y B sus valores reales. A menudo, especialmente para frecuencias del orden
o superiores al gigaciclo, solo interesan los valores medios de dichas magnitudes. En este caso, como
en C.89, se definen los términos complejos correspondientes 7. De acuerdo con I11.26

1 1 - 1 -
(Wemo) = 3 Re[wS, o] = 5 Releg ]E[Q] =3 €0 |Eo]2 (4.56a)
01 .1 1 - = .
(So) = = Re[Sg] = = Re[— E A B*] = ¢ {Wemo) (4.56D)
2 2 no

donde () indica el valor medio temporal sobre un periodo.

16Este tipo de ondas suele clasificarse como TEM. En este caso V — —jk# y, haciendo & = 7, de acuerdo con lo
tratado en la seccién 4.3,

Xi=—jkAVR |, Xi=—jkBYRAAT ,, Xoi=-CEURAA(RAF)

Los tres tipos de solucién resultan mituamente ortogonales. La primera solucion es longitudinal y, como ya se ha
comentado, solo es factible para el campo eléctrico; de éste tipo son las Ondas electrostdticas que se dan en los plasmas
y para las cuales el campo magnético asociado es nulo. En los medios en los que el campo eléctrico es solenoidal, solo
son posibles las soluciones del segundo y tercer tipo. Ambas son transversales a la direccién de propagacién 7i aunque
solo la primera lo es también a 7. A estos modos se les define como de tipo Transversal electromagnético (TEM), a
pesar de que el vector que ahora define la transversalidad es 7 y no 7.

1"En el vacio son reales.
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4.4.3.1. Polarizacién de las ondas planas momocromaticas

Se define como Direccion de polarizacion de la onda a la direccién de E y como Plano de
polarizacion al que contiene a dicho campo y a la direccién de propagacién 7. La direccién y el
plano de polarizacién del campo puede variar con el tiempo, en un punto determinado, y a lo largo
de la distancia de propagacion, en un instante determinado. Para caracterizar la polarizacién de una
onda se referird el campo a un sistema de tres vectores unitarios, €1, €s, €3 que forman un triedro
rectangulo a derechas y definen a los Ejes de polarizacién 8.

El campo eléctrico de una onda que se propaga en el sentido 41 es, de acuerdo con 4.50,

E = Eye¥ (4.57)

Para buscar el triedro mencionado, considérese al ntimero complejo C = Eg, el cual puede
escribirse, segin 4.51, de la forma

C=E?=Ey- Ey=C|e*™ (4.58)

donde |C| = VCC* es su mddulo y 2a = arctg(Im|C]/Re[C]) su fase. Si ahora se define

&= Eye ™ (4.59)

donde € es un vector complejo cuyas partes real e imaginaria son €, y €;

E=EtjE (4.60)

y se sustituye 4.59 en 4.58, se tiene que

&2 = |C| = real
Luego, de acuerdo con 4.60

52 2

o o 2 P .
=¢e¢-e=e.—¢€;+2je-¢ = € -€¢=0

Los vectores reales €, y €; son perpendiculares entre si y, por ser la onda transversal, también lo
son a la direccién de propagacién 7. Estos tres vectores forman, por lo tanto, un triedro rectangulo.

El campo eléctrico complejo viene dado, segiin 4.57 y 4.59, por

—

E =¢gellvte) (4.61)

18problema 4-8.
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y el real, segtn 4.60, por ™

E = Re[E] = Re [é} eIleta) 4 g ej(‘PJrO"Hr/Q)} (4.62)

donde se ha escrito j = I™/2.

Para representar al campo en funcién del tiempo, en el frente de onda & = &g, se escribe
pt+a=wt+6 ,, d=a—k&

y se toma un sistema de vectores unitarios de referencia (€,) que formen un triedro rectdngulo a
derechas

~

e =erey ,, € ==2eer ,, N=e3

Para asegurar que estos vectores unitarios formen un triedro a derechas, se elige el signo + si
€ N€ = +zyel —sié A& = —2Z. Se verd a continuacién que en el primer caso las ondas estdn
polarizadas a izquierdas y en el segundo a derechas.

Efectivamente, teniendo en cuenta que —1 = ™77, las componentes del campo con respecto a
esta base son

E(&,t) = Re [51 e, dWt0) L 5 e, ej(wt+5+7r/2)] _
— Re {31 e, I@HH0) 4 5 e ej(wt+6i7r/2)] (463)
E=F1& +Eyé (4.64)

Si se normalizan las componentes del campo, de la forma

E
X1 = —el = cos(wt+ 0) (4.65a)
Es
Xy = - = cos(wt + 6 £ 7/2) = Fsen(wt + 0) (4.65D)

y se elimina el dngulo en estas ecuaciones paramétricas, se comprueba que el vector X = (X7, X»)
describe, en general, una circunferencia en el plano & y el campo una elipse cuyos semiejes son e,.€;
y eiea (véase la figura 4.5).

1986 emplears la misma notacién para los vectores reales y complejos, por lo que la igualdad E= Re[E] no es una
errata.
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& €
1
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, Eq x| otHd X,
D o D
v v e2 1 ez
Eyp/® n Xy

Figura 4.5: Polarizacion

La onda tendra Polarizacion eliptica si e, # e;, Polarizacion circular si e, = e; y Polarizacion
lineal sie. =06 e; =0.

En cuanto al sentido de giro del campo, el angulo que X forma con el eje €1 es, de acuerdo con
la figura y con 4.65,

0 = arctg[&] =F(wt+9) = 0 _

— = 4.
X, 7 Tw (4.66)

El campo eléctrico, y el magnético, giran a derechas alrededor de la direcciéon de propagacion 1,
Polarizacion a derechas, si 3—? = +w, lo que corresponde a un signo (—) en el cos(wt + § £ 7/2) de
la expresién 4.65b (la componente X7 estd adelantada en 7/2 con respecto a la componente Xo ) y
a . A € = —z. En caso contrario, el campo gira a izquierdas y la onda posee una (Polarizacion a

izquierdas).

Por 1ltimo, es importante comprobar que una onda con polarizacion arbitraria, ecuacién 4.64,
puede ser descompuesta en la suma de dos ondas lineal o circularmente polarizadas, lo que permite

expresar a las soluciones generales en funcién cualesquiera de estos tipos de solucién 0.

4.4.3.2. Propiedades relativistas

Las ondas planas monocromaticas participan de las propiedades relativistas de las ondas planas,
pero es necesario investigar las propiedades de transformacién de nuevos parametros como la fre-
cuencia w y el nimero de onda k. Ambos, junto con la direccién de propagacion, cuyas leyes de
transformacion han sido establecidas para las ondas planas en general, seran incluidos en un tetravec-
tor. Asimismo, se estudiaran las leyes de transformacion de la energia y la cantidad de movimiento
de un paquete de ondas, como simil cldsico del fotén.

29Problema 4-10.
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Tetravector de onda

Se pueden tomar diversos caminos para encontrar las leyes de transformacién de w y de k y para
demostrar que la fase ¢ es un escalar 2!. Aqui se hard de la siguiente forma:

Las componentes de las ondas planas monocromaticas tienen la forma genérica de la expresién
4.50

U(r, t) = Uy eI P (1)

En particular, puesto que el tetravector del potencial de Lorenz cumple la condicién tensorial
de contraste

= = = /= (7, 1)
V'A:V-<Ao ede(T, ):0
. =
v la amplitud A es una constante, se cumple que

=

R =
=
Dado que A es un tetravector,

= = . 0 ©
= 7t = k'= =
k=V (7, t) oz, (
también lo es; se denomina Tetravector de onda. De aqui se deduce que w y k = w/c se transforman
segin

k) =k(1, /) (4.67)

W' =wy(l—-LBn,) (4.68)

que es la misma ley 4.40 que se obtuvo para la amplitud de la onda. Por lo tanto

/ /

% = % = escalar ,, % = % = escalar (4.69)
Por otra parte, es facil de comprobar que
=
o=k s (4.70)

lo que asegura que ¢ es un escalar que no es invariante frente a las traslaciones de origen entre
sistemas de referencia, puesto que s tampoco lo es.

21yéanse los problemas 1-12 y 2-17 .
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Efecto Doppler

La expresién 4.68 es la versién relativista del efecto Doppler clasico, el cual describe la diferencia
en los tonos (frecuencias) percibidos por un observador segun el foco emisor se acerque (aumenta
la frecuencia) o se aleje del mismo (disminuye la frecuencia). Supéngase que un emisor, viajando a
velocidad uniforme 3 con respecto al observador, radia ondas planas monocromaticas cuya frecuen-
cia, medida en el sistema del emisor S’, es wy. El observador, situado en S, percibe una onda de
frecuencia w procedente de una direccién 7. Sustituyendo los datos anteriores en 4.68, se obtiene

wo

w=———"

7(1 -3 nx)
que relaciona a la frecuencia observada con la frecuencia emitida y con parametros medibles por el
propio observador.

(4.71)

Este efecto Doppler incluye, como es légico, al clasico, que es longitudinal, pero también contiene
una contribucién transversal. Como se muestra en la figura 4.6, n, > 0 cuando la fuente emisora se
acerca y n, < 0 cuando ésta se aleja. El efecto longitudinal es méximo cuando la incidencia de la
onda es frontal: 7 = (ny = %1, 0, 0), donde el signo (+) corresponde a un foco que se acerca y el
(—) a otro que se aleja.

Y v

S

foco aue se acerca foco auesedeia

Figura 4.6: Efecto Doppler

w = ﬁ (4.72)

donde w; representa al Efecto Doppler longitudinal. En el limite de baja velocidad, éste coincide con
el efecto no relativista

lim w; = wg (1 £+
Mm@ 0 (1£0)

Ademss incluye a un nuevo efecto, el Efecto Doppler transversal, debido a la presencia de v en
la féormula. El efecto serd puramente transversal cuando (ng = 0)
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wp = % =wov1—3? (4.73)

Como puede comprobarse, este efecto es de segundo orden en 3 para velocidades no relativistas

3%

1

lim wy = wp (1 — =

Yz we = wo (1 =3

por lo que suele quedar enmascarado por el longitudinal que es de primer orden (véase [Matveyev]
o [Ohanian] para la descripcién de la experiencia de Ives ?2).

Tetravector energia-momento de un paquete de ondas

Considérese a un paquete de ondas cuasi-monocromaético, de frecuencia w. Si se quiere obtener
la energia que dicho paquete contiene, segtin los observadores de un sistema S, se puede utilizar
una red de detectores que, en un instante determinado ¢, mida el campo electromagnético en cada
punto. La energia del paquete W se deduce integrando la densidad de energia sobre el volumen en
que ésta es distinta de cero. La misma operacién puede hacerse desde S’ para obtener W'.

/ / /
W = / Wemo dve ,, W' = / Wem0 dvc
V. V!

Si se quiere encontrar la ley de transformacion para W, surge la dificultad de que, si bién se
conoce como se transforma wepmg, los volimenes V. y V. no son los ocupados por el campo en su
sistema propio, puesto que éste se mueve con velocidad ¢ y es, en consecuencia, un sistema singular
e inaccesible. Para resolver esta dificultad se abordara el problema mediante un proceso de limite:

Sea )y un volumen propio del sistema Sy que se mueve con respecto a los sistemas Sy S’con
las velocidades U y U’. Las medidas impropias de ese volumen, V desde S y V' desde &', son el
resultado de la contraccién de Vy por los factores v(U) y v(U’). Asf pues

v _ (U
—=——=7(V)(1
v = L =0 )
donde se ha utilizado la ley de transformacién de los factores v 1.42 con v = v(V), v, — v(U),
7;/) - ’Y(U,) y ﬁlgpx = g - VCQU

Si ahora se hace tender a ¢ = c7i a la velocidad U con que se mueve el sistema Sy respecto al
S, se obtiene

R

c2

! A/ w/
]_/ _— = 1 — = —= — = em0
lm =2 (1—0Bnyg) 1 s

22Problema 4-13.
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Segun este resultado, las imagenes del volumen propio del paquete de ondas se transforman
entre si como las inversas de la frecuencia, de la amplitud y de la raiz cuadrada de la densidad de

energia (véanse las relaciones 4.68 y 4.69).

De esto se deduce que la energia del paquete se transforma como la frecuencia

W' =W~ (1-L8n,) (4.74)

lo que permite definir al escalar invariante

W
I=— (4.75)
w

La cuantificacién del campo electromagnético asigna a este invariante, para el fotén, el valor de
la constante de Planck racionalizada, por lo que el cuanto de energia correspondiente es

Wi = hw (4.76)

Por lo que respecta a la cantidad de movimiento transportada por el paquete,

- . 1 - 7
G = / odvc:—2 Sp dv. = — Wemo dVe =
Ve c Ve ¢ Jy.
7 w -
= *WZIh*HZIhk}
c c

Por analogia con las particulas (2.18), el Tetravector energia-cantidad de movimiento del paquete

de ondas puede escribirse como, véase 4.67,

= = W =
G=I k = G'=(—,G) (4.77)
c
=
que es manifiestamente un tetravector porque I es un escalar y k un tetravector.
En el caso de un fotén
= =
Py=h k (4.78)

donde £ es la constante de Planck racionalizada.
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4.4.4. Ondas monocromaticas esféricas

Por las razones expuestas en la seccion 4.3, una forma conveniente de obtener las soluciones de
la ecuacion vectorial de las ondas esféricas es por medio de los potenciales de Debye que en este
caso son solucién de la ecuacién

(V24 U(r, 0, 0) =0 ,, k="

c
cuya solucién general, como puede verse en [Stratton]-[Panofsky y Phillips]-[Jackson]-[Reitz et al.]-
[Vanderlinde], viene dada por la combinacién lineal de las soluciones independientes

donde Y}, son los Armdnicos esféricos de orden (I, m). Si solo se busca a aquellas soluciones rela-
cionadas con las ondas que viajan alejandose del origen de coordenadas,

Filkr) = hy(kr) = 4 /QLM [JH%(;W) _j Nl+%(kr)] (4.80)

donde k se toma como real para que las ondas sean propagativas y el signo (—) corresponde a
aquellas que viajan hacia afuera. h; es una de las Funciones de Hankel, la otra lleva el signo (+) y
corresponde a ondas que inciden hacia el origen. En el limite para kr > 1

1 .

lim Ry = jit —emdkr 4.81

kr>1 ! J kr ( )
por lo que, al multiplicar por e/“! resultan ondas cuya fase es ¢ = wt — kr. Sus superficies de igual
fase, o frentes de fase, son esféricas y se propagan en la direccién requerida; estas ondas no son
homogéneas porque el arménico esférico hace que sobre la superficie del frente de fase la amplitud
sea funcién de 6 y de ¢. Jl+; son las Funciones de Bessel y Nl+; las Funciones de Neumann de

2 2

orden(l + 3).

Si se le asigna a ¥ la dimensién [V.L~!] y se toma € = 7, los modos TE pueden definirse como

- - -1
ELF =V A(FY,,) ,, BLF = VAV AT T)) (4.82)

J
(B )im = 0 (4.83a)
Ef¥ )V = —jm—— U 4.83b
( 0 )lm Jm send Im ( )
0

(EZE)lm = 39 WYim (4.83c)
%1,a obtencién de ETF es sencilla. Para la de BT¥ véase [Stratton]-[Panofsky y Phillips]. La dependencia de ¥y,

con pes el ™ = a%_’jm'
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i(1+1) 1
(BTEY,, = j(c)qu’”” (4.84a)
1 92
BrEy, = - v 4.84
(Bo ™ Jim c kr 87“89(T im) (4.84b)
“m1 1 9
BrEy, = " 2w 4.84
( %) )lm c ]{7/' Sene ar (r lm) ( 8 C)

Los campos TE, o de tipo M (magnético), corresponden a los producidos por multipolos
magnéticos de orden 2!, donde | # 0 puesto que los campos se anulan para [ = 0. El indice m
denota la simetria del multipolo (véase la bibliografia). De forma andloga, los campos TM, o de
tipo E, corresponden a los producidos por multipolos eléctricos. Estos campos vienen dados por

- 1 . 1
Bim' =~V A (W) EQMZEVA[VA(WW)] (4.85)
(B = 0 (4.86a)
m 1
BIM _ Jm N n
(Bg ™ )im o song Lim (4.86D)
-1 9
TM - - Y
(By™im = ~5g Lim (4.86¢)
1
EMm = GU+1) = Vi (4.87a)
ETM _ J N 4
(Ep ™ im i rag " Yim) (4.87D)
1 1 9
TM o v
(B im = —m o o (1 W) (4.87¢)

La asociacion de estas soluciones esféricas de las ecuaciones de onda a campos producidos por
multipolos es especialmente conveniente para aproximar el desarrollo general multipolar de los
campos de radiacién de un sistema extenso de cargas y corrientes.

4.5. Ondas en medios materiales

El objetivo de ésta seccion es el de ilustrar los modos fundamentales de propagacion en medios
materiales ilimitados. Como se ha apuntado anteriormente los medios que se toman en consideracion
son lineales, homogéneos, isétropos y con propiedades independientes del tiempo. En el apéndice D
se trata el caso de los medios anisétropos, el de los medios limitados y el de la propagacién guiada.
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4.5.1. Ondas planas, homogéneas y monocromaticas

Aunque aqui solo se considere a la propagacion en medios no dispersivos, en el sentido de las
definiciones del capitulo anterior??, la extensién de esta cuestién al caso dispersivo no presenta
dificultad. Dado que, por su simplicidad, éste puede ser considerado como el tipo fundamental de
onda, la exposicién de sus caracteristicas y propiedades se hard con un cierto detalle.

4.5.1.1. Ecuaciones de los campos

Las ecuaciones de las ondas planas homogéneas y monocrométicas en este tipo de medios son
formalmente andlogas a las correspondientes del vacio 4.49. Transformando espacialmente a las
ecuaciones 4.12 se tiene

(K +~+)E=0 (4.88a)
k-E=0 (4.88b)
R 1 - o
H=—kAE (4.88c)
w

. P 2 o .
ecuaciones en la que el término —%; es substituido por el cuadrado de la constante compleja de

propagacién +72 (4.12a)

V= jwpo —wlne (4.89)

~ es consecuentemente compleja y posee una parte real ademés de la imaginaria®®. En lo que
sigue, esta constante se escribira con la notacion

y=a+30 (4.90)

donde o y 3 se tomaran en un principio como reales y positivas 2. La primera es la Constante de
atenuacion y la segunda la Constante de propagacion o nimero de onda.

Para que el campo ( ecuacién 4.88a) pueda tener soluciones no nulas, debe cumplirse que

k2 = 2

24Tambien se dice que un medio conductor, disipativo, es dispersivo en cuanto que la velocidad de fase de las ondas
es funcién de la frecuencia.

25En el caso de medios dispersivos, las constantes e, i y o son complejas pero el tratamiento correspondiente es
analogo.

25En el apéndice D se considera la conveniencia de dar a 3 y a 7 valores complejos.
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De otra forma, tomando solo la raiz que corresponde a las ondas que viajan en el sentido 473,

k=—jy=08-—ja = k=kii=—jyi=—j7 (4.91)

con lo que el operador V, de acuerdo con 4.48, puede sustituirse, cuando se aplica a este tipo de
ondas, por
V — —yf (4.92)

Substituyendo k por —j~ en 4.50, se obtienen las expresiones para los campos de la onda que
viaja en el sentido +7i:

(7, t) = Uge VT eIVt = Py e I (W=FTT) — 75 e* (4.93)

donde ¥ representa a cualquiera de los campos, se ha definido la Profundidad de penetracion

(e
Il

(4.94)

Q|+

distancia a lo largo de la cual la amplitud de la onda se atentia en 1/e, y se ha redefinido la fase 27

p=wt— BT (4.95)

Como puede comprobarse, los planos de igual amplitud e~ = cte y los de igual fase ¢ = cte
coinciden con los & = cte.

La constante de propagacion 3 juega el mismo papel en el medio que k en el vacio, por lo que
la longitud de onda en el primero, el periodo espacial de la fase, viene dada por

27
= ? (4.96)

4.5.1.2. Relaciones de estructura

Las relaciones de estructura en éste contexto son analogas a las del vacio, con la salvedad de
que es necesario reemplazar al nimero de onda por el factor de propagaciéon complejo de acuerdo
con 4.91. Las ecuaciones 4.49b y 4.49¢ pueden ahora escribirse de la forma

i Ey=0 (4.97a)

= 1

2"Nétese que en el vacio v = jk y 3 =k y que, por lo tanto, esta definicién de la fase incluye a la dada en 4.50.
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donde aparece el término Z, definido como la Impedancia del medio. Su valor para el vacio es

Zo = ?:1207&:3779 (4.98)
0
En general
g - Jep_wpBtja) _ fu
vy a2+ﬁ2 ¢
W o
Zl = —— ,, = arctg(—= 4.99

La definicion de la Constante dieléctrica compleja equivalente

o
e=e (1 + > (4.100)
jwe

andloga a la de C.55, presta a la impedancia y a las ecuaciones de Maxwell, como en el caso del
plasma considerado en el apéndice C, una expresion andloga a la que corresponde a un dieléctrico
dispersivo no conductor. Efectivamente

VAH=0FE+ jweE = jwe‘E

Como se muestra en la figura 4.7, los vectores £, H y 7 forman también aqui un triedro rectangulo
a derechas.

El campo eléctrico viene dado por (4.93)

—

E(F, t) = Eye V77 it (4.101)

Eo, la amplitud compleja del campo eléctrico, debe cumplir la condicién de ortogonalidad con 7@
exigida por la ecuacién 4.97a, lo que implica que, una vez establecida la direccién de propagacién,
de las tres componentes de dicho campo solo dos, las transversales, pueden elegirse arbitrariamente.
La amphtud compleja del campo magnético Hy queda determinada por 4.97b. En medios no con-
ductores, H estéd en fase con E pero, en general, sufre un retraso de ¢z con respecto a éste tltimo:

H(7 t) = e VT of (Wi=pz) (4.102)
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Figura 4.7: Relacién de estructura

4.5.1.3. Relaciones de dispersion de la onda en el medio; Factor Q

Como se deduce de 4.89, « es funcién de la frecuencia; a = a(w) y f = ((w). Estas funciones
son las Relaciones de dispersion de la onda plana en el medio y se expresan de forma conveniente
en funcién de los pardametros

By = Bomo = w/liE (4.103)

, valor de la constante de propagacion cuando o = 0, y del Factor @, o factor de calidad, del medio
para la onda. Una forma significativa de definir a éste factor es como el producto de 47 por la razén
entre los valores medios temporales de la energia eléctrica W, almacenada en un volumen V, por
el campo eléctrico E , v la Wy, disipada por efecto Joule, durante un periodo T. @ es, por lo tanto,
el factor adimensional

Wae) _ o Wae) _we _ (4.104)

(Waj) (Py) o

donde 7 = £ es la constante de relajacién del medio, (Py) = 10 |E|2V la potencia disipada en V),
T el periodo de la onda, (Wee) = 1 e E2Vy (Waj) = (Py) T

Q=4nm

Puede comprobarse que Q expresa también la relacion entre la corriente de desplazamiento
Jp = jw D y la de conduccién 7

g = ol (4.105)

El factor de calidad toma valores comprendidos entre @) = 0, para los Conductores ideales, y
Q) = oo, para los Dieléctricos ideales. Entre estos extremos, se considera que un medio es Buen
conductor si Q < 1y Buen dieléctrico si (Q > 1. La figura 4.8

propone al intervalo @ € (0,1, 10) para caracterizar a aquellos medios que no estan comprendidos
en ninguna de éstas categorias pero, evidentemente, la significacién de estos criterios de clasificacion
dependen de la precisién con que se aborde a una experiencia concreta.
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conductor dieléctrico
ideal ideal
o e e B ]
Q=0 0.1 1 10 oo}
buen buen
conductor dieléctrico

Figura 4.8: Clasificacién de medios no dispersivos

Las relaciones de dispersién a(w) y B(w) se obtienen resolviendo el sistema de ecuaciones 2

- = —we
2a0 = wpo

que resulta de sustituir 4.90 en 4.89 y separar las partes real e imaginaria de la ecuacién resultante.
Las raices reales y positivas de las ecuaciones anteriores son

a/B,
sy BlRo

Figura 4.9: Relaciones de dispersion de la onda

N|=

Bo [, 1)
a=7°2 _<1+Q?> —1_ (4.106a)
5 \5/05 <1+$2>2 L1 (4.106b)

Como puede verificarse en las ecuaciones anteriores y se representa en la figura 4.9, en los buenos
conductores ambas constantes tienden a igualarse mientras en los buenos dielécticos la de atenuacion
se hace muy pequena y la de propagacion tiende a (.

28Problema 4-14.
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En la figura 4.10 se representa a los campos en funcién de £/\; estd normalizados de forma que
E (£ =0) = 1. En un buen dieléctrico ambos campos estéan en fase y se atenian muy poco a lo largo
de su propagacién, en los medios con ) ~ 1 son notables la atenuacién y el desfase y, por ultimo,
en los buenos conductores la atenuacién disipa a la onda en una distancia del orden de A =27d y
el retraso de H con respecto a E se aproxima al limite de A\/8.

&/

&N

-05

(@ Q=20 (b) Q=15

E,H

&N

04706 08 1 12 14

(c) O=0.05

Figura 4.10: Ondas en medios

El caso de los medios dispersivos no es esencialmente distinto del que aqui se ha expuesto pero,
como las constantes del medio son complejas y dependen de la frecuencia, las expresiones de las
constantes de atenuacién y propagacién son mas complicadas. No obstante, cuando los medios son
magnéticamente no dispersivos, la ecuacion de Ampere puede escribirse en funcién de las constantes
equivalentes, definidas en el apéndice C,
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"
g

Oeg=0 +we" |, geq=¢ —— (4.107)
w

como

VAH= (Jeq—I—jwseq)E

Las constantes equivalentes pueden ser utilizadas, en el lugar de o y de ¢, en las expresiones
anteriores para obtener oy 2.

4.5.1.4. Velocidades de fase y de grupo

La velocidad de fase en un medio viene dada por

_ (9% _v
o= <8t>¢:ct6 B /8 (4108)

En la figura 4.11 se muestra la variacién de la velocidad de fase relativa vy/vg, donde vy =
(vf)o=0, frente a Q.

Figura 4.11: Velocidad de fase en funcién de Q

Segin puede verse, la velocidad de fase es nula para los conductores ideales (la onda no se
propaga) y crece rapidamente en funciéon de @ dentro de la zona donde @ ~ 1. Si se considera
que el medio estd determinado y que w es la variable, se comprueba que en esta zona dicho medio

29Problema 4-14.
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dispersa fuertemente a la onda3? porque la velocidad de fase de cada componente espectral de un
paquete de ondas varia rapidamente con la frecuencia. Para @ > 1 (w > %), la velocidad de fase
es practicamente independiente de la frecuencia y el paquete sufre una dispersién pequena.

Ademsds de esta velocidad, pueden definirse otras velocidades que describen aproximadamente
la propagaciéon de ondas espectralmente complejas. De particular interés es la velocidad de grupo
que mide, cuando su definicién tiene sentido, la velocidad con que se propaga la forma global de
un paquete de ondas. Dado que, en general, cada componente armonico tiene una velocidad de fase
distinta y se atenuia con la distancia también de forma diferente, los paquetes de onda se deforman
segin se propagan a través de medios disipativos y dispersivos. No existe un tratamiento analitico
general que permita caracterizar la propagacién de grupos de ondas a través de medios altamente
dispersivos mediante un solo pardmetro; ésto solo es posible cuando el paquete espectral tiene un
ancho de banda relativamente estrecho?!' y las relaciones de dispersién son funciones de w suaves
dentro del rango de frecuencias del grupo. En la figura 4.12a se muestra como la amplitud del campo
de un paquete de ondas se dispersa conforme se propaga a través de un dieléctrico dispersivo de
segundo orden. En 4.12b se comparan los distintos grados de dispersion del grupo, al propagarse
hasta un punto determinado, en funcién de la relacién existente entre el ancho de banda Aw del
espectro del grupo y la de la resonancia wy del medio. Cuanto mayor sea el solapamientro del
espectro del paquete con la relacién de dispersion del medio, més importante serd la deformacién
que sufra la forma del primero.

. Aw =010y,
0.8 o
¢l || z=0 z=z, |\z=z, |\z=z4 ’
0.4 0.
0.2 o
t
100 00 ¥V 300 400V 500 o
(a) (b)

Figura 4.12: Propagacién de un grupo de ondas

Para simplificar, se supondra que « es despreciable. En el punto £ = 0 se genera una onda en la
direccién positiva € > 0. Su amplitud en el origen es

30Existe un cierto grado de ambigiiedad en la definicién de medio dispersivo. Si se define como medio dispersivo a
aquel en el que la velocidad de fase varia con la frecuencia, habria que incluir entre éstos a los ”"no dispersivos”, segun
la definicién del capitulo anterior, que son conductores. Como se acaba de ver, para que las diversas componentes de
una onda no monocromética ”se dispersen” durante su propagacién, basta con que o # 0.

31Gegin la relacién de incertidumbre II1.29 la anchura, o duracién, temporal del pulso seria relativamente grande”.
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ﬂszﬂwzfmﬂwJ”m

pero, como se trata de una onda que se propaga en la direccién £ > 0, el argumento para £ # 0 de
cada una de sus componentes espectrales no es wt = ()¢—o, sino wt — f(w) &, luego

f& 1) = /_ T f(w) @ B@0) g,

Para un paquete de ondas, centrado en la frecuencia wy y cuya densidad espectral f(w) sea
despreciable fuera de un intervalo de varias anchuras de banda I, = (wg — n Aw, wy + n Aw)

FE, )~ [ fw)ed@=BW8 g, (4.109)
I,

Si B(w) es una funcién suave de forma que, dentro del intervalo I, y alrededor de su frecuencia
central, pueda aproximarse en primer orden de w,

B
dw

(w—wo)

Vg

B) = 6en) + ( )Ww—wwz%+

donde fy = B(wo) ¥ - = (%) :
wo

Sustituyendo la aproximacion anterior en 4.109 y sacando fuera de la integral a los factores que
no dependen de la frecuencia, se tiene que

j(%—ﬁo)f f(w) ejw( _%) dw
I,

f(& 1)

12

e
Vg

de donde se deduce que el valor absoluto de la amplitud de la onda en (&, t)

FE D] = 1£0, 1 — 5]

Vg

es el mismo que ésta tenia en el origen en un tiempo anterior en At = % Esto significa que la
forma del paquete se mueve con la Velocidad de grupo

Vg = (Z;) (4.110)
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Conviene resaltar el caracter aproximado del concepto de velocidad de grupo: su validez se limita
a aquellos medios en los que la dispersion es suficientemente pequena o a paquetes cuya anchura
espectral sea lo bastante estrecha. A pesar de lo anotado, éste es un concepto de gran utilidad
practica. La figura 4.13 muestra la relacién geométrica entre las velocidades de fase y de grupo y la
curva de dispersién w(/3).

\
w

Figura 4.13: Velocidades de fase y de grupo

4.5.1.5. Almacenamiento, disipacion y propagacion de energia

Para expresar de forma concreta a los términos que intervienen en los balances energéticos de
ondas planas monocromaéticas, se considera a una onda linealmente polarizada en la direccién del
eje x y propagandose en la direccion del eje z. Su expresién compleja es

E(z,t) = Eye *eWi=b2g
B E, ,
H(z,t) = ﬁ e~0% el (Wi=Bz=pz)

donde Ej se toma como real para no arrastrar una fase constante adicional en ambos campos 3.

Los campos reales son

E(z,t) = RelE(z, t)] = Ege ® cos(wt — 32)
H(z,t) = Re[H(z t)] = é()’ e Y cos(wt — Bz —@z)y (4.111)

—

de donde pueden obtenerse los valores reales del vector de Poynting S(7, t), de la densidad de energia

wem (7, t) y de la potencia disipada por unidad de volumen dpzi(:’t)

32La polarizacién serfa eliptica si se le afiade un campo eléctrico en la direccién del eje y y las amplitudes se toman
como complejas y con distinta fase: Eor = |Eoz|€’?°% v Eoy = |Eoy|e’?%v.
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< 1 Ej
S(z, t) = EH’z\:iﬁe*MZ cospz+cos(Qwt —20Bz—@z)|| Z (4.112)
(a) (b)

Wem(z, t) = 1(EEQ—i— H2):E—ge*2az e | 1 +cos(wt—2pz2)| +

em b 2 M 4 N~

(a) (b)
+ﬁ 1 +cos(2wt — 282 — 2¢y) (4.113)
(a) (b)

de(Za t) 1 —2az
—a = UE2:§UE36 2 1 +cos(2wt — 2 32) (4.114)

(@) (b)
Estas magnitudes son cuadréticas en las amplitudes de los campos y presentan las siguientes
caracteristicas:

- Pueden desglosarse en dos tipos de sumandos: los (a), asociados a su valor medio, y los (b),
correspondientes a magnitudes oscilantes de media nula.

- Su constante de atenuacion 2 «, su frecuencia 2w y su constante de propagacion 23 son el
doble de las correspondientes a las amplitudes.

- El vector de Poynting puede tener las direcciones +7i, segtin el valor de la fase de la impedancia
pz, mientras que los otros dos términos son positivos en medios no dispersivos.

Los valores medios pueden obtenerse directamente de las magnitudes complejas:

I D |

(S)(2) = 5 RelS] = 5 RelE N H*| = 2 2P e 2% | By’ 2 (4.115a)
2
(Wem)(2) = 1Re[f(sE -E*+uH-H")| = ’E;L)’ e 2%% (e + ﬁ) (4.115b)
dP, 1 . 1
<Tvd>(z) = S Relo E-E"] = Jo |Bof* e (4.115¢)

Las magnitudes energéticas asociadas a grupos de onda, totalizadas a lo largo del tiempo, pueden
calcularse directamente en el dominio de la frecuencia con la ayuda del teorema de Parseval 111.25.
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Asi, pues, la energia total que atraviesa una superficie S debida a un paquete de ondas cuyas
amplitudes reales sean E(7, t) y H(T, t) es

w=00

t=00
Ws = / /{E(F, £y A H(F, t)}-d§‘dt:27r/
t=—oc0 JS

W=—00

/S {E(F, w) N H*(F, w)} - d5 dw

. / B / Re[S¢(7, )] - d5 dw (4.116)
w=0 S

De forma anéaloga puede calcularse la energia depositada por el paso de un paquete de ondas a
través de un determinado volumen )V del medio.

4.5.1.6. Buenos dieléctricos y buenos conductores

En las aplicaciones mas simples los medios pueden considerarse como conductores o dieléctri-
cos ideales. En otros muchos casos de importancia practica pueden ser considerados simplemente
como buenos y aproximar sus parametros incluyendo aquellos términos que permiten expresar los
efectos de primer orden asociados a la desviacion de la idealidad. A continuacién se consideran las
aproximaciones pertinentes de los pardmetros de propagacién bajo estos supuestos.

Buenos dieléctricos

Los buenos dieléctricos se caracterizan por su alto valor del factor de calidad, por lo que las
constantes a y (3 pueden aproximarse en funcion de z = % < 1. Reteniendo solo hasta los términos
en 22 de la serie de Taylor, se obtiene

a:g HM /8250 |:]-+

4.11
5\ - (4.117)

1
8(Q?
Dentro de esta aproximacion, todas las componentes armoénicas de un grupo de ondas se atendan
en la misma medida pero existe una pequena dispersion de segundo orden que se traduce en una

velocidad de fase dependiente de la frecuencia pero proxima a vg = \/}ﬁ
1-— 1 (4.118)
TSRy .
A Y2

Derivando 8 con respecto a w en 4.117, particularizando a la frecuencia central del paquete y
aproximando hasta el segundo orden en z, se obtiene una velocidad de gupo que también es préxima
a vg

1

donde Qo = (Q)w=wp
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Buenos conductores

En el caso opuesto de los buenos conductores Q < 1y z = é > 1 por lo que, despreciando la
unidad frente a x en 4.106,

5o wpo
~ 3~ = 4.120
axpx = (4.120)
En este caso la profundidad de penetracion de los campos
1 A 2 vV
b= —~— @ Ao < Ao (4.121)

a 27 wpo \f 2
es pequena, comparada con A y con A\g = ﬂ—“ por lo que se le denomina Profundidad pelicular.

Los campos practicamente no se propagan, dado que su velocidad de fase es muy pequena, y se
amortiguan rapidamente, como se muestra en la figura 4.10 y en la expresién

—

E=Eye s ed @5 (4.122)

En una longitud de onda A = 27§, se atentia aproximadamente por el factor 21073,

En cuanto a la impedancia del medio, toma los valores

L fwp W i T
Z ~(1+}) CYSIRE |Z| ~ W 0 vz=7 (4.123)

En los conductores ideales Z = 0.

4.6. Problemas

4-1. Demostmr que X, Y X, son soluciones de la ecuacidn de onda vectorial 4.18 y que X, =

C’yg VA Xm, por lo que estos dos campos son fuente vectorial el uno del otro.

SOLUCION :

En el texto se indican los pasos fundamentales para la demostracién de que X; es
solucién de la ecuacion vectorial de onda

\V [V-X}} VA [VAX}} — 22X =0
Partiendo de este punto, se demostraran las otras dos cuestiones del enunciado.

En primer lugar, dado que Xu=CVAX, y que V - X, = 0, se tiene que

= 1
X :——V/\X
t ny nt
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4-2.

Por udltimo, hallando el rotacional de la expresién anterior y teniendo en cuenta la
definicién de X,; y que su divergencia es nula, se comprueba que estas funciones
son, efectivamente, solucién de la ecuacién de onda vectorial.

Demostrar que, para un campo solenoidal X, & X es solucion de la ecuacién de Helmholtz
4.14 (Véase la seccion 4.3 y el apéndice 1V).
SOLUCION :

Para X = )Zt, la demostracion es trivial ya que ¢é- X, =0. Se supondra, por lo tanto,
que X es no transversal.

Dada la definicién de V2,

Vie - X)=V- V(e X))

Desarrollando el gradiente de un producto escalar y teniendo en cuenta las
propiedades de €, 4.16 y siguientes,

VE-X) = @ V)X4+X-V)e+eA(VAX)+XA(VAE) =

N—— N—_——
ko X =0
= @ V)X +k X +&A(VAX)
N——

Si ahora se hace uso del desrrollo del rotacional de un producto vectorial

VAEANX)=eV-X-XV-é+(X-V)e—(@- V)X

T Y~ D —
=0 =mX X (a)
lo que permite escribir
() =ks X —VAE@CAX) ,, ks=ky— k1
VE - X)=k X -VAEAX)+EN(VAX) |, ky=2ky—k

y, aplicando la divergencia a la expresién anterior,

Vi@E - X)=V-[eAn(VAX)

El segundo miembro es la divergencia del producto vectorial de dos vectores,
luego, desarrollando la divergencia
V2@ X)=(VAX)- (VAE)—EN(VAX)=~%c- X
0
dado que, para soluciones solenoidales de la ecuacién de onda,

—

VA [V/\X} =X



174 CAPITULO 4. PROPAGACION DE ONDAS

4-8. Demostrar que f(u=z-ct) y g(w=z+ct) son solucion de la ecuacion de onda unidimensional
para el campo electromagnético en el vacio. Hacer uso de las ecuaciones de Mazxwell para hallar
la relacion entre E(u), B(u), E(w) y B(w).

4-4. Una onda plana se propaga en el vacio en la direccion del eje z. El campo electrico en z =0
es
EoZlet—e 2],,t>0
F =
0,,t<0

donde Eg = 100 uV - m~1. Hallar, para z > 0,
a) Campo magnético.
b) Vector de Poynting.

c) Energia total que atraviesa a un casquete hemisférico, de radio a = 1m, cuyo eje es
paralelo al z.

SOLUCION:
E 2 E =ty
Ejp|
: z=0 /
—
7=C tor

(b)

0.5

AS
! A
| z
: — -
A
y

(a) ©

Figura 4.14:
(a) - Para encontrar la expresién del campo electromagnético en cualquier posicién
z, basta con tener en cuenta que la onda viaja, a través del vacio, en la direccion

positiva del eje z, por loque t = (t — 2).—o y

E(z, t)=Ey |e 2 —¢72t=2)| 3
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4-5.

Haciendo uso de la relacién de estructura con 77 =2

B(z,t)=-ZANE(z,t)=-E(z,t)y
c c
(b) - el vector de Poynting es
.1 - = - )
So=—FEANB=cwyz=cegE°Z

o

(c) - Puesto que el vacio no es disipativo, la energia que atraviesa el casquete es
la misma que atraviesa un disco del mismo radio y con el mismo eje, por ejemplo,
el situado en z = 0 que se muestra en la figura 4.14-c. Asi, dicha energia puede
calcularse de la forma

o0

"= [/ <§0) ~d§] dt = 506E27m2/ [e -t _ 6—2t]2 dt
t=0 LJAS z=0 -

Comprobar si

E = fe(fa2 t2—b2 2242abzt)
puede corresponder a una onda que viaja a través del vacio. En caso afirmativo, determinar:

a) Las condiciones que deben cumplir las constantes a y b.
b) El campo magnético.

c) Supdngase que dicha onda incide, desde el vacio, sobre un dieléctrico ideal que ocupa el
semiespacio z > 0. Hallar el campo electromagnético total en cada una de las regiones
z<0yz>0.

SOLUCION :
1

(a) - Obviamente, si { =c= TR el campo eléctrico puede escribirse de la forma

—

E(z,t) =ge V)

que pone de manifiesto que E = f(z — c¢t) es una onda que viaja en el sentido
positivo del eje z.

(b) - El campo magnético viene dado por la relacién de estructura de las onda
electromagnéticas en el vacio

. 1 = 1
B(z, t)=-ZAE(z,t)=—-E(z, t)y
c c

(c) - Si la onda incide sobre el dieléctrico, deben existir, ademas de la incidente,
una onda reflejada y otra transmitida, de forma que en el primer medio, el vacio,

El(za t) = E_:i(z, t) + ET(Z, t) = e_bQ(Z_Ct)Q + 146—1)2(,2-‘,-&)2



176

CAPITULO 4. PROPAGACION DE ONDAS

El argumento de la onda reflejada lleva un signo + puesto que ésta viaja en sentido
contrario que la incidente. La constante A se determinaria mediante las condiciones
de frontera en z = 0.

Aplicando por separado la relaciéon de estructura a las ondas incidente y reflejada,
a la primera con 7 = Z y a la segunda con 77 = —Z,

- oy - 1
Bl(z, t) — BZ(% t) + Br(Z, t) — = g//\ e_b?(,z—ct)2 . Ae_b2(z+ct)2
C

El dlelectrlco tendra por constantes Y € = €9 &r, POT lo que la velocidad de fase es
v = ﬁ Los campos en este medio son Ey=E! y By = Bt y estan ligados mediante

la relacién de estructura

>3 1 - r ~
Ba(z, t) = ;3/\ Ey(z,t) = \/C?Eg(z, t)y

Las relaciones entre las distintas ondas se obtienen mediante las condiciones de
continuidad en z = 0. Dado que ambos campos son tangenciales

El<07 t) = EQ(O’ t) = EQ(O, t) — 37\(1 +A)e_b2c2t2
§1<07 J _)2(0, ) —b2c2t?

s 1
_ 200 B0, ) =5 (1- A)e

Introduciendo la relacion de estructura en el udltima condicion y eliminando el
modulo del campo eléctrico se tiene que

_ 1=V
14+

En general, en el dominio del tiempo no puede hablarse de coeficientes de reflexion
y transmision sino, mas bién, de operadores de reflexién y transmisiéon, pero, en
el caso de medios no disipativos ni dispersivos, como acaba de mostrarse, la forma
de onda no cambia en estos procesos y puede extenderse a ellos estos conceptos.

— 671
P= Bi(0, t) 1+ /2
B0, t 2
T = _,,(’ )—1—|—A—
Bi(0, t) 1+ /&

Para hallar los campos en (z, t), solo es necesario tener en cuenta que para la onda
reflejada t = (t + 2).—0 y para la transmitida ¢ = (¢ — Z).—o, por ejemplo,

Elz,t)=TTe" b 62 (z—vt)?
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4-6.

4-7.

4-8.

Hallar la ley de transformacion para el vector de Poynting de una onda plana homogénea.
Demuéstrese que si un vehiculo espacial se retira de un observador a la velocidad v, al tiempo
que emite una senal de radio con un vector de Poynting de modulo Sen,, medido en el sistema
en reposo del vehiculo,el modulo del vector observado estd dado por:

B 1—(v/e)
Sobs - Sem 1+ (U/C)

Dado el campo
E(z,t) = 0,3cos(2z +20t) V - m™!
Calcular:

a) La velocidad de la onda.
b) La longitud de onda.

c) La frecuencia.

d) La amplitud.

Para una onda plana monocromdtica que se propaga en un medio con:

—

E(z,t)=[y+ (24 j)7] exp[j(logt +302)]V - m~!
Calcular:

a) La frecuencia angular w de la onda.
b) El nimero de onda 3.

c¢) La direccion de propagacion, la velocidad de fase y la constante dieléctrica del medio,
considerandolo no magnético.

d) Los vectores de polarizacion de la onda y el tipo de dicha polarizacion.
e) El campo electromagnético real.

SOLUCION:

Se hara el apartado (d) referente al tipo de polarizacién

(d) -

Eo=0Q2+)T+7 = Eo-Eg=4(14j)=5,7,/45°=Cle¥® = a=225°

Dado que ¢ = Eje ic =g, + Jjé;
€ = 2237+0,924y = €1 =0,9247+ 0,383y

& = 0,1597—0,3837 = & ==+(0,383% —0,924%) = —(0,383% — 0,9347)

Para e, se ha tomado el signo negativo porque ¢, Ae; = —2 y la polarizacién es a
derechas. Por otra parte, e, =241 y e; = 0,414, lo que indica que la polarizacién es
eliptica.
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4-9. Considerar una onda electromagnética que se propaga en la direccion +x en el vacio, la cual

se descompone en la suma de otras dos:

(a) -

E _ yElej(wtfkm) + QEQEj(wtsz+a)

—,

Obtener S y (S). Los valores obtenidos zson la suma de los correspondientes a cada componente
de la onda ?

(b) - Repetir el problema si

E’ _ gElej(wt—kx) + éEzej(wt—kx—l-a)

SOLUCION:

(a) - En este apartado se resolveran las cuestiones propuestas operando en el
dominio del tiempo.

Aplicando la relacién de estructura

= 1

y el vector de Poynting real (se suponen E; y E; reales)

S = Re|E] A Re[H] = =z [E? cos® p + E3 cos® (¢ + a) + 2 E1 B cos p cos (p + @)
0

Dado que cos*a = (1 +cos2a) ,, cosacosb= 3[cos(a+ b)+ cos(a—b)]

()
2 2 ¢ N2 2
E{+ E5+2E1Eycosa+ Ei cos2¢p + E5 cos (29 + 2a) + 2 E1Ey cos (2¢ + )

(a) ()

1

. 17
S=-=
2 2

Como puede verse, los términos (b) oscilan en el tiempo sobre un valor medio
nulo, por lo que el valor medio viene dado por los (a). Las dos componentes de
la onda no constituyen modos independientes, por lo que aparece el sumando (¢)
que representa a la interferencia entre las dos componentes

—

(S) = [Ef + E2 + 2 E\E; cos o

DN |
B[

(b) - En este segundo caso, se hallard solamente el valor medio del vector de
Poynting trabajando fasorialmente (en el dominio de la frecuencia).

Las dos componentes estan polarizadas en direcciones distintas, por lo que son
independientes. Aplicando la relaciéon de estructura y conjugando

L1 L , .
H = —FANE == (E —je3_ | *J(SOJFO‘)’\)
Z z, \1e Em e 4
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4-10.

4-11.

4-12.

4-13.

y el vector de Poynting complejo es

~

X

SC=EANH* =
2

[Ef + E3)

donde, como puede comprobarse, no aparece un término de interferencia. En
consecuecia

I 7
(S = 3 Rl = 5 5 (B + 3

N =

Dos ondas planas, de igual frecuencia y fase, se propagan en la misma direccion. Ambas estdn
circularmente polarizadas, pero una es dextrégira y la otra levdgira. Las amplitudes de los
campos eléctricos son F1 y Es.
a) ¢Qué tipo de polarizacion tendrd la onda resultante si By # Eo ?
b) GYSZ E1 =E2 ?
El ritmo medio al que la energia solar incide sobre la Tierra es aproximadamente 1400 W-m™2.
a) Calcular el valor del campo eléctrico en la superficie terrestre considerando a la luz solar

como monocromdatica y linealmente polarizada.

b) Si el Sol radia isotrépicamente, 5 con que potencia lo hace ?. La distancia de la Tierra
al Sol es 1,49 x 108 km.

c¢) Calcular la potencia total recibida por la Tierra sabiendo que su radio es 6,37 x 103 km.
Considerar un transmisor que colocado en la Luna radia isotropicamente a la frecuencia de
5GHz y con una potencia de 1W. Sabiendo que la distancia Tierra-Luna es 3,8 x 10° km,
calcular:

a) FEl valor de los campos E y H en la superficie de la Tierra.

b) El valor medio del vector de Poynting en la superficie terrestre.

c) La densidad media de energia.

d) El tiempo que tarda una senal en alcanzar la Tierra.
En una experiencia realizada por Ives para detectar las contribuciones de sequndo orden en
B del efecto Doppler, se produjo un haz monoenergético de Hidrdgeno con f ~ 6 x 1073, se
observd la raya de frecuencia propia wg desde la direccion en que el haz se acerca y desde

aquella en que éste se aleja, y se registré en una misma placa a estas frecuencias, Wae Y Wai,
y a la frecuencia propia.

a) Demostrar que

&

donde (w) = 3(wac + War)
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b) Supdngase que, para detectar la contribucion de seqgundo orden mencionada en el apartado
anterior, se pretende medir el efecto Doppler transversal observando al haz con un objetivo
orientado perpendicularmente al mismo. Demostrar que basta una pequenia desviacion da
de la perpendicularidad para que el efecto longitudinal enmascare al transversal.

SOLUCION:
y Wy
B B
Wy Wge ﬁ da
HX:—I nle -

(a) (b)

\</

Figura 4.15:

(a) - Seguin se muestra en la figura 4.15-a, observando desde la direccién en que
el haz se acerca, n, =1 y desde la contraria n, = —1, de donde

<w>_}@ LJFL —w
2y \1yg1-p5) "7

(b) - en la figura 4.15-b se representa a una experiencia en la que la observacién
de la raya emitida por el haz se hace con un angulo ligeramente desviado de la
transversalidad, de forma que

ng = sendo >~ du

ya que da es pequeno.

Dado que § << 1, pueden hacerse aproximaciones hasta el segundo orden en dicha

variable ) ] )
S=1-2~1- -5 —~1 =
S=VISE 1o e L
- 0~ 1 I
w = ) wo (14 Bng 26)

Luego, para que el efecto de primer orden no enmascare al de segundo orden

1
da << §ﬁ =3x107%rad = da<<1°
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4-1/.

a) Demostrar las expresiones que se dan en 4.106 para « y 3.

b) Comprobar que dichas expresiones son wvdlidas para medios lineales dispersivos y no
magnéticos si se definen las constantes equivalentes

/ " / 1"
we —o g
— — /
Qeq T o —we /80611 =w M(g - w )

c) Aplicar los resultados anteriores al caso de un dieléctrico de primer orden.
SOLUCION:
(a) - Supestas reales las constantes del medio

V= (a+iB) =jwps ' pe =

Desglosando las partes real e imaginaria de esta ecuacién

2+ 32 = —wue
2a0 = wpo

Elevando al cuadrado la segunda de estas ecuaciones y definiendo

Bo = w\/,th ) = %5
se tiene que
o
23 = lﬂg
4 Q2

Eliminando «a y resolviendo la ecuacion bicuadratica resultante, se tiene que

1 1
2 2
== 1 £ 4/14—=
/8 2 ﬁO + QQ
—+
Para que [ sea real, su cuadrado debe ser positivo y, como se indica, ha de elegirse
el signo positivo.

(b) - Las ecuaciones rotacionales de Maxwell para medios lineales pueden es-
cribirse, en el dominio de la frecuencia, como

VAE = —jwuH (4.124)
VAH = (04 jwe)E (4.125)

Si los medios son dispersivos y no magnéticos,

/ /i / /4
E=¢ — )¢ sy, O =0 —]J]0O
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por lo que la ecuacion 4.125 toma la forma

—

VAH = (0¢q + jweeg) E

donde

"

n 0

6 —_—
w

_ "
Ocq =0 +we" ,, Eeq

/ " 1

Weeg we —0o /|, o
Qeqg = = =W Eeqg = W g ——
T ey o —we” 7’ Poeq Heeq 2 w )

(c) - En un medio dieléctrico dispersivo o = 0, por lo que

/

€
— — /
Qeq PR ﬂOeq =W\ e
y, si éste es de primer orden,

560

+ : geO
1+jwr

.€O£GOWTE
+ 2.2
14 watf

e=c¢eo(l+&)=¢eo(1 j 1T 22
e

) =eo(1 ) —

! 1

3 3

Usando el criterio de Q < 0,01 para que un medio sea buen conductor y considerando la tierra
con las siguientes constantes: 0 =5 x 10738 -m™1; e, = 5; u = po.

a) ¢ Cudl es la mdzima frecuencia a la que la tierra es un buen conductor ?

b) ; Cudles son la profundidad de penetracion y la longitud de onda a esta frecuencia ?

c) Hallar Z/Zy.
Representar grdficamente, para @ € [0,1,10], la razdn entre los valores medios de las densi-

dades de energia eléctrica y magnética de una onda plana, homogénea y monocromdtica, que
viaja a través de un medio lineal y no dispersivo.

SOLUCION:

donde se ha definido Z,,0 = \/E = (Z)y=0, con lo que

1-1/(2Q* para Q>>1

(we) w? pe 1
(wm>:a2+ﬁ2:mﬁ 1/V2 para Q =
Q para Q << 1

La grafica esta representada en la figura 4.16
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(we) /( 6om)

Q
(=] =] i L
Figura 4.16:
4-17. El agua del mar a la frecuencia f = 4 x 108 Hz tiene las siguientes caracteristicas: o =

4,48 -m~t e, =81; = po.

a) Calcular o y 3.

b) Aproximar dichas constantes considerando al medio como buen conductor y comparar los
valores obtenidos con los del del apartado anterior.

c) ¢ Y si se toma al agua de mar como buen dieléctrico ?
4-18. El decibelio de atenuacion se define como:

Atpy = 20log [E(2)/E(z = 0)] = 20log (e~ %)

a) Demostrar que Atpy, = 8,7 z.

b) Sea un material no magnético cuya constante dieléctrica e, =9 y cuya conductividad es
0,15 -m~"! pudiéndose considerar independiente de la frecuencia. Calcular la atenuacion
en Db para una onda que se propaga 200 m en este material a las frecuencias (enrad-s—*):
wi = 10%, wy = 106, wy = 108.

4-19. Determinar las pérdidas por Km sufrida por una onda plana, de frecuencia 0,5 Mhz, que se
propaga a través de:

a) Tierra himeda (0 =1073S -m™; pu, =1; ¢, = 10).
b) Tierra seca (0 =1075; u, = 1; &, = 3).

4-20. Calcular, en funcion de §, la distancia en un buen conductor para la cual la amplitud de una
onda se atenia hasta: a) un 1% ; b) un 0,1 %.
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4-22.
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Una onda plana y monocromdtica se propaga en un medio con p = ug y o = 0. Determinar
la constante dieléctrica relativa del medio si:

a) La impedancia caracteristica es de 200 €.

b) La longitud de onda es de 1.5 cm para una frecuancia de 10 GHz.

La relacion de dispersion de las ondas planas y homogéneas en un plasma ténue y frio es
w? = wﬁ + 8%

donde wy, es la frecuencia de plasma. Representar a la frecuencia w, la velocidad de fase vy y
la velocidad de grupo vy frente al niimero de onda B y a la longitud de onda .

SOLUCION:

Como se vera en otra parte, esta relacién de dispersion es analoga a la de los
modos (no homogéneos) TE y T M en una guia aunque responden a sistemas
fisicos distintos.

Las definiciones de las velocidades de fase y de grupo son

w dw
KR R

por lo que
C
Uf:ﬁ>c para w>wp
1— %
w

Si se deriva con respecto a (§ la relacién de dispersion, se tiene que

2
_ 2 _ ¢
'Uf'Ug—C = Ug—?<c para w>wp

Como se comprueba en las figuras 4.17, w, es una ”frecuencia de corte”, a la cual
el nimero de onda § se anula, la longitud de onda se hace infinita, la velocidad
de fase toma también valor infinito y la de grupo se hace cero. Por debajo de
dicha frecuencia todos los parametros de propagaciéon se hacen imaginarios, como
puede comprobarse de las relaciones obtenidas, y la onda deja de propagarse (se
dice que estd en corte).

En 4.17-a puede verse la relaciéon geométrica entre las velocidades en cuestiéon y la
relacién de dispersién y como, para w > w,, éstas tienden a c, lo que significa que
la onda se propaga como en el vacio y que el plasma no interviene en este proceso.
Esto se debe a que, a dichas frecuencias, la inercia de los componentes del plasma
dificulta la aceleracion de los mismos y, por lo tanto,hace que su respuesta sea
despreciable.
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(a (b)

Figura 4.17:

4-23. Hallar la velocidad de fase y de grupo para una onda que se propaga a través de un medio

dieléctrico de sequndo orden para el cual para el cual xo =1 y vg/woq = 0,1 (Véase la seccion
C.2.1). Discutir los resultados obtenidos.

4-24. Comprobar las expresiones de las velocidades de fase y de grupo dadas en 4.118 y 4.119 para
un buen dieléctrico.
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4.7. Ejemplos con Mathematica

4.7.1. Resolucién de las ecuaciones de Maxwell mediante el método FD-TD
33

A continuacion se ilustra la solucién numérica de la ecuacion de ondas, en medios lineales y sin

pérdidas, mediante el uso del método de las Diferencias Finitas en el Dominio del Tiempo (FD-TD)
34

4.7.1.1. Introduccién

La ecuacion de onda unidimensional

Las ecuaciones rotacionales de Maxwell, para ondas que estan polarizadas en la direccién del eje
Yy y se propagan, en el vacio, a lo largo del eje x, pueden expresarse como

OEy(x, t)  Ohy(z, 1) Oh.(z, t)  0Ey(z, t)
d(cty Oz (et Oz (M-4.1)

para lo cual se ha normalizado al campo magnético multiplicandolo por la impedancia del vacio

h.=Z0H, ,, Zo= M (M.4.2)
€0

Eliminando al campo magnético, o al eléctrico, de las ecuaciones anteriores, se obtienen las
ecuaciones de onda para estos campos:

O? Ey(x, t)  0*Ey(w, t) O?he(z, t) 9% h.(z, 1)

9 x? d(ct)y? oz f(ct)?

(M.4.3)

La solucién general de las ecuaciones de onda que es compatible con las ecuaciones de Maxwell
tiene la forma

Eyz, t)=f(x—ct)+g(z+ct) ,, hz, t)=flx—ct)—glz+ct) (M.4.4)

en la que f y g son funciones arbitrarias, aunque de buen comportamiento, que se propagan respec-
tivamente en el sentido positivo y negativo del eje x.

33Basado en un programa de S. Gonzélez.
34Finite Difference-Time Domain.
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Para obtener la solucién temporal a partir de las condiciones iniciales

Ey(z, 0) = f(z) +9(z) ,, h(z, 0) = f(z) —g(x) (M.4.5)

basta con sustituir los argumentos ”z”de dichas funciones

f(@) =z (By(z, 0) + hs(z, 0)) ,, g(z) =z (Ey(z, 0) = hs(z, 0)) (M.4.6)

N | —
DN |

por "x £ ct’.

Por ejemplo, si se excita inicialmente el espacio con un campo eléctrico de perfil gausiano

By(z, 0) = a2 p (2 0)=0 (M.4.7)

la solucién a lo largo del tiempo toma la forma

Ey(l‘ 75) = 1 (efai?(zfc t—a0)? + efa%(wrc t710)2)

’ 2
hz(IL' t) = 1 (efaiz(mfc tfivo)z . efa%(erc tsz)Q) (M A 8)
’ 2 . .

que representa a dos ondas de igual amplitud y que viajan en sentidos opuestos.

Por el contrario, si la excitacién es del tipo

2

Ey(z, 0) = a2 p (2 0) = +E,(x, 0) (M.4.9)

la solucién temporal es una sola onda que viaja en la direccién +7.

By(z, t) = e a2 20’ p (g ) = e ar (e tw0)? (M.4.10)

Condiciones de contorno

La solucién numérica de un problema de este tipo solo es posible dentro de un recinto espacial
finito X = [0 < z < L] en cuyos extremos deben aplicarse condiciones de contorno adecuadas.

En el primer ejemplo se supondra a X limitado por planos coductores ideales x = 0y = = L.
Segun lo visto en el capitulo anterior, dado que el campo eléctrico es tangencial,
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Condiciones reflectantes : E,(0, t) =0 ,, E,(L, t)=0 (M.4.11)

En el segundo ejemplo se impondran Condiciones absorbentes”, con las cuales se representa la
existencia en los puntos extremos de materiales perfectamente absorbentes (no reflectantes). Esto
equivale a simular un dominio espacial infinito.

En un dominio ilimitado, las ondas que inciden desde el interior de X sobre el punto x = L son
las f(x — ct), que viajan en el sentido positivo del eje z. Por lo tanto,

E L, t)=f(L—ct) (M.4.12)

Si el medio es homogéneo y las condiciones iniciales son nulas en las proximidades de este
extremo, el campo en un punto cercano x = L — §x tiene la misma forma

1)
Ey(L—bw, t) = f(L—6z—ct) = f(L—clt+22)) (M.4.13)
c
porque se supone que en x = L no hay reflexién.
Luego, la condicién absorbente en este punto es
)
Condicién absobente en z = L : Ey(L, t + %) = E,(L — 6z, t) (M.4.14)

c
que describe el hecho de que la amplitud se propaga con velocidad ¢ entre los dos puntos proximos.

Andlogamente, dado que las ondas que inciden sobre el punto z = 0 lo hacen desde la izquierda,

ox

Condicién absobente en x =0 : E,(0, t + —) = Ey(dx, t) (M.4.15)
c

4.7.1.2. Comienzo de la sesion

Se comenzara comprobando que los campos M.4.8

Ey[x_t]:= (BExp[ - H((x—ct)— XO)Q] +Exp|[— H((x+ct)— xO)Q]); (M.4.16)

hz[x_,t]:= (Exp[ - L((x —ct) —x0)’] - Exp[ - L((x+ct)—x0)°]);  (M.417)
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cumplen las condiciones iniciales M.4.7

Eyx, 0] (M.4.18)
hzx, 0] (M.4.19)
y son solucién de las ecuaciénes M.4.1
1
Simplify [PowerExpand [z %Ey[x,t] + Oxhz[x, t]]] (M.4.20)
1
Simplify [PowerExpand [E d¢hz[x, t] + OxEy[x, t]]] (M.4.21)

En adelante se definiran los campos de otra forma a la empleada hasta ahora, por lo que se
anularan las definiciones anteriores

Clear|[Ey, hz] (M.4.22)

4.7.1.3. Diferencias finitas centradas

Es posible resolver numéricamente las ecuaciones rotacionales de Maxwell mediante la aproxi-
macién de los operadores diferenciales por otros numéricos en diferencias centradas. Con este fin,
se divide el espacio = en intervalos de longitud h y se define el operador derivada centrada de una
funcién v(z) de la forma

deen[v_[x ]| := % (v[x + h] — v[x — h]) (M.4.23)

Este operador aproxima al operador derivada hasta el segundo orden en h, como se comprueba
a continuacién:

Desarrollando en serie de Taylor a la funcién f(x), alrededor del punto xg, y evaludndola en los
puntos zg + h, respectivamente, se tiene

eql = Series|f[x], {x,x0,3}]/.x —=x0 + h (M.4.24)

eq2 = Series|f[x], {x,x0,3}]/.x —=x0 — h (M.4.25)
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donde eql = f(xg+ h) y eq2 = f(xop — h). Restando estos dos desarrollos, despreciando los restos
de cuarto orden y despejando f’(z0)

Solve[f[x0 + h] — f[x0 — h] == Normal[eql] — Normal[eq2], f'[x0]] (M.4.26)

Luego dcen[f[z]] evaluado en z( es la aproximacién de segundo orden en h de la derivada en
dicho punto

dcen[f[x]]/.x — x0 (M.4.27)

4.7.1.4. Aplicacion a la soluciéon de las ecuaciones de Maxwell

Dominio numérico :

n=t/ ot
campo
ultima 0] O @) ©) magnetico
. . . normalizado
iteracion Y7 pi o o > >
. 0N
primera é/ ?A ~ campo
iteracion 2 PN 1( S 9/0 \A > electrico
y ' o o0 1 o
condiciones " ;
iniciales 04
0 1 o) 2 nc i=x/0x

celda 1 celda 2 celda 2nc+1

condiciones de contorno

Figura 4.18: Red numérica FD-TD

Como se muestra en la figura 4.18, el espacio y el tiempo se discretizan a intervalos dx y dt de
lo que resulta un dominio numérico constituido por los nudos
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r=1iéx ,, 1=0,---2nc
t=nét ,, n=0,---2ni+1 (M.4.28)

Los nudos se agrupan por parejas, en celdas” ,segun la direccién espacial, y en ”iteraciones” segiin
la temporal. El campo eléctrico se evalua en los nudos ”pares” (i,n pares— En la figura 7¢”) y el
magnético en los "impares” (i, n impares— En la figura ”0”). nc es el nimero de celdas completas; en
la ultima, 2nc — 1, solo se toma la muestra del campo eléctrico. Los nudos de coordenadas n = 0,
1 (iteracién 0) contienen a las condiciones iniciales. y el resto a las sucesivas iteraciones (n =
1,--+,2ni); en cada una de las iteraciones se calcula, mediante el algoritmo de avance temporal,
primero el campo eléctrico y posteriormente el magnético.

Algoritmo de avance temporal :

Para obtener las expresiones que permiten calcular el campo en un instante determinado, en
funcién de sus valores en el pasado, se procede de la siguiente forma:

El operador decen se generaliza para aproximar las derivadas parciales con respecto a cada una
de esta variables:

DT [x ¢ ]] == % (Fx, t + 6t] — F[x, t — ot)) (M.4.29)
DX[f [x_,t]] i 25%( (F[x + 6, t] — £[x — 0, t]) (M.4.30)

El algoritmo que permite avanzar en el tiempo al campo eléctrico, en los distintos puntos de la
red, se obtiene substituyendo a los operadores diferenciales por los correspondientes en diferencias
en la primera de las ecuaciones M.4.1 y despejando Ey(x, t+ 26t):

Solve[1 DT[Ey[x,t + 6t]] == —DX[hz[x, t + 6t]], Ey[x, t + 26t]] (M.4.31)

El resultado anterior es Ey(z, t +20t) = Ey(z, t) + A (hz(z + 6z, t + 6t) — ho(x — dz, ¢+ 6t))
con lo que, como se indica en el circulo (a) de la figura 4.18, el campo eléctrico en un instante dado
puede calcularse en funcién del mismo y del magnético en el pasado. El coeficiente que aparece en
el segundo miembro es

oSt

A:
ox

(M.4.32)
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Puede demostrarse que para que los algoritmos numéricos sean estables, es necesario que se
cumpla la condicién

Pse (M.4.33)

En adelante se tomara para dicho coeficiente el valor A = 1.

De forma andloga se obtiene la expresion de avance para el campo magnético despejando h(z +
dx, t+ 0t) a partir de la segunda de las ecuaciones M.4.1

Solve[1 DT |hz[x + 0x,t]] == —DX[Ey|[x + 6x, t]], hz[x + 6x, t + 0t]] (M.4.34)

La estructura del algoritmo se muestra dentro del circulo (b) de la figura 4.18
Condiciones iniciales y de contorno :

condiciones iniciales : Se imponen en los dos primeros instantes (n =0, 1) (figura 4.18)

Ey(i, 0) = Ep(i) ,, i=0,2,---, 2nc
hz(i, 1) = hi(i) ,, i=1,3-, 2nc—1 (M.4.35)

condiciones de contorno : Se imponen a E, en los extremos n =0y n = 2nc.

Condiciones reflectantes
Ey 0, n)=0 ,, Ey,(2nc, n)=0 (M.4.36)

Condiciones absorbentes
E 0, n) =E,(2, n—2) ,, Ey(2nc, n) = Ey(2nc—2, n—2) (M.4.37)

4.7.1.5. Ejemplo 1°
En este ejemplo se simula una onda de perfil gausiano que viaja inicialmente hacia la derecha y
que se refleja sucesivamente sobre dos planos conductores.

En M.4.9 se substituye x = idx, xog = ncdzx, za = nadx y t = it y se elige dt, de acuerdo con
el criterio de estabilidad, como 0t = dz/c. De esta forma
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£li n]— Exp[—nia12 +((i—n—nc)?)); (M.4.38)

Se asignan valores concretos a los pardmetros del problema

nc = 30; ni = 60; na = 8§; (M.4.39)
Los valores de los campos se almacenan en unas tablas de doble entrada cuyos elementos respec-
tivos son Ey(i, n) (para i, n pares) y h.(i, n) (para i, n impares).

Sus valores iniciales son

Table[Ey|i, 0] = NI[f[i, 0]], {i, 2,2 * nc — 2, 2}]; (M.4.40)
Table[hz[i, 1] = NJ[f[i, 1]],{i, 1,2« nc — 1, 2}]; (M.4.41)

Gréficamente (en rojo Ey y en azul h;) :

grEy0 = ListPlot[Table[{i, Ey]i,0]},{i, 0,2 % nc, 2}],
PlotStyle— > {PointSize[0,015], RGBColor|1, 0, 0]},
PlotRange— > {0,1}]; (M.4.42)

grhzl = ListPlot[Table[{i, hz[i,1]},{i, 1,2 *nc —1,2}],
PlotStyle— > {PointSize[0,015], RGBColor|0, 0, 1]},
PlotRange— > {0, 1}]; (M.4.43)

Show[grEy0, grhz1]; (M.4.44)

Valores del campo eléctrico en la frontera :

Table[{Ey[0,n] = 0,Ey[2 * nc,n] = 0}, {n, 0,2 x ni}]; (M.4.45)

El resto de los valores del campo se obtiene mediante las reglas de avance temporal
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Table] {Ey[i,n]=Ey[iin—2]—hz[i+1,n—1]+hz[i—1,n—1],
hz[i—1,n+ 1] = hz[i— 1,n — 1] — Ey[i,n] + Ey[i — 2, n],
hz[2xnc—1,n+ 1] =hz[2+nc—1,n— 1] — Ey[2 xnc,n| + Ey[2 * nc — 2,n]},
{n,2,2 xni, 2},{i,2,2 xnc — 2,2}; (M.4.46)

Para visualizar la propagacién del pulso electromagnético (en rojo E, y en azul h.) se representan
los campos en cada instante temporal (h, se multiplica por 0,9 para que no se solape con Ey) y se
activa una de las graficas pulsando doblemente al ratén.

Table]  Show]|
ListPlot[Table[{i, Ey[i,n]}, {i, 0,2 % nc, 2}],
PlotJoined— > True, PlotRange— > {—2,1,2,1},
DisplayFunction— > Identity, PlotStyle— > {RGBColor|[1, 0, 0]}],
ListPlot[Table[{i, 0,9 « hz[i,n + 1]}, {i,1,2 * nc — 1, 2}],
PlotJoined— > True, PlotRange— > {—2,1,2,1},
DisplayFunction— > Identity, PlotStyle— > {RGBColor|0, 0, 1]}],
DisplayFunction— > $DisplayFunction],
{n, 0,2 xni, 2}|; (M.4.47)

4.7.1.6. Ejemplo 2°

Clear|Ey, hz] (M.4.48)

En este caso se simula, junto con la onda del ejemplo anterior, otra que viaja en sentido contrario,
y se utilizan las condiciones de frontera absorbentes. La segunda onda se define con un perfil que es
el resultado de modular el gausiano de la primera con una funcién senoidal de periodo T' = 2 n0 §t.

Se toman los valores

nc = 60; ni = 60; na = 8; n0 = 40; (M.4.49)

Las funciones f(x — ct) y g(z + ct) son :

*(I—n—nc)"2); (M.4.50)

. 1
fli,n]:= Exp[— e
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Pix (i+n —nc))

geli,n_| := f[i,n] * 4 x Sin|( 0 l; (M.4.51)
n
y sus perfiles para t =0 (n = 0)
grge =  ListPlot[Table[{i, ge[i, 0]}, {i, 0,2 x nc, 2}], PlotJoined— > True,

PlotRange— > {—1,2,1,2}, PlotStyle— > {RGBColor[0,0,1]}]; (M.4.52)
grf =  ListPlot[Table[{i, f]i, 0]}, {i, 0, 2 % nc, 2}], PlotJoined— > True,

PlotRange— > {—1,2,1,2}, PlotStyle— > {RGBColor[1,0,0]}|; (M.4.53)

Show|grf, grge|; (M.4.54)

A partir de estas funciones se obtienen los valores iniciales de ambos campos

EyOb = Table[Ey|i, 0] = N[f]i, 0] + ge[i, 0]], {i, 0, 2 * nc, 2}]; (M.4.55)

hz1lb = Table[hz[i, 1] = N[f[i, 1] — ge[i, 1]], {i, 1,2 * nc — 1, 2}]; (M.4.56)

y sus perfiles correspondientes

grEyOb =  ListPlot[Table[{i, Ey[i, 0]}, {i, 0,2 * nc, 2}|,
PlotStyle— > {PointSize[0,015], RGBColor|0,0, 1]},
PlotRange— > {—1,2}]; (M.4.57)
grhzlb =  ListPlot[Table[{i, hz[i, 1]}, {i, 1,2 x nc — 1, 2}],
PlotStyle— > {PointSize[0,015], RGBColor|1, 0, 0]},
PlotRange— > {1, 2}]; (M.4.58)
Show[grEyO0b, grhz1b|; (M.4.59)

Por tltimo, se forman las tablas E,(i, n) y h.(i, n), se generan las graficas temporales , como
en M.4.47, y se animan. Para la primera tarea se emplea un lazo Do sobre la variable temporal (n)
y se calculan los campos en los distintos puntos (7): mediante una orden T'able se calcula el campo
para todos los nudos interiores, salvo el campo magnético del 2nc — 1. Este tltimo, junto al campo
eléctrico de los nudos de la frontera (condiciones absorbentes), se calculan fuera de la orden T'able.
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Dol{
Table[{Ey[i,n| = Ey[i,n — 2] —hz[i+ 1,n — 1] + hz[i — 1,n — 1],
hz[i —1,n+ 1] = hz[i — 1,n — 1] — Eyl[i,n] + Ey[i — 2,n]},
{i,2,2 *nc — 2,2},
hz[2+nc—1,n+1] =hz[2+nc—1,n—1] — Ey[2*nc,n| + Ey[2 *nc — 2,n],
Ey[0,n] = Ey[2,n — 2|,Ey[2 xnc,n] = Ey[2 *nc — 2,n — 2]},
{n, 2,2 xni, 2} (M.4.60)
Table[Show]|

ListPlot[Table[{i, Ey|[i,n]}, {i, 0, 2 % nc, 2}],

PlotJoined— > True, PlotRange— > {—2,2,2,2},

DisplayFunction— > Identity, PlotStyle— > {RGBColor[1, 0, 0]}],
ListPlot|[Table[{i, 0,9 « hz[i,n + 1]},{i, 1,2 x nc — 1, 2}],

PlotJoined— > True, PlotRange— > {—2,2,2,2},

DisplayFunction— > Identity, PlotStyle— > {RGBColor|[0,0,1]}],
DisplayFunction— > $DisplayFunction], {n, 0, 2 * ni, 2}]; (M.4.61)



Capitulo 5

Campos producidos por distribuciones
de cargas y corrientes. Radiacion

5.1. Introduccion

Este capitulo se dedica al establecimiento de la relacion entre el campo electromagnético y las
cargas y corrientes que lo crean. Para este fin se hace uso de los potenciales retardados, los cuales
son potenciales de Lorenz compatibles con el principio de causalidad. Se comienza por obtener la
expresion de los potenciales producidos por distribuciones continuas de carga y, a partir de ésta,
como caso particular, la de los producidos por una carga puntual en movimiento, o potenciales de
Lienard-Wiechert.

Los campos se obtienen a partir de los potenciales. En primer lugar se lleva a cabo el calculo
exacto de los producidos por las distribuciones continuas y de sus aproximaciones para dos casos de
especial interés: para los campos lejanos de radiaciéon producidos por volimenes de fuentes finitos,
pero de tamano eléctrico arbitrario, y para campos multipolares producidos por voltimenes eléctri-
camente pequenos. Por dltimo, se analizan los campos debidos a cargas singulares y se introduce el
problema crucial de la interaccién de una carga puntual con su propio campo, donde se manifiesta
el limite cuantico de aplicabilidad de la electrodinamica clasica.

5.2. Potenciales retardados

Como ya se ha apuntado, los potenciales retardados son aquellos potenciales de Lorenz cuyo
estado es funcién del de las fuentes en instantes anteriores al de observacién. Se comenzard por
obtener una expresion vélida para distribuciones continuas de carga y posteriormente se consid-
erara el caso en el que dicha distribuciéon corresponde a una carga puntual. En cualquier caso, se
supone que las cargas y corrientes de la distribucién, véase la figura 5.1, estdn contenidas en un

197



198 CAPITULO 5. CAMPOS. RADIACION

volumen V' y representan a la totalidad de las cargas presentes, por lo que las constantes del medio

corresponden a las del vacio L.

5.2.1. Potenciales de una distribucién continua

Superficie colectora

Figura 5.1: Distribucién de fuentes

Una forma conveniente de calcular el campo electromagnético producido por una distribucion de
cargas y corrientes es a través de los potenciales retardados. Considérese , figura 5.1, la distribucion
acotada 7(7', '), contenida en un volumen finito, cuya maxima distancia al origen L = r;n% también
es finita. Las coordenadas de las fuentes son 7’ y ¢’ y las del punto de observacién 7y t. R =7 — 7"’
es el vector de posicién relativa del punto de observacién con respecto al punto fuente. Los vectores

unitarios correspondientes se anotaran de la forma

~ R L7 7
REE o =, ,EW (5.1)

Los Potenciales retardados son soluciones de la ecuacion de onda para los potenciales de Lorenz
4.5

| A7, t) = —pog' (7, t) (5.2)

que convergen a cero para r — ooy que cumplen el principio de causalidad con respecto a las fuentes
que los producen. Este problema puede resolverse recurriendo al método de Green en el dominio
del tiempo, segtn el cual la solucién se obtiene en dos etapas:

1* - Busqueda de la funcién de Green G(7, 7', t, ') del problema propuesto, como solucién de

la ecuacion de Green

| |G(F, 7' t, )= —0(F— 7)ot —t) (5.3)

!Este convenio equivale a considerar 7 — Jr (véase el capitulo 3).
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que cumple las mismas condiciones de contorno que el problema de partida pero corresponde a

fuentes puntuales e instantaneas 2.

22 - Obtencién de A* mediante la integral

AY(F, t) —Mo/ / I GFE, 7t ) do' dt! (5.4)
t/=foo !/

Al cumplir G las condiciones de contorno del problema, también las cumple A’

No es dificil verificar la expresién anterior. Si se multiplica la ecuacién 5.3 por g 7 (7', ') y se

integra sobre V' y ', | | puede salir fuera de la integral ? y

] / / 1o (7 VG 7t ) i d = —pog (., 1)
t/ !/

por lo que 5.4 es la soluciéon buscada de 5.2.

Cabe recordar que la ventaja del método de Green reside en que, una vez resuelta la primera
parte del problema, que suele ser mas sencilla que el problema completo, mediante una simple
integracion se tiene la respuesta para toda una familia de problemas analogos, todos los cuales
tienen las mismas condiciones de contorno pero responden a distribuciones de corriente distintas.

Funcion de Green

Puesto que la fuente de la funcién de Green es puntual e instantdnea, existirdn soluciones con
simetria esférica, funcién de R = |R| = [ — 7’| y 7 =t — t’. Para este tipo de soluciones

| 1G(R,7) = —6(R)S(7) (5.5)

donde

1 9(RG) PG PG
R OR?2 7 9t 072

Fuera del punto fuente R # 0 y la ecuacién de 5.5 es homogénea

1 8*(RG) 1 &G

R oz 2o 0
Multiplicando por Ry definiendo G’ = RG
%G 1 0°G" _o

OR2 2 012

2 Nétese que | | opera sobre (7, t) y que las fuentes estén definidas en (7', t').
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ecuacién cuyas soluciones son bien conocidas:
G'(R,7) = f(r = R/c)+g(r+ R[c) =

T—R/c) N g(m + R/c)

G(R,7) = it 7 7

=G, (1—R/c,R)+ Go(t+ R/c, R) (5.6)

El potencial resultante de sustituir G, en 5.4, potencial adelantado, es funcién del estado de las
fuentes en el futuro del instante de observacion , por lo que no cumple el principio de causalidad.
Aunque, en otro tipo de problemas, los potenciales adelantados pueden encontrar utilidad, las
condiciones impuestas aqui los excluyen. Los potenciales retardados permiten la descripcién de todos
los fenémenos electromagnéticos salvo aquellos en los que se traspasan los limites de aplicabilidad
de la electrodinamica clasica.

Esta soluciéon general, retardada, de la ecuacion homogénea, debe hacerse compatible con la
existencia de fuentes puntuales e instantdneas. Si se desarrolla f(7 — R/c) en serie alrededor del
origen R =10

f(r—R/c) ~ f(r) — %f(T)RJr...
donde f = (8f/dR) p_,- De aqui se deduce que
f(r) 1 F(7)

Jm, G(r, B) = lim [R‘cf“)*“'] = e

Bajo estas condiciones Gy = f(7)/R es soluciéon del limite estatico de la ecuaciéon de Green 5.5
34

5 e

7 (%) = mtmin

Resulta, en consecuencia, que f(7) = §(7)/4n. Pero el argumento de la funcién f es 7 — R/cy
f(r) = (T = R/¢)|r=0, luego

f(T . R/C) _ (S(T ;WR/C)
y la funcién de Green buscada es
d(t—t' — R/c)
— ! -
G(R,t—1t) iR (5.7)

3Cuando R — 0, la derivada espacial 0Go/OR crece segin R™2 mientras que la temporal 0Go/97 lo hace segiin
R~ por lo que esta tltima es despreciable frente a la primera.
*V?(1/R) = —4nS(R).
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Potenciales retardados

Sustituyendo la funcién de Green 5.7 en 5.4 se tiene que®

i N ]i(F/7 t/) ;R I o3yl
AT t) = —— et +— —t)dv' dt 5.8
(T’ ) 4 /t’—oo /’ R ( * c ) ! ( )
Integrando sobre ' se obtienen los potenciales retardados:

_mo [ St = R/c)

ANF, t) = ], = dv' (5.9)
La expresion tridimensional de éstos es
(7, t) = ! / L] dv’ (5.10a)
dmeg Sy R
A 1) = %; / U};] ' (5.10b)
donde [ f | = f(7', t — R/c). En la figura 5.1 se representa a una superficie esférica, la superficie

colectora de informacién, que se mueve con la velocidad de la luz y se colapsa en el instante t sobre
el punto de observacién: en su camino va detectando los valores de las densidades retardadas que
habrd que introducir en las integrales de potencial .

Los potenciales adelantados se expresan de forma analoga pero sustituyendo el retraso por
adelanto.

Potenciales retardados en el dominio de la frecuencia

En el dominio de la frecuencia

; 1 > . . 1 1 . .
AYT, w) = o /t_ A7, e ¥ dt = Z—; o R [% /tf(f”, t—R/c)e ¥ dt| dv

Cambiando a la variable & = t — R/c en la integral sobre ¢, con lo que da = dt, y escribiendo
k=w/c

. 1 N efjk:R ,

(7, w) = TIneo /p(r , W) 7 dv (5.11a)
. —jkR

Al w) =20 /V 7, w) S v (5.11b)

donde puede apreciarse que el término exp(—jkR), de médulo unitario y fase —arctg(wR/c), traduce
el retraso temporal en un retraso de fase en funcién de la frecuencia.

5La delta de Dirac es una funcién simétrica.
SProblema 5-1.
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5.2.2. Potenciales de Lienard-Wiechert

Los potenciales de Lienard-Wiechert son retardados; se deben a una particula puntual cargada
y en movimiento. Para obtener su expresién, se tomarda como punto de partida a la 5.8, en la que
aparecen las componentes del tetravector densidad de corriente y la funcién de Green retardada.
En este caso se trata de una distribucién singular que corresponde a una particula de carga e y
posicién 7,(t') que se mueve con velocidad v, (') = dr,(t')/dt’. Segin 2.35, 2.24 y 2.26,

FE ) = [ep( ), 7, )] = ele, Tp()] O — 7p(t')] (5.12)

Se supone a la particula dentro de un volumen V', a distancia finita del observador, para t' €
(—00, t), como se muestra en la figura 5.2.

A , P(T,t)
Z Vp(t) _
R
Mo €o
>
y r
v Tolt)
v
X
Figura 5.2: Distribucién singular
La funcion de Green 5.7 se concreta en
(' + R(7, t'))c—1t)
— ) = : 7t) = |7 — 7 (¢ 1
G(R. 1 1) = WL TRt R =1 () (513)

Sustituyendo en 5.8

U= — @ > [C, ﬁp(t/)] ! R(ﬁ t/) - 21 = () ! g4l
AT t) = 47re/tf:_oo// " ) ot + — t) §[F" — 7p(t)] du' dt

= Mo, les ()] 5o B g\
C Ar /t’: L RE ) T t){ O = () d }dt
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La integral sobre V' es igual a la unidad si se exige que la particula esté dentro de dicho volumen
en el instante .

En la integracién sobre t, 7 es un pardmetro y puede considerarse (a) = f(t'). Por otra parte,
(b) = g(t') lo que no permite el uso directo de la regla integral de desplazamiento de la delta de
Dirac. En este caso, véase la expresién 43.19 de [Spiegel et al.] 7,

/ / ! d
} f(&)olg(t') —t)dt’ = Z [W]g(t’,):t

2

(5.15)

donde t] son las raices de la ecuacién g(t') = t, para las cuales se anula el argumento de la delta de
Dirac. Dado que

1
g(t') = g7, ') = ' + — R(F', ) (5.16)

la ecuacion a resolver es

R(7 ) = |F =) = c(t — ') (5.17)
, la cual tiene una sola raiz t,, el Tiempo retardado de la particula.

Efectivamente, si ¢, es una raiz de la ecuacién anterior, la norma del intervalo espacio-temporal
2 _ 2 2 =2 = 2 _
As* = |t —t,|* — |7 —Tp(tp)|" =0

es de tipo luminico (véase la seccién 1.5.1.1) luego, como se indica esquemdticamente en la figura
5.3, el punto de observacién (ct, 7) y el (ctp, 7(tp)), ocupado por la particula en t,, estan situados
en la superficie de un mismo cono de luz. Por ser el potencial retardado, la particula estard situada
en dicho instante en el pasado del cono de luz del punto de observacion. Dado que la particula se
mueve con velocidad inferior a la de la luz v, < ¢, ésta solo puede atravesar a la superficie del
semicono del pasado en un punto. Asi, pues, la sumatoria de 5.15 se reduce a un tinico término.

Derivando 5.168

89("77 t/) _ 1

DR 1) . ,
ot ot

=o(r,t')=1—R(7, t')- Bp(t') (5.18)

donde ﬂ_];(t’) = %)

[

o puede ser interpretado como un factor de correcién para los potenciales retardados debido al
movimiento de la particula con respecto a la direccién R de desplazamiento de la superficie colectora
en la posicién retardada 7,(t,).

Sustituyendo en 5.14 y en 5.15

Ai(f" P = o . (c, ﬁp(t/)) ):| - Ho (c, Tp(tp)) (5.19)

Ar [R(F, ) o (7, t' = 4r “R(F, ty) o(F, 1)

"5 (h(zx)) = >, %, donde z; son los ceros de h(z) .
80R _ 1 ORR
ot — 2R ot -
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ct  ct’

Punto de observacion

45° “e(ct,T)

‘ Superficie del cono de luz (pasado)
" del punto de observacion

T
7P
Posicion

(et Fplty)
(ct’, Tp(1))

retardada \j/

‘Linea del universo de la particula

Figura 5.3: Tiempo retardado de la particula

donde ?, es, como ya se ha dicho, el tiempo retardado de la particula, tal que
R(7, tp) = c(t —tp) (5.20)

. También es el instante en el que los fotones emitidos por la particula, en la direccién del punto de
observacién, llegan a este ultimo precisamente en .

En la notacién tridimensional

1 e

gb(F, t) - 4meg R(Fv tp) 0(7:; tp) (5'2180
T(7 ) — PO € Up(tp) _ L -
A7, t) = in RO 4) o(F, ) =2 Up(tp) (7, t) (5.21b)

Esta ultima expresién pone de manifiesto que el potencial vector tiene la direccion de la velocidad
de la particula en el instante retardado y es proporcional al potencial escalar.

5.3. Campo creado por una distribucion de cargas

Conocidos los potenciales, los campos se obtienen mediante derivacién de éstos con respecto a
las coordenadas del punto de observacion (7, t):

(5.22a)
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B(F, t) = VAAF 1) (5.22b)

En primer lugar se calcularan los campos producidos por una distribucién continua y posterior-
mente los asociados a una carga puntual.

5.3.1. Campo creado por una distribucion continua

Sustituyendo en 5.22 a los potenciales retardados 5.10 [Gémez-a]

(= 1 [p] ! 1 / 1 8[i] /

B t) = — LT gt — - dl] 2

(7 ¢) 4meg //V< R > dv dregc? J,y ROt dv (5.232)
—_— ~——

() (a)

57 1) = 10 TN
B(r, t) = g /,V/\ ( 7 > dv (5.23b)
(c)
donde
fl=f#", ) ,, "=t—R/c ,, R=|F—7 (5.24)

A continuacion se desarrollan y transforman estos términos con el objeto de obtener una expre-

sién de los mismos que sea ttil y significativa®.

En (a), (b) y (c) las derivaciones afectan a las coordenadas del punto de observacién 7y ¢, pero
no a 7', por lo que el desarrollo de estos términos se reduce a la utilizacién de las reglas de derivacién
de funcién de funcién.

Las derivaciones de las funciones retardadas con respecto a t pueden ser sustituidas por deriva-
ciones con respecto a 7’:

oy, ) o, ey o o, 1)

O == =" ar 8t~ or (5.25)
Por otra parte
. 1 . VR 0p(7, 1 . R
(b) = Vp(, ) R p(7, 1) = (87" ) v = p(7, 1) 2
op(F, ™) R . R
= _(87’ ) g P T) (5.26)
dado que R
1 R
v = - VR = - = Vv (5.27)

9Pueden obtenerse otras expresiones alternativas.
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El término dp/07’ puede ser sustituido haciendo uso de la ecuacién de continuidad 2.28

Op(7, t)

V-rt) + T

=0 (5.28)

La traduccién de esta ecuacién a las variables 7/ y 7/ requiere cierta atencién puesto que las
variables 7y ¢ son independientes y la aplicacién de V a f(7, t) no afecta a ¢ (t se considera como
constante en la aplicacién de V). En el caso actual 7/ = 7/(¢, 7, /) no es una variable independiente
para la aplicacién de V', por lo que la ecuacién de continuidad debe ser escrita de la forma

op(r’!, .
p(aTl ) == {v/ 'j(rlv T/)}T’:cte (529)

Aplicando las reglas de derivacién de funcién de funcién

o7, ')

\4 .j(f’/7 7—/) — {V’ .j(f’/’ T/)}T/:cte + T vl
_ Iyt 1 G
- {v j(T » T )}T’:cte + c o7 R
Volviendo a la notacién compacta [f] = f(7', 7/)
a[p] _ / - L o 5
9. Vi LgT+ (7] B)
e introduciendo este resultado en 5.26
R .~ R R
P ,. 7 —_— —_— 2 . —_— —
)= (V17D 25~ (171 B) 5~ [ 0] g (5.30)
Sustituyendo (a) y (b) en 5.23a 10
NI R 1 .~ R,
1 . R,
- 7)) — 31
o [T (531)

(e)

La integral (e) puede transformarse a una forma mas conveniente. Su componente o es

©a = [ (17D ' =

_ //v'-(mf];) dv'—//[j].v' (C%Q) '
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El primer término del segundo miembro se anula porque puede calcularse, segin el teorema de
la divergencia, como el flujo a través de la superficie §’, que envuelve a V', de [ J'] {Ra /(c R2)} y
este término es nulo porque ([ 7'])s = 0. En cuanto al segundo término,

m-v’(Ra>:m-{ “ \op, R }: o] g L71°R

¢ R? " CcR? cR3  CcR? cR3
ya que V'R, = V/(zq — 2l,) = —€,, donde €, es el vector unitario en la direccién vy V'R = ~R.
La combinacién de las tres componentes de (e) da como resultado
[71-2(J1-RR
(e) = // “R? dv (5.32)

Para calcular el campo magnético, hay que desarrollar (c) '

© = v(;)A[71+;VA[f1=[f]A<§;>+;vmm=
= [i]A<1§;>+[i]A(fR (5.33)

Por tltimo, las expresiones buscadas se obtienen sustituyendo (e) en 5.31 y (c) en 5.23b 12

o= 1 [p]é / 1 / QE(E[j])_[j] /
E(F t) = d d
(7, ¢) 4meg // r2 v +47r50 , cR? vt
EC Ez
1 ([FINR)AR
d 5.34
4meg /, 2R v (5.34a)
E,
S g _ HO [ 7] AR r, MO [.7] AR ’
B(7, t) = in // J2 dv' + ir )y cR dv (5.34b)

E¢ tiene una forma similar a la del campo culombiano estético; decae, como éste, segiin R~2 pero
es funcion del valor retardado de la densidad de carga, por lo que se denomina campo Culombiano

UV Ad(u) = VuA 42
12Para obtener las expresiones en el dominio de la frecuencia, basta con hacer las sustituciones (7 t) — (7, w),
[f] = f(7', w)exp(—jk R) y [f] = jw f(7, w) exp(—jk R).
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retardado. E; tiene la misma dependencia R~2 que el anterior y es funcién de la densidad de corriente
retardada; es el campo de Induccion. ET tiene una dependencia radial R~! y es funcién de la derivada
temporal de la densidad de corriente retardada. Es interesante hacer notar que la derivacion espacial
con respecto a las coordenadas del punto de observacién se traduce en una derivaciéon con respecto
al tiempo 7’ de las fuentes. Como se muestra en la figura 5.4, al diferenciar espacialmente en el
punto de observacién hay que comparar el valor de los potenciales en el mismo instante ¢ pero en
distintos puntos 7y 7+ A7. Esto equivale a comparar las fuentes en un mismo punto 7’ y en dos
instantes distintos 71 =t — Ry /cy 75 =t — Ry /c.

t=t- R/c
z R/C 1 7

_ /| Rjc t,=t- RJc
r T+AT ? i

’ At= t,-t, = (UO) (R,-R)

Figura 5.4: Derivacién espacial - temporal

Para una onda monocromatica

. oo R R
7] ~ 7 = E E ~N — = —
(71 ~el7) = BB~ =5
donde X es la longitud de onda correspondiente a la maxima frecuencia significativa del espectro de

las corrientes.

Bp es el campo magnético cercano o de Biot y Savart, el cual es funcién de las corrientes
retardadas [ 7] y decrece segtin R~2; serd despreciable a larga distancia. B, el campo de Radiacidn,

es funcién de la derivada temporal de las corrientes retardadas [ J'] y decrece con la distancia segin
R~!, predominando sobre los anteriores a larga distancia de las fuentes. Para ondas monocromaticas

Bl R R

\Bg| T X

De acuerdo con ésto, F, y su homdlogo magnético son los campos de radiacion, los cuales
predominan para distancias R >> .

L 1 FIANR) AR
E(F, t)rad = e // (LJ] cQR) dv’ (5.35a)
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. w [ [FIAR

B(F )raa = 7 R dv’ (5.35b)

A continuacién se estudiardn los campos producidos por voliimenes V' con diversos criterios de
aproximacion. En primer lugar se considera el caso de volimenes radiantes de tamano arbitrario,
observados desde distancias muy superiores a la longitud de onda A\ y a la distancia maxima L
del mismo al origen y, en segundo lugar, se llevara a cabo el desarrollo multipolar de los campos
producidos por distribuciones de corriente eléctricamente pequenas (L << \).

5.3.1.1. Campos lejanos de radiacion; intensidad y potencia radiadas

Como ya se ha visto, son los campos de radiacién los que predominan a distancias suficientemente
grandes. Se deducird una aproximacién de los mismos, en el dominio de la frecuencia y para la zona
lejana o de Radiacion, definida como aquella en la que r >> LTZ, Ly A, en la que no se limita el
tamano eléctrico de la distribucién [ = L/A.

Partiendo del potencial vector 5.11b en el dominio de la frecuencia, se aproxima el nicleo f(R)
o—JkR

fFR)=—% (5.36)

de la siguiente forma:

12

7! 1 1
R= (F—F’)er\/l—Qﬁ-T + =rVli—z~r (1—-z— 22+
roor? 2 8

donde

~

2

<

7!
r2

— o~/
r=2n-r

3 |

Esta serie serd convergente si r//r << 1y, por lo tanto, |x| << 1. Truncando por encima de los
términos de segundo orden en r//r

. . o= ! —
o IkR ~ p—ikr gk T —ypkr! T 1-(i7)? ]
donde k = k7.

El segundo factor solo serd ~ 1 si kr’ ~ r'/\ << 1, pero, en este caso, no se pretende limitar el
tamano eléctrico de V'. Para poder aproximar a la unidad el argumento de la tltima exponencial, es
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necesario que kr'? /r<<lor>> L? /. Por lo que respecta a 1/R, si r'/r << 1 puede aproximarse
en primer orden a 1/r, con lo que

—JjkR —jkr ., L2
6R :er eIk r> oyl (5.37)

Estas condiciones no limitan el tamano eléctrico de la distribucién, salvo que éste debe ser
finito, por lo que la expresion anterior constituye un punto de partida adecuado para el estudio de
los campos de radiacién de las antenas, en las que a menudo L ~ A. De aqui se deduce que, en la
zona de radiacién

e—]k’f‘

A7, w) ~ N(ii,w) = N(7, w)zg /V G w) T o (5.38)

r

—

N(7i, w), el Vector de radiacion, es funcién de la frecuencia y de la direccién de observacién 7,
es decir, de los angulos 6 y ¢, puesto que k = . Debido a ésto, el potencial y los campos tienen la
forma de ondas esféricas no homogéneas. La fase ¢ = wt — kr es funcién de r, pero la amplitud en
las superficies de igual fase, 7 = cte, es funcién de 0 y ¢.

Ademds, el célculo de los campos puede facilitarse con la aproximacion

Vo —gh=—0 . r>A (5.39)
C

Efectivamente, dado que r >> 1/, el punto de observacién estd fuera de V' y (7, w) = 0, luego

B(7, w) = V A A(F, w) (5.40a)

2
_ c -,
E(F, w) = — VAB(F, w) (5.40b)
jw
por lo que ambos campos pueden derivarse del potencial vector 3.

De lo anterior se deduce que es necesario realizar operaciones del tipo 4

tm 210

kr>>1 O0xq

= _]knaf (7’)

donde f(r) = f(R)y=0, ¥y
r>>r OLq, r>>r

(o R x! L7 7
lim ——e* ™ = lim gk ( =% — (7 —)ng ) 7 =0
T

De esta forma es facil de ver que 5.39 es aplicable y que los campos lejanos de radiaciéon pueden
ser aproximados por

13Téngase en cuenta, sin embargo, que F # f%,
14vyéase el probema 5-2.
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i A N (7, w) (5.41a)

E(F,w) ~ ¢B(F w)Af (5.41b)

Estas ecuaciones describen una relacién de estructura, para los campos de radiacion, analoga a
la de las ondas planas homogéneas. El campo de radiacion lejano es tranversal, de forma que E,
B y 7, forman un triedro rectangulo a derechas y E = c¢B. Por otra parte, el campo magnético es
también perpendicular al potencial vector.

Pasando al dominio del tiempo y teniendo en cuenta que k = %

. . —1 .
B(r, t) = / B(7, w)e™! dw = —i A / Jw N (7, w) eI (t=r/0) g

cr
. 1.2
B(r, t) = [N A (5.42)
donde
() = [ R w) -9 do
- %2 // /ijj_(F', w) ) @ dw = %2 /v,{f} '
es %, evaluada en el tiempo retardado del origen t—¢, [f]] = f(t—%), y la corriente es evaluada en la

aproximacién de primer orden en ”7/ del retraso correspondiente al punto fuente, {f} = f(t— #)

Potencia e intensidad

El vector de Poynting de estos campos caracteriza al fenémero de Radiacion como aquel por el
cual el volumen de fuentes pierde energia de forma irreversible.

En el dominio del tiempo

LN ARaE (5.43)

- Cc -
S(7, t) = —(B(F, t) ANii) A B(F, t) = —B%(F, t)ii =
(7, 1) uo(( ) Aii) A B(T, 1) o (7, 1) oc

relaciones en las que se pone de manifiesto que este vector tiene la misma direccién y el mismo
sentido que 7 y que decrece explicitamente con la distancia al origen segun el inverso del cuadrado
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5{ NTTTZ
aunque es necesario tener en cuenta que también depende de 7 a través de la evaluacion retardada
[[]]- En la figura 5.5 se muestra como un sistema radiante emite un pulso electromagnético y como,
a lo largo de su propagacién, la amplitud de su energia se atenua segtin 2 y el campo va ocupando
volimenes que crecen segun 2. La energia total transportada se conserva pero la dependencia radial
es del tipo (1/72) f(t —r/c).

Pulso
en ..

 Frentedeonda g t=h t=tp

" Volumen ..
radiante

Y

Figura 5.5: Radiacién de un pulso electromagnético

El valor medio de la potencia radiada por unidad de superficie es

. . . . k2
() = LRe[ 8] = o Re B(F, &) AB'(7, )] = oo

= i A N(it, w) >t 5.44
o | (71, w) | (5.44)

B 2410 T2

. En el dominio de la frecuencia, correspondiente a un estado estacionario senoidal, la dependencia

del retardo desaparece y solo queda la explicita 2.

Se suele definir la Intensidad de radiacion como la potencia radiada por unidad de angulo sélido

_dP(7, t) i ds

1) 0 ” r2

= senfdfd¢ (5.45)

La potencia total radiada, a través de una superficie de radio r, puede calcularse a partir de S
odeZ

P(r, t):/ t S(r, t)~d§:/QI(F, t)dQ:/SI(“;)”.dg (5.46)
r=cte

de donde se deduce que la intensidad en el domio del tiempo es
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I(Ft) = (it *(ﬁ, t)) r? = (5.47)
— Lyjapaap (5.48)
Hoc

no solo depende del tiempo, sino que también depende de 7 debido a la evaluacién retardada de N.

Por el contrario, en el dominio de la frecuencia, el valor medio de la intensidad

(I) = @@-(8)r’= (5.49)
o ck? . NI 2

solo depende de la frecuencia, por lo que toda la potencia emitida es radiada hacia el infinito y
perdida de forma irreversible por el volumen radiante.

5.3.1.2. Antenas lineales

Unas distribuciones de carga radiante, que presentan un gran interés practico, son las antenas.
El céalculo de los campos de radiacién producidos por éstas es, en general, complicado. Supone la
resolucién de un problema autoconsistente en el que deben hallarse al mismo tiempo las corrientes
que circulan por la antena y los campos producidos. Un caso relativamente sencillo es el de las
antenas de hilo, construidas con cable conductor de didmetro despreciable. A modo de ejemplo, se
considera la antena lineal simétrica ( Antena dipolo) que se muestra en la figura 5.6. En la figura 5.7
se representa a la antena, con objeto de ilustrar sus propiedades més caracteristicas, como derivada
de una linea de transmisién bifilar abierta en la que la distancia entre conductores se supone muy
pequena con respecto a la longitud de onda.

En principio, la guia estd en abierto por lo que la intensidad en su extremo es nula y su depen-
dencia de z es la correspondiente a una onda estacionaria '®. Puede considerarse que la antena se
forma doblando una seccién terminal de los cables en dngulo recto con objeto de adaptar las ondas
al espacio externo.

En la figura 5.6 se presenta la geometria de la linea para el cdlculo del vector de radiacion 5.38

N(#, w) =0 / T, w) R ! (5.51)
V/

La distribucién de corriente, que se supone arménica, es lineal, de longitud L = 2 y esta definida
en el eje z, por lo que habréd que substituir 7{7/, w) dv’ por I(z', w)Z dz" en la integral.

1 . . . 7 . .z . . . ’ z

5Para que la onda sea estacionaria, es necesario que la gufa no radie una fraccién significativa de su energfa a través
de la abertura. Esto es aproximadamente cierto en la linea, si d < A, pero no en el caso en que ésta se abra para
formar una antena.
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: 1Ly

Figura 5.6: Antena lineal simétrica

- @
d o %Z @
7 —
z=0
A

1 I
i
/

@)
= Q70 )

Figura 5.7: La antena como linea abierta
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Para hallar los campos de radiacion es necesario conocer la distribucién espacial de la intensidad
de corriente y tampoco en este caso el problema es simple. Una primera aproximacién de I(z')
que, aunque responde a hipdtesis intuitivas, se aproxima bastante a la realidad, puede obtenerse
considerando el proceso descrito en la figura 5.7. Con este fin se emiten las siguientes hipétesis:

- Puesto que en los extremos de la antena no existe ninguna estructura capaz de almacenar
carga, la intensidad en los mismos debe anularse: I(|z'| = 1) = 0.

- Dada la simetria, la corriente es continua en el origen: I(2' =04) = I(z' =0_)

- La dependencia de 2’ es aproximadamente senoidal:

n o f Tosenk(l—2") ,, 2/>0
[(#) = { Ipsenk(l+2) ,, 2/ <0 (5.52)

- Se supone que k es aproximadamente igual al nimero de onda de las ondas planas en el espacio

libre. Supuesto que éste es el vacio, k ~ w.,/[o&o.

Puede demostrarse, tedrica y practicamente, que, en la mayoria de las aplicaciones, estas hipdtesis
dan una aproximacién adecuada de la corriente que circula por una antena de este tipo.

Bajo estos supuestos, el vector de onda puede obtenerse mediante la integral

. I [ [° o : o
N(#t, w) = 2% {/ sen k(14 2')elk= cos0 gy +/ senk(l — 2')el*? COsedz’} =
™ —1 0

~ polo
z E Y R— F(0) (5.53)

F(9, ¢) es el Factor de antena. En este caso '

cos(kl cos 0) — cos(kl)

F(9) = 5.54
(©) —on 0 (5.54)
De 5.41b y 5.41a se deduce que los campos tienen la forma
E=FEy0 ,, H=H,? (5.55)
By—j 200 e p g (5.56)
0= on r et '

El factor de antena describe, por lo tanto, la distribucion direccional de los campos y su cuadrado
la de la energia radiada. La potencia media radiada por la antena es, segtin 5.44,

2 s
<P>:2/Re[80]-d§: ZZIO/ |F ()] sen 6 do (5:57)
S T Jo

16problema 5-5.
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R, [Q] Gz
Z,=378 L/X =05 dipolo -
oo LIx=1 | 06/' n
\\ N 4 N
'~ 7 N p
200 |- | § / N
A ! 2
100 ’
' L/A
1 2 3 4 5
@ (b)
Gy
1 2
(© ()

Figura 5.8: Resistencia y directividad

Para dar una medida de la eficacia de una antena como emisora se define la Resistencia de
radiacion

2(P) _ Zo / " 2

Rypg = = — F(0)|” sen6db 5.58
rad Ig o7 0 ‘ ( )‘ ( )

Otro pardmetro interesante es la Ganancia directiva G(0, ¢) que describe como la potencia

radiada se distribuye en las distintas direcciones del espacio. Se define como la intensidad media

(temporal) normalizada: la potencia media radiada por unidad de angulo sélido, en una direccién
determinada, dividida por el valor medio de dicha magnitud para todas las direcciones espaciales:

(1)(0, ¢)
G(0, ¢) T (5.59)

Su valor méximo D se conoce como la Directividad de la antena. Esta es igual a la unidad cuando
el radiador es isétropo e infinita cuando toda la energia es emitida en una sola direccién.

En el caso presente,
2|F(0)

Go) = JTIF®)2 sendb

(5.60)
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La figura 5.8a muestra como las antenas muy pequenas, los dipolos eléctricos, son poco eficaces
puesto que su resistencia de radiacién es pequena. Esta crece rapidamente cuando la longitud de
la antena se acerca al valor L ~ \ y presenta maximos para longitudes que son multiplos enteros
de la anterior. Las figuras 5.8b-c-d son diagramas polares '7 de la ganancia directiva para distintas
antenas. Como referencia en cada gréafica se incluye la ganancia de la menos directiva, es decir, la
del dipolo eléctricamente corto (L < \).

5.3.1.3. Desarrollo multipolar en coordenadas cartesianas

El campo electromagnético, producido por distribuciones de corriente eléctricamente pequenas
y observado desde fuera de las mismas, puede ser descompuesto en términos multipolares de forma
andloga, en cierto sentido, a la utilizada en el caso de los campos estaticos. Este desarrollo se
diferencia del estatico en que, aunque se realiza en funcién de los mismos parametros multipolares, los
campos correspondientes tienen una dependencia radial diferente. En las cercanias de la distribucién
se observa un campo multipolar de tipo estatico, cuyos pardmetros varian con el tiempo, pero a
gran distancia todos los términos multipolares decaen segiin r~!. También cabe diferenciar el tipo
de aproximacién que aqui se realiza con respecto al utilizado en la seccién anterior, puesto que
ahora las fuentes deben estar contenidas en un volumen eléctricamente pequenio pero pueden ser
observadas desde puntos externos cercanos. A continuacién se aborda este desarrollo empleando un
sistema de coordenadas cartesiano.

r=L r=A ‘
A }
Zzona zona intermedia zona de radiacion
cercana
L<r<< A L<r~ A L<<\ <<r

Figura 5.9: Zonas del campo multipolar

Se distinguiran tres zonas, como se muestra en la figura 5.9:
- L <7 << X\ = cercana (cuasiestatica) 8.

- L <r ~ X\ = intermedia (de induccién).

- L << XA << r = de radiacién (lejana).

aunque se prestard atencion preferente a la zona de radiacion.

Puesto que el punto de observacion es externo a la distribucién, pueden utilizarse 5.41a y 5.41b
y obtener los campos a partir del potencial vector 5.11b. Como en el estudio de los campos lejanos

TG, = G senf v G, = Gcosh.
181,a convergencia del desarrollo multipolar solo exige que L < 7, A, por lo que en un sistema radiante concreto,
pueden no darse las condiciones de zona cercana.
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realizado en las secciones anteriores, en la zona de radiacion puede substituirse al operador rotacional
por el producto vectorial por —jk 7.

Anotando

U
U=un ,, =u7 |, U=UR=4—1u (5.61)

el potencial puede escribirse como

Desarrollando en serie el nicleo de la integral alrededor del origen de coordenadas ¥ = 0 y
conservando solo los primeros términos del desarrollo

JO) = flu)+ 7 (V' FU) } o

Por otra parte

VW) = RO+ )R = (VW) g = @)+ 1) i (5.62)
FU) = flu) + f)(L+ + )i (5.6
(a) ~~

Esta aproximacién requiere que tanto (a) — u’ - i@ ~ L/, como (b) — (u/ - i@)/u ~ L/r, sean
magnitudes pequenas, es decir, L. << r, \. La convergencia de la serie se asegura con tal de que
L<r A

Como es facil de comprobar, también se cumplen las relaciones

Vi) = VW) = 00+ D) Ry Vi) = k@t ) (5.60)

Hasta este orden de aproximacién

A7, w) ~ jk%‘; F(u) /v U w) dv’ (5.65)
(4)
—k2ﬁf(u)(1+i)/,j(77’, w)(F' - /) dv’ (5.66)

B
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De cada uno de estos términos se deducen los campos:
A — Dipolar eléctrico.

B — Dipolar magnético y cudripolar eléctrico.

Campo dipolar eléctrico

5.65 puede expresarse en funcién de la densidad de carga mediante el uso de la ecuacién de
continuidad 2.28. Si se integra sobre V' la componente a de la densidad de corriente

/ Jo dv' = / V' (2,7 dv’—/ V' Jdv = / x;a—[j dv’
V/ vl D vl v/ at

=0

donde se ha utilizado el teorema de la divergencia y se ha tenido en cuenta que V' contiene a todas
las corrientes. Uniendo las tres componentes, pasando al dominio de la frecuencia y escribiendo la
densidad espectral del momento dipolar eléctrico como d,

—

/ 7 w)dv' = jw/ Pp(F, w)dv' = jw d, (5.67)
V/ !
por lo que, sustituyendo en 5.65

A7, w) = —k;”%cf(u) d, (5.68)

que es el potencial vector dipolar eléctrico.

-

d,, es un vector constante, luego V A J;, =0y

VA{f(w)d,} = V() Ad,

De acuerdo con 5.64 y 5.40a

B(7, w) = k3 f(u )7 Ad) (5.69)

1
47 ( )(\1// u
(1) ~~

Este es el campo magnético Dipolar eléctrico, que incluye al de radiacién (1), con dependencia

r~1, y al de Biot y Savart (2) con dependencia r~2.

De nuevo, el cdlculo del campo eléctrico es mas laborioso. Partiendo de 5.40b

VALF@)+ )AL=V A (gl AdL) =
Vg(u) A (7 Ady) + gu)(dy - V)it — glu)d, V - 7 (5.70)
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Operando y agrupando términos ™

1 1 (- 8,
— f(u =4 —2){dw—3ﬁ(ﬁ-dw)} (5.71)
4meg ~——— U U
® @ ©)

El campo eléctrico Dipolar eléctrico contiene tres términos diferenciados, el cercano (5) ~ 773,

el de induccién (4) ~ 7=2 y el de radiacién (3) ~ r~!. La figura 5.10 muestra el médulo del campo
eléctrico dipolar eléctrico producido por un dipolo radiante con orientacién fija en la direccién z. En
la figura 5.11 se representan las secciones de la figura anterior en las direcciones: del dipolo (x = 0)
y en la transversal al mismo (z = 0). Los campos representados en esta tultima seccién son, para

x >> )\los de radiacion.

2 I

E ,/:,,,' \
1.5 il
VAR

&W‘\\\\\\\\\t\\\\: A

QYN

0.5 £ .m ‘\\.\\}?&“\

0\
X

2
LR
2%

e,

Figura 5.10: Campo eléctrico dipolar eléctrico

Zona cercana e intermedia :

En la zona cercana predomina el término (5) del campo eléctrico y el retraso es despreciable
% — 1. Pasando al dominio del tiempo

puesto que kr =u — 0y e”

19Problema 5-9.



5.3. CAMPO CREADO POR UNA DISTRIBUCION DE CARGAS 221

37 - d(t)) —d(t) } (5.72)
que es el campo instantaneo producido por un dipolo.

En la zona intermedia predominan los términos (2) y (4) y el retraso no es despreciable.

Zona de radiacién:

La zona de radiacién es la que presenta un mayor interés. En ella los términos predominantes
son los de radiacién (1) y (3)

E(F, w) ~ e¢B(T, w) Nl (5.73)

—jkr .
=2 P T mad,) (5.74)

v r
La intensidad media de radiacién viene dada por

4
ck - _,|2
3271'260

(1) =

y crece con la cuarta potencia de la frecuencia (k* ~ w?).

dy, AT

(5.75)

Es necesario tener en cuenta que si el dipolo varia de orientacién con el tiempo, solo el vector
7 tiene direccién fija en el espacio. En el dominio de la frecuencia ésto se traduce en que de, 10
tendrd sus tres componentes en fase ( recuérdese la seccién sobre polarizacién de ondas). Si el
dipolo tiene una orientacién fija dey =dy d donde d,, puede ser complejo y d es un vector unitario
real. En este tultimo caso, tomando d = 2
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=
E T

s>

Y

X

Figura 5.12: Dipolo eléctrico con orientacién fija

. _kQ —gkr

E(F,w) = pr— d,, sent 0 (5.76)
. _ k?2 —gkr
B(F, w) = ’jf; d, senf S 3 (5.77)
3\ (7 1 (= D% (= Ck4dt2/.) 20 =
<S>(T) = TMORe <E(7‘, CU) N B (7', CU)> = W sen“0 1 (578)
ck*d?,

(I) = e sen?6 (5.79)

Integrando sobre el dngulo sélido se obtiene el valor medio de la potencia total radiada 2°

ck*|d,|?

(P) = 127¢0

(5.80)

Para expresar a los campos en el dominio del tiempo es necesario aplicar la transformada inversa
de Fourier al campo magnético 5.74. Dado que k? = —(jw)?/c?,

B0 = i [ (g L

luego

29Problema 5-10.



5.3. CAMPO CREADO POR UNA DISTRIBUCION DE CARGAS 223

E(7 t) ~ c¢B(F, t) A i (5.81a)
=T 20) P o

B(F, t) = d]A 5.81b
(7 1) = ([d] A7) (5.81b)

—

donde [ d ] es la derivada segunda temporal del momento dipolar retardado. De lo anterior se deduce
que el vector de Poynting

S ) o Mo T1UA 2=
S(7, t)—cwemn—m{[d]/\n} n (5.82)

es proporcional a ¢ y a la densidad de energia electromagnética, como el correspondiente de las

ondas planas en el vacio, y a [ d ]2.

Entre las expresiones en el dominio de la frecuencia y las correspondientes en el dominio del
tiempo existe una analogia expresada por

[d] o () de 7 (5.83)

Las caracteristicas basicas de los campos dipolares de radiacién pueden representarse gréfica-
mente mediante los diagramas de radiacién y las lineas de campo. A continuacién se consideran
dipolos cuya orientacién espacial es fija.

Diagramas de radiacion :

Figura 5.13: Diagramas de radiaciéon bidimensionales
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;3;’;;“‘“1
st
s
"41*:@\‘ N Wi

N 7
\ Wl 2

Figura 5.14: Diagramas de radiacién tridimensionales

Los Diagramas de radiacion son graficas polares, funcion de los angulos 8 y ¢, que representan
la distribucién direccional de la amplitud del campo o la intensidad de radiacion. Las magnitudes
representadas son, en el caso de los dipolos fijos,

E,(0)
Emaz

(Z(0))
<I>max

= senf )y = sen’6

En las figuras 5.13 y 5.14 puede observarse que la radiacién del dipolo es anisétropa, siendo
méxima en la direccién diametral § = 7/2. Dada la simetria del diagrama, la densidad de cantidad
de movimiento radiada es G(0) = (1/¢2)S = (6 + «) por lo que un dipolo radiante pierde energia
pero no cantidad de movimiento. Para que una antena pueda ser utilizada como motor de reaccién,
es necesario que posea un diagrama de radiaciéon asimétrico.

Lineas de campo de radiacién dipolar:

Las lineas de los campos de radiacion son cerradas, puesto que sus Unicas fuentes son la variacién
temporal de los propios campos. El magnético, no solo el de radiacién, tiene direccién azimutal @,
por lo que sus lineas de campo son circunferencias centradas en el eje z. El campo eléctrico de
radiacién tiene direccién 6, lo anotaremos como FEjy y corresponde al término (3) de 5.71. Dado que
es proporcional al senf, se anula para § — 7/2. En esta regién predomina la componente radial
E, = Ey4) = _’w(4) - 7, la cual hace que la linea se cierre sobre si misma formando un lazo de
radiacién. De acuerdo con esto, se considera el campo

E=E,ii+ Eyf
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La ecuacion de las lineas de campo se obtiene al exigir que éstas sean paralelas al mismo

E,  E

ETle IR d?"_@ 99

rE,.df — Egdr =0

Escribiendo explicitamente las componentes reales

—kd,,
Ey = Re|Eyse™'] = Akcos(wt —kr) senf ,, A=
dmegr

E. = RelE, e = 24 sen(wt — kr) cosf
T

, multiplicdndolas por senfl/A e introduciéndolas en la ecuacién de las lineas, resulta

2 sen(wt — kr) cosh senf df — k cos(wt — kr) sen®0 dr =
= d{sen*0 sen(wt — kr)} =0 =

sen?6 sen(wt — kr) = cte (5.84)

Como puede verse en la figura 5.15, esta ecuacién paramétrica de las lineas de campo eléctrico
representa a una familia de lazos, atravesados por las lineas de campo magnético, que se propagan
hacia el infinito.

Campo de radiaciéon dipolar magnética y cuadripolar eléctrica

Los campos asociados al momento dipoplar magnético y cuadripolar eléctrico se obtienen a
partir de 5.66. Aunque los dipolares magnéticos guardan una relacién de dualidad con los dipolares
eléctricos y pueden deducirse de éstos sin necesidad de calculo, inicamente se consideraran los
campos de radiacién, lo que permite despreciar en el potencial aquellos términos que tienden a cero
en la zona lejana con una rapidez superior a 7~ y emplear la aproximacién 5.39 de V. De acuerdo
con ésto

A, w) = k2 P f () / T, W) (7 - i) do’ (5.85)
4 V!
El integrando puede descomponerse en una parte simétrica y otra antisimétrica con respecto

a Jo y 7'. La primera da lugar a los campos cudripolares eléctricos y la segunda a los dipolares
magnéticos. Sumando y restando (1/2)7(7, - 70)
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-1 0 1

Figura 5.15: Lineas del campo

R T N
To(F ) = S{ T (7" - ) + 7 (L - 71) } + (5.86)
(@)
1. ., o L L
+ 5{ Ju(F i) =7 (7, - 7) } (5.87)

Campo dipolar magnético :

El potencial dipolar magnético resulta de tomar en 5.85 la parte correspondiente al término (b)
de la ecuacion anterior. Este tltimo se puede escribir como

con lo que

1
/(b)dv’:mw/\ﬁ N mw:§/ A T dv (5.88)

El potencial resultante es:
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A7, w) ~ —k2£ Fu) o AT (5.89)

Multiplicando vectorialmente por —jk7i

B w) = k2 i A ) (5.90)
O Y 4y @ '

expresion andloga a la del campo eléctrico dipolar eléctrico. El campo eléctrico dipolar magnético

resulta, por lo tanto, andlogo al magnético dipolar eléctrico y se obtiene mediante la relaciéon de
estructura

—

E(F, w) = ¢ B(F, w) At (5.91)
En la figura 5.16 puede verse la estructura del campo de radiacién dipolar magnética.

B

my
s>

Figura 5.16: Campo dipolar magnético

Campo cuadripolar eléctrico :

El potencial cuadripolar eléctrico es la parte simétrica de 5.85, correspondiente a tomar 5.86
como argumento de la integral. Esta se escribird, en principio, de la forma

//(a) dv' =

donde ? es la matriz de los momentos de segundo orden de la densidad de carga

T - (5.92)

| €
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Top = / T po dv’ (5.93)
V/

Para demostrar esto, se integra (a)q, la componente « de (a),

1 Lo - o
[ @ad = 5 [ Lol )+ @ )}
’ V/
L . . 1
= 271'/{]warl+$/(x]w}dvlz2nﬁ‘4aﬁ
V/

con

Aag = / { Jwa @3 + @0 Jupt dv' = / Jo - V(@ wp) dV'
V/ V/

= V' (zy, zj570) dv' —/ wp, x5V T, dv’
V/ 'V/

=0

= jw/ x’ax/ﬂpwdv/
vl

En estos pasos se ha hecho uso, en primer lugar, de la regla del desarrollo de V- (f@), en segundo,
del teorema de la divergencia y, por ultimo, de la ecuacién de continuidad 2.28. De esta forma se
verifica el punto de partida.

N
Como en el desarrollo cuadripolar electrostitico, es conveniente sustituir 7" por la matriz

R
cuadripolar @, de traza nula, cuyas componentes se definen como

Quop = /v/ (3:62@% — 5a5r’2) Po dv’ (5.94)

Como es fécil de comprobar, > Qaa = 021, Por tanto

— 1 — —
T:3{Q+]/lr'2pwdv'} (5.95)
y
—gkr —
A, wy=-k2ECC " 1 Q.n */ 2 p d' 5.96
)= G [ o (5.96)

21Problema 5-13.
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El campo magnético cuadripolar eléctrico de radiacién se obtiene, segiin 5.41a, multiplicando
vectorialmente por —jk 71

. ‘ c e—jk’r’ . =
B(7, w) = jk* ;%T — 1 A (Q 1) (5.97)

y el eléctrico segiin 5.41b.
Por 1ltimo, el valor medio de la intensidad de radiacién es
d(P) 6 ¢ P

(I)= g =k 920 (24m)2 A (Q )| (5.98)

que crece con la frecuencia, (~ k%), més rdpidamente que las correspondientes dipolares.

5.3.1.4. Desarrollo multipolar en coordenadas esféricas
5.3.2. Campo creado por una carga puntual

El campo creado por una carga puntual puede obtenerse a partir de los potenciales de Lienard-
Wiechert 5.21 aplicando las relaciones 5.22 que definen a los campos en funcién de los potenciales.
Esta operaciéon no ofrece problemas especiales pero es laboriosa, por lo que resulta mas sencilla
si, como en el caso de las distribuciones continuas, se lleva a cabo sistematicamente. Con objeto
de tener mas cerca a las referencias previas, éstas se reescriben a continuacién con una notacién
adecuada.

Los potenciales de partida son

rot) = —_— t) = 5.99
o(, dreg Ro 7’ ’ ( )

4t Ro

No se han explicitado los argumentos de las funciones que aparecen en el segundo miembro pero
ya se sabe que éstas deben evaluarse en el tiempo retardado de la particula t,, tal que

R=R(F, t,) = |[F— 7)(t,)| = clt —t,) (5.100a)

t(F, £) = t = = R{F, t,(7" 1)} (5.100D)

o=0(7 t,) =1 =R t,) Bp(ty) ,, Bplty) = %tp) (5.101)
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Los campos correspondientes son

dreg = 1 5,, dr o ﬂ_;,
e E= v(RO’) c@t( ) ” uoceB_V/\<RU (5.102)

Desarrollando las ecuaciones anteriores y teniendo en cuenta que

0 Ro 0 Ro 0t

ot 9t, Ot
0 _ 50t 5 _df
ot Protr 0 TP T d,
y que V Ad(u) = Vu A da/du?
Ameg - 1 3,
LB = s V(Ro)+ Rﬁ;’ 5 8591:(7) %ttp % %ttp (5.103a)
(& o T C o D civo
(b) (a) (a)
G-l G - = V(Ro)AG (5.103D)
poce  Ro L2 ? RQUQ\WZ P '
(©) (d)

Luego el célculo de los campos requiere la evaluacién de los términos (a)-(d). Derivando 5.100b

ot, _ | 10R_ | 10R0Y
ot c Ot cdt, 0t
o, _ 1
ot 1+latR
¢ Oip
pero, segtin 5.100a,
OR 8 5 =1 =~ OR ~
T _ T (B R): = — _—¢cR. .104
ot (%p(R R)2 =R . cR-f3, (5.104)
ya que
OR 0 .. | 5
9t o1 {7 —7p(tp)} = —cByp (5.105)
p p
Volviendo atrés,
ot 1
(a):a—f - (5.106)

Para calcular (b) debe tenerse en cuenta a 5.101 y 5.104 %

22Problema 5-16.
23Problema 5-17.
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0 Ro ~ o =~ 5
)= =clf~R-G) - RR-F, (5.107)
Hallando el gradiente de 5.100b
1

(c)=Vt, = — VR (5.108a)

1R R
(c)=——— = VR=— (5.108b)

co o

La comprobacion de 5.108b es sencilla si se opera sobre una de las componentes de la ecuacién
anterior y se hace uso de 5.108a

OR 0 5 =1 =~ OR
5z~ s L RE=Ray
R 9 . . =dt, . = OR
ar %{T*rp(tp)}—exfcﬂpax—6x+/3pal,

Sustituyendo en la ecuacion anterior, reconstruyendo V R, introduciendo este resultado en 5.108a
y despejando Vt,, se obtiene 5.108b. Si en la misma ecuacién anterior se tiene en cuenta a 5.108b
se obtiene

—— =€+ 50 (5.109)
Por ultimo, procediendo de forma anéloga a la seguida hasta este punto, se obtiene que 24

1

(@)= V(Re) = R {14 2 (R 5) - 2 =yt o

co

R(R-G,) (5.110)

Los campos producidos por una carga puntual en movimiento se obtienen sustituyendo (a) 5.106,
(b) 5.107, (c¢) 5.108b y (d)5.110 en 5.103. Dado que una parte de dichos campos es solo funcién de la

velocidad ¢ 3,, mientras que otra también lo es de la aceleraciéon c 3, éstos pueden descomponerse
en los Campos de velocidad, ligados o de induccidn,

. e 1 R(7 t,) — By(ty)
B, — ' ) Ppip 5.111
0= Gy B 1) 22(6) G, (1)
- 1~ . 1 N
B,(7, t) = - R(7, tp) N Ey(7, t) = Eﬁp(tp) A Ey(7, t) (5.111b)

24Problema 5-18.
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donde v, =1/,/1 — g , v los Campos de aceleracién, o radiacién, 2°

o1 RE ) A {(RE ) - B) A
b= dmegc R(T, tp) a3(7, tp)

(5.112a)

1~ .
Ba(r, 1) = — R(T, tp) N Ea(7 1) (5.112b)

En estas expresiones se resalta que los campos son evaluados en el punto e instante de observacién
(7, t) y el resto de las funciones en el instante retardado de la particula t,. En adelante, asumidas
las dependencias explicitas e implicitas, se simplificara la notaciéon de la forma

. e 1 R-§, P P
= — B,=-RANE,=-06,\NFE 5.113

Y 4mey R2 o3 Ye Y cﬁp Y ( 2)

> e 1 R/\{(R ﬂp)/\ﬁp} 5 L5 =
E B,=-RANE, 5.113b
“ 47reocR o3 VT e “ ( )

— 1/\ —
=—-RAE (5.113c)
c

Obsérvese que, aunque los campos eléctrico y magnético de una carga puntual son perpendic-
ulares entre si, I2(s) = 0, no existe ningin sistema de referencia desde el cual se anule el campo
magnético en todos los puntos del espacio. Esto es posible para los campos de velocidad, en un
sistema de referencia que se mueva con velocidad (3,, pero no para los de aceleracién.

Los campos de velocidad 5.113a tienen una dependencia radial R~2 por lo que no son campos de
radiacion; son campos ligados a, o arratrados por, la partlcula en su movimiento. El campo magnético
es transversal a R a la velocidad ﬂp y al campo eléctrico E Este dltimo tiene componente en las
direcciones R y ﬁp.

~

Los campos de aceleracién tienen la tipica dependencia R~! de los de radiacién, Ea, B, vy R
forman un triedro rectangulo a derechas y el vector de Poynting

. 1 o~

S.=— E’R (5.114)
Zo

implica la existencia de energia radiante que es emitida desde la particula hacia los puntos de

observacién, como se muestra en la figura 5.17. Las expresiones 5.113b ponen, pues, de manifiesto

que para que una particula cargada radie es necesario acelerarla.

En 5.113c se expresa la perpendicularidad del campo magnético total con respecto al campo
eléctrico total y a R. El campo eléctrico, sin embargo, tiene componente radial.

Cabe constatar que, dada una trayectoria arbitraria 7,(t,) de la carga, el campo generado por
ésta tiene una estructura realmente compleja. A continuacién se consideran algunos casos tipicos
de interés, como el de la particula con movimiento uniforme y el de los campos de radiacién de
particulas aceleradas.

25Problema 5-19.
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, Bl R
(r,t) S
R Ba
Ep T.?’p -

Figura 5.17: Campos radiantes de una particula

5.3.2.1. Campo de una carga con movimiento uniforme

Una carga con Bp = cle (B_;, = 0) sélo crea campos de velocidad. Si éstos se observan desde un
sistema de referencia en el que 3, < 1,

~

= e R = to €Tp A R
b mar P T w R
que son los campos electro-magnetostéticos (desde el sistema propio de la carga el campo se reduce

al electrostatico). Su validez se extiende a un amplio margen de velocidades no relativistas para las
que 3, < 1. En particular, desde su sistema propio sélo se observa el campo eléctrico culombiano.

(5.115)

En el caso mas general en el que la velocidad de la particula, siendo constante, no esta limitada
en magnitud, es posible obtener una expresién explicita en funcién del tiempo de observacién ¢ 26.
La figura 5.18 muestra la geometria del problema referida a un origen de coordenadas O situado en
la posicién actual de la particula, de forma que 7,(t) = 0. El campo eléctrico solo tiene componente
de velocidad 5.113a y se anotara de la forma

. 1 R—§
Ev(Fv t) ‘ oY) Bp

- By(7, 1) = = B, A Ey(7, 5.116
471'8() R2 ,730_3 L) U(T? ) Cﬁp U(T7 ) ( )

Las magnitudes R, R y o estan evaluadas en el tiempo retardado ,, mientras que ﬁp Y Yp son
independientes del mismo.

26V éase el problema 2-30.
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. Oriaen de coordenadas

Figura 5.18: Campo de una carga con movimiento uniforme

En la figura 5.18 la particula se halla situada en el punto A en el instante ¢, y su posicién con
respecto al origen O es 7y(t,) = OA = —(,c(t —t,), o, teniendo en cuenta 5.100a,

mp(tp) = —Gp R
por lo que, como se ve en la figura,

— ~ —

=7ty +E=R([R-fF,) = R-/j,= (5.117)

Al sustituir en 5.116, en el denominador aparece el factor (Ro)3 que puede expresarse en funcién
de los pardametros de observacion:

Multiplicando escalarmente por R a la primera de las expresiones anteriores, se obtiene

7 R=R(1-0,-R)=Ro

Por otra parte, dado que los tridngulos OBP, OBA, APP’' y OPP’ de la figura son rectangulos,

BP=7 R ., OB=pB,Rsen® ,, PP’ = Rsen® = rsenf

(7 R)? =12 (1 — 3 sen? 0)
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Sustituyendo en 5.116 27
() c 1 Y Bo(, ) = 2 3, A Bu(, ) (5.118)
T L = —_— 5y T, = - T, .
vp=cle  4meg T2 72 (1 — B2 sen? 0) ! cP

B

_ 0. p
Bp_04\\ .

0.8\\‘\ \\ e

. 0.95 Y V=

(b)
(@

Figura 5.19: Campo de una carga con movimiento uniforme

Este es el campo electromagnético producido por una carga puntual en movimiento uniforme,
expresado en funcion de su posicién en el instante actual de observacién. Desde esta perspectiva, el
campo es radial pero no isétropo: para 3, = 0 éste se reduce al electrostatico, con simetria radial,
pero para velocidades relativistas es altamente anisétropo: la relaciéon entre el campo eléctrico
observado en la direccién perpendicular al movimiento £, = E(6 = 7/2) y el observado en la
direccién de la marcha E)| = E(0 = 0) es

2Ly (5.119)
B "

por lo que para (3, — 1 solo se observa campo en la direcciéon perpendicular a la de la marcha. En
la figura 5.19a se presenta un diagrama polar de la amplitud del campo observado a una distancia
r de la particula, en funcién del dngulo 6, para distintos valores de la velocidad; el valor maximo
ocurre cuando se observa en la direccion perpendicular al movimiento. En la figura 5.19b se muestra
el diagrama tridimensional correspondiente.

5.3.2.2. Radiacién de una carga acelerada

Como se ha visto anteriormente, el campo de aceleraciéon de una particula cargada esta asociado
al fenomeno de radiacién, ya que, segtin 5.114 , el vector de Poynting

2 7 .z s . . .

"Obsérvese que, aunque en esta expresién no se muestra explicitamente la dependencia temporal, el origen de
coordenadas se mueve con la velocidad de la carga por lo que los campos son efectivamente arrastrados por la
particula.
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3 L 1 5 =~

SA(7) t) = 7 E2(7, t)R(7, t,) (5.120)
tiene la dependencia radial y la direccion requeridas para representar una pérdida neta de potencia
por parte de la carga.

La medida de esta magnitud, de su flujo o de la intensidad, puede realizarse en el entorno
préximo de la particula o fuera del mismo:

- Si se opta por esto ultimo, por ejemplo, si se pretende determinar el flujo total de la energia
radiante que atraviesa la superficie S (figura 5.20-a) en el instante ¢ y por unidad de tiempo, se
deberd evaluar el flujo

@ (b)

Figura 5.20: Radiacién de cargas aceleradas

Pg(t) = /S S (7, t) - fig ds (5.121)

donde P,g(t) es la potencia total que atraviesa a la superficie S en el instante t y 7i5 es la normal a
la superficie. Por otra parte,

Sulr, 1y, = SO0
es el flujo de energia, por unidad de tiempo t, que atraviesa en el instante ¢ a la unidad de su-
perficie situada en 7. La medida de potencia se lleva a cabo, por lo tanto, al ritmo del tiempo de
observacién. Para una superficie S arbitraria, esta integral no es sencilla porque su realizacién exige
la determinacién de los distintos tiempos y posiciones retardados, t, y 7(tp), de la particula que
corresponden a cada uno de los puntos de dicha superficie.

(7, 1) (5.122)
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- Una medida mas fundamental que la anterior es la de la intensidad y la potencia total radiada
por la particula, referida a su propia posicién y al ritmo de su tiempo retardado. Para expresar de
esta forma a la intensidad, se considerara previamente el calculo del flujo de potencia radiada en el
instante t a través de una superficie esférica Sg de radio R, segin se nuestra en la figura 5.20-b. En
este caso, a todos los puntos de la superficie les corresponde el mismo tiempo retardado puesto que
estan a la misma distancia R = ¢(t —t,) de la posicién retardada de la particula. Ademas, 7, = f?,
por lo que,

P.o(R, t) /5 )-Rd 5—/ Tro(R, t) dQ (5.123)
Q

donde P,, e I, son la potencia y la intensidad medidos en Si y al ritmo del tiempo de observacion
t. En los argumentos de las funciones de esta expresién, se resalta, por una parte, que P, es funcion
de la superficie sobre la que se integra, es decir, de R, y de ¢ y que la intensidad es funcién, ademds,
de la direccion de observacion R.

De acuerdo con lo anterior y con 5.122 y dado que, en Sg, dQ = ds/R>

Lo(R, 1) = 2 210

() (5.124)

Esta misma magnitud, pero referida al ritmo del tiempo retardado de la particula, seria (véase
5.106 )

ot ~

(7, t) = Io(R, t) 7t = Lo(R, t)o(F, t) (5.125)

Puesto que lo que se persigue es la medida de la intensidad en el entorno cercano de la particula,
se debera hallar el limite de la anterior para R — 0. Haciendo ésto en 5.100 y 5.101, se tiene que ?®

11{1H1 thy=t ,, hrrb o(r,t) =0(R, t) (5.126)

En este mismo limite, la intensidad es independiente de R, depende de la direccién de observacién
R, por lo que, una particula cuya trayectoria es 7, (t) emite energia con una intensidad I, 29

S I RA{(B-G) B
(R, 1) = 1672 ¢g c (1-3,-R)

(5.127)

28No se emplea distinta notacién para o en el limite R — 0, pero se resalta en sus argumentos que es funcién de R
pero no de R.

298e simplifica la notacién pero todas las magnitudes deben evaluarse en el entorno préximo de la posicién actual
de la carga.
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Cargas lentas

La intensidad radiada por una carga lenta se deduce de la anterior, pero es ficil de obtener
directamente.

Observado desde un sistema en el que 3, < 1 (0 =~ 1), el campo de aceleracién 5.113b se reduce
a las expresiones

E N e ﬁ/\(ﬁ/\ﬁ;@ _ e ﬁ(ﬁ‘gpo)_gpo
“ 7 Admepe R AT egc R
_ 1~ 5 e o Epo/\é
B, = -RANE, =" 5.128
c 47 R ( )

donde todas las variables son retardadas y 3,0 es la aceleracién de la carga en su sistema propio.

Estas ecuaciones corresponden a las de un dipolo eléctrico radiante3?. El campo eléctrico

esta contenido en el plano subtendido por R y Bpg, como se muestra en la figura 5.21

Figura 5.21: Campo de una carga con 3, < 1

La intensidad radiada en este sistema puede calcularse de forma sencilla. En las proximidades

de la carga, donde R — 0, el retraso entre la posiciéon de la parti(glla y la del punto de observacion
tp

es despreciable, ¢, >~ t, y, dada la baja velocidad de la particula, 57 = % ~1,

dPro e?

T, RS, R=—"—|RA(RABn)? 12
o(t) o — SR 16ﬂ2€oc\RA(RAﬁpo)l (5.129a)
et =
To(t) = m|ﬁp0|286n29 (5.129b)

Los campos son de tipo dipolar: e}, — d y edp, — d. Los diagramas de radiacién para los
campos y para la intensidad son, por lo tanto, los del dipolo, representados en la figura 5.13.

30En 5.81 , la aceleracién de las cargas Epo estd representada por [ cf]
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La potencia radiada por la particula se obtiene integrando la intensidad sobre Q (dQ2 =
sen@df dy), con lo que se obtiene la Fdérmula de Larmor para la potencia radiada por una car-
ga no relativista. 3!

e =
t)= [ ZodQ = 2 5.130
Palt) = | Tod = |l (51300)
92 e?
Pro(t) =Tmd 5 , il p— (5.130b)

donde 7 es una constante de tiempo y dp la aceleracién de la particula.

Por otra parte, dada la simetria del campo de radiacion, la cantidad de movimiento radiada en
la unidad de tiempo por la particula, en su sistema propio, es nula 32

dgrO(t) o
=0 (5.131)

Cargas con velocidad relativista

Cuando (3, se aproxima a la unidad, la presencia del factor 1/ o® en 5.127 modula fuertemente
a la distribucién espacial de la intensidad de radiacién en la direcciéon de la marcha. Mientras que
el denominador es funcién cuadratica del dngulo ©, formado por la velocidad 3, con la direccién

de observacién R, y de los que forma la aceleracién 3, con Ry con (3,, ¢ es una funcién de © muy

directiva para velocidades relativistas. En la figura 5.22 se representa a los diagramas polares de
dicho factor para distintos valores de (3.

Es interesante observar que, mientras que en el sistema propio la intensidad radiada en la
direccién R es la misma que la radiada en la direccién —R, en los sistemas no propios tal simetria
no existe y, ademéas de energia, se radia cantidad de movimiento.

La potencia total radiada puede calcularse integrando la intensidad Z, (1/%, t) sobre Q) | pero ésta,
y la cantidad de movimiento radiada por unidad de tiempo, pueden obtenerse de forma mas directa
englobandolas en estructuras manifiestamente tensoriales.

=
El tetravector energia-cantidad de movimiento P 2.18 tiene por componente temporal a la energia
£/c y por componentes contravariantes espaciales a la cantidad de movimiento 3.

Derivando con respecto al tiempo propio de la particula se obtiene el tetravector 34

dp  dp dpi 1dE df
_.,ar p __ (4c adp
T P A i)

d

31Problema 5-21.

32S(R) = —=S(=R) y, por lo tanto, dj(R)/dt = —dj(—R)/dt. Si la particula tiene una velocidad pequefia, la simetria
no sera exacta y tendra lugar la radiaciéon de una pequenia cantidad de momento.

Py = . —

33Para un paquete de ondas, el tetravector correspondiente es (¢ (4.77) y sus componentes G* = (W/c, G).

34No se confunda al tiempo propio de la particula Tp con el retardado t,.
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Iy

x>

=
Figura 5.22: Diagrama polar del factor 1/0°

De la misma forma, la potencia radiada P, y a la cantidad de movimiento radiada por unidad
de tiempo dG, /dt pueden incluirse en el tetravector

= = . -
dgr d g, dg, Pr dG,

dr,  ? dt i, = )

(5.132)

En el sistema propio de la particula v, =1y Py dg, /dt se reducen a Py (5.130b) y dGro /dt
(5.131), por lo que cumplen el principio de correspondencia.

Para buscar una expresién general de P, = dW,/dt, puede tenerse en cuenta que W, /c es la
componente temporal de un tetravector, por lo que se transforma como el tiempo y su derivada
temporal es un escalar. Luego P, es un escalar que se reduce, para 3, = 0, a la férmula de Larmor
5.130b (P, = Pyo), la cual es una funcién cuadratica de la aceleracién. Una funcién escalar del
cuadrado de la aceleracién es la norma del tetravector aceleracién 1.46

= = - 5 :
w-w=c* 5 { (B, ABy)* — B3} (5.133)
En el sistema propio de la particula, su velocidad es nula, ﬁp = Epo y Yp = 1, con lo cual

1 = =
w - W=

L %
JR— —_— O . O: —
2 c2 p0

La féormula de Larmor, valida para el sistema propio de la carga, puede, pues, escribirse como

Pro = —€? /(67 eg c3) wo - W y su generalizacién a un sistema no propio es
Pot) = — T oS (= (G n G)R) (5134
T 6meg 3 76#500% p L ’
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Esta es la Formula de Lienard para la potencia radiada por una particula con velocidad arbitraria
Bp 35 Dado que resulta de integrar la intensidad sobre todas las direcciones de observacién, solo
conserva la dependencia del dngulo que forman la velocidad y la aceleracién. Anotando a este
altimo como k
Pr(t) =1mm (_1’12, W;f (’yz cos® k + sen® k) (5.135)
En esta expresién se pone claramente de manifiesto que la potencia radiada crece rapidamente
con 7y, proporcionalmente a fyg cuando la velocidad y la aceleracién son paralelas y a fy;f cuando
son perpendiculares.

=
Siguiendo la misma linea de razonamiento, puede encontrarse una expresién general de d G, /dr,.
Para ello, basta con verificar que

dg dg 2
r r [ = = =
_ = _ : 5.136
dp LD 6 eg @ (w - w) ( )
es un tetravector que incluye a 5.130b y 5.131 cuando 3, — 0 36,
De acuerdo con 5.132, la cantidad de movimiento radiada por unidad de tiempo es
dG,(t) NI Y T
_ _ A 5.137
dt 67 e 2 Yp { Bp (5;7 ﬁp) } ﬂp ( )

Esta expresion permite hallar la cantidad de movimiento radiada en la unidad de tiempo por una
particula cargada si se conoce su trayectoria pero las ecuaciones del movimiento que pueden derivarse
de ella son no lineales y, en general, sin utilidad practica. Ponen de manifiesto algo importante y
que indica el limite de aplicabilidad de la electrodinamica clasica, como es el hecho de que, debido a
la velocidad finita de propagacion de la radiacién, una particula interacciona con su propio campo.
En la préxima seccion se ofrece una introduccién a este problema.

Otra forma interesante de expresar lo anterior, especialmente la potencia, es en funcién del
campo electromagnético externo aplicado a la carga. Teniendo en cuenta a las expresiones de la

fuerza de Minkowski ]\:/_7 2.66 y 2.69b,

= = 1 = = 1 . 62 - — — — —
w - w= m2 M- M= WMZMi = Wﬁ{(ﬂp'EV* (E+C/3p/\B)2}
con lo que la potencia radiada toma las formas
_ L & (B refnBR (5, By
P = 6Tmc3m2 Yp {(E+cBpAB)”— (B E)} (5.138a)
P & {(E+cB,nB)? - (B, E)?} (5.138b)
= C — . .
" 6meg ¢’ mi P P

35Fue obtenida en 1898 y, dada la fecha, sin el recurso a la teorfa de la relatividad.
36 . = i .
Segin 1.41 u— u® = ~p(c, 7).
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En la dltima igualdad se ha introducido a la energia de la particula & = -, mc?. Dado que la
potencia radiada es funcién inversa de la masa, los electrones son las particulas cargadas que méas
energia pierden por radiacion.

En la seccion F.2.1 se aplican estos resultados a los aceleradores lineales y circulares.

5.4. Movimiento radiativo de las cargas

El principio de equivalencia de la masa con la energia exige que el propio campo electromagnético
que acompana a la particula cargada presente una inercia o, lo que es lo mismo, que la energia de
dicho campo contribuya en alguna proporcién a la masa de la particula. Por otra parte, en la
seccién anterior se ha visto que una particula acelerada pierde energia y cantidad de movimiento
debido al fenémeno de radiacion, lo que indica que la carga interacciona con su propio campo. Estas
dos cuestiones, que estan intimamente relacionadas, no pueden ser tratadas de forma plenamente
satisfactoria dentro del marco de la electrodinamica clasica y establecen claramente el limite de
su competencia. El tratamiento que aqui se ofrece es elemental y no relativista pero basta para
mostrar las principales contradicciones y limitaciones del modelo de las particulas cargadas, clasico
y puntual, que se ha utilizado a lo largo de este texto. Tratamientos méas amplios pueden encontrarse
en las referencias [Gémez|, [Konopinski], [Jackson], [Panofsky y Phillips], [Vanderlinde] 37.

5.4.1. Masa electromagnética

La prediccién de la masa y la estructura de las particulas elementales es uno de los grandes retos
de las teorias fisicas actuales. Parece claro que una parte de la masa de las particulas debe de tener
origen electromagnético y otra debe ser atribuida a los campos que mantienen cohesionada a dicha
carga. Posiblemente, la demostraciéon mas dramatica de la equivalencia de la masa en reposo con
la energia electromagnética sea el proceso de aniquilacién de una particula con su antiparticula, ya
comentado en el apéndice B.

En una primera etapa se pensé que la masa en reposo del electron podria ser puramente elec-
troestatica. De acuerdo con el principio de equivalencia, m ¢? deberia ser igual a la energfa del campo
creado por la carga; pero ésta

1 o
Wo = = ¢co E?dv (5.139)
2 r=0

es infinita a menos que la densidad de carga sea finita incluso para r — 0. Si se supone que el
electrén tiene a su carga distribuida uniformemente dentro de un radio 7o, se obtiene para este

ultimo el valor )
€ —15

= —~28210 5.140

[y gomc? ’ mn ( )

37Es interesante anotar que la inclusién en el desarrollo tedrico de los potenciales adelantados permite eliminar algu-
nas de las divergencias que aparecen en el mismo. Para obtener las ecuaciones relativistas del movimiento radiativo de
las particulas, Dirac emplea una receta de mitad y mitad de potenciales retardados y adelantados. Al mismo resultado,
empleando hipétesis igualmente fuertes, puede llegarse sin el recurso de los potenciales adelantados [Konopinski].
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Esta magnitud se conoce como Radio cldsico del electrén y es muy inferior a la longitud de onda
de Compton
h

Ao = ~ 13771 (5.141)
mec

que marca aproximadamente el limite minimo espacial para el tratamiento clasico de una particula
de masa m. Por otra parte, aunque los experimentos de scattering entre particulas permiten la
determinacién de una estructura de distribucién de carga para el protén y el neutrén, dentro de una
distancia del orden de 7, ese mismo tipo de experimentos muestra que el electrén se comporta como
puntual, al menos hasta distancias del orden de los 10~ m, por lo que su masa electromagnética
serfa muy superior a la que se mide empiricamente. Los muones, con una masa de unas 207 veces la
del electrén, se comportan igualmente como puntuales. Esto muestra que la masa en reposo m de
una particula con carga asociada3® no puede ser exclusivamente electromagnética y debe escribirse

m = mg + Mem

A myg se le conoce como masa desnuda de la particula y, plausiblemente, como sugirié Poincaré,
constituye una contribucién negativa que representa a los campos no-electromagnéticos que cohe-
sionan a la carga e impiden que se disperse por repulsién mutua. La adicién de este término a la
masa electromagnética m.,, es el proceso que se conoce como Renormalizacion de la masa y que es
utilizado, con resultados de enorme precision, para la resolucién de la dindmica radiativa.

El principio de equivalencia exige que

Wo

Mem — —5
C

(5.142)

pero, con un ejemplo simple, puede verse que también en esta asignacion aparecen dificultades.

Supéngase a una carga puntual, de carga e, dotada de un movimiento uniforme y no rela-
tivista con respecto al sistema del laboratorio. Desde su sistema propio el campo es puramente
electrostatico, E/ ~ R’ /R? B’ = 0. Los campos medidos en el sistema del laboratorio pueden
obtenerse mediante las aproximaciones de primer orden en 3 de las leyes 2.60 de transformacion de
los campos

—

E~F )5 B~ 5/\5

Qlrm

La cantidad de movimiento del campo que acompaiia a la carga se obtiene integrando

C_j—/g'dv

que puede escribirse en forma diddica e integrarse con el resultado

G=10, 2 [ (B T -EE)dv

c2

AWy,

38El neutrén tiene carga pero es neutro globalmente.
39Problema 5-28.
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La masa electromagnética que se deduce de ésto

4 Wy
3 2
difiere en un factor de 4/3 de la predicha por el principio de correspondencia 5.144. Este factor
aparece en otros desarrollos tedricos, como en el de Abraham-Lorentz, y es una indicacién de conflicto
con la invarianza relativista.

(5.144)

Mem —

5.144, 5.141 y los datos experimentales, indican que estos problemas estan situados en la frontera
entre la teoria clasica y la cudntica, por lo que dificilmente admitirdn soluciones, basadas en una u
otra teoria, que sean plenamente satisfactorias.

5.4.2. Fuerza de reaccién

La potencia suministrada a la particula cargada por una fuerza externa F, no se invierte total-
mente en incrementar su energia cinética &. puesto que parte de ella debe aparecer como potencia
radiada P,o (5.130b) que, en adelante, escribiremos como P,. El balance energético correspondiente

L dE,
Fe-tp =03

puede interpretarse en funciéon de una fuerza adicional F;., denominada Fuerza de reaccion radiativa
o, simplemente, fuerza de reaccion, tal que 40, 4!

+ P, (5.145)

dé&.
dt

Cabe entonces la pregunta de por qué se ha abordado el estudio del movimiento de cargas sin
tener en cuenta a esta fuerza de reaccién. Las razones son basicamente dos:

Pr=-F %, = (F.+F) = (5.146)

- Esta fuerza es despreciable en la mayoria de los casos practicos.

- No se dispone de ningtn tratamiento tedrico de la misma, cldsico o cuantico, que sea totalmente
satisfactorio. La electrodindmica cudntica ofrece herramientas que permiten calcular los efectos
asociados a esta fuerza con extrema precision pero que no subsanan los defectos de fundamento
implicitos en este problema. Las dificultades residen principalmente en las lagunas existentes en el
conocimiento de la naturaleza de las particulas elementales y, resumiendo, en los propios limites de
las teorias fisicas disponibles.

Una forma natural de tratar el problema, debida a Abraham y Lorentz, seria la de modelar a
la carga puntual como a una densidad de carga encerrada en una esfera de radio finito a y calcular
la interaccion de la particula con sus propios campos cuando a — 0. Este tratamiento, aunque
tiene interés tedrico, da resultados erréneos incluso en el caso no relativista [Jackson]. En el marco
relativista, el modelo de una distribucién rigida de carga es incompatible con las transformaciones
de Lorentz y en cualquier caso, se desconoce la ”posible.®tructura del electrén.

4ODe forma andloga se introducen otras fuerzas asociadas a intercambios de energia, como la de friccién.

1 Puesto que dicha fuerza aparece en conjuncién con la radiacién, parece razonable suponer que sus agentes posibles
son los propios campos de radiacién pero un andlisis méds directo, como el de Abraham y Lorentz, indica que ésta
debe ser considerada como la reaccién de la carga con sus propios campos de velocidad retardados.
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Estimacion del efecto de reaccion

Para particulas lentas, la potencia radiada viene dada aproximadamente por la férmula de
Larmor 5.130b

Pr=1m az (5.147)

donde se ha simplificado la notacién apy — ay.

El tiempo caracteristico del electrén, 7, ~ 6,26 1072 s, equivale al tiempo invertido por la luz
en recorrer la distancia de 1,9 10715 m, préxima al radio clasico del mismo.

La potencia suministrada por la fuerza exterior es*?

—

Fe -ty =mady- (0, + 7dp) (5.148)

sop ‘ ~ .- Up ~ 92
y los efectos radiativos serdn pequenos, en general, si G, - -* > dp ~.

Para hacer estimaciones de la importancia del efecto de la fuerza de reaccion radiativa, se analizan
dos problemas concretos en los que se supone que su efecto es pequeno y que se traduce en una
ligera perturbacion de la trayectoria de la particula. De esta forma, el problema puede abordarse en
dos etapas: la primera encuentra la trayectoria sin perturbar, despreciando el efecto de reaccién, y la
segunda corrige aproximadamente dicha trayectoria teniendo en cuenta a la pequena perturbacién:

Movimiento bajo fuerzas perpendiculares a la velocidad, ﬁeLUp :

En este caso F, - U, = 0 por lo que la radiacién es el unico agente capaz de modificar la energia
cinética del movimiento: 5.145 se reduce a
d&, b2

P, = Ae=— [ Pt (5.149)
dt "

Para establecer la importancia de A&, en el movimiento de la carga, deberd compararse con un
valor medio, o caracteristico, de la energia cinética en el intervalo de observacién del movimiento
de la particula (t1, t2).

Para concretar, considérese, por ejemplo, al movimiento ciclotrénico de una particula de carga
e y masa m en el seno de un campo magnético uniforme B, véase la seccién B.2.2. Si el efecto
de la reaccion radiativa es pequeno, puede hacerse una primera aproximacién de la trayectoria
despreciando su efecto
= eB

Fo=md,=mQANv, = a,=0v, ,, Q:H

Introduciendo a, en la férmula de Larmor y en 5.149 a la potencia radiada resultante, se tiene
que

dE, & 1

- 5, T

= — —t/’Tg
dt Te oz be=Eae

e Jdt = L md(v, - Tp)/dt.
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Luego 7¢ es el tiempo que tarda una carga en reducir su energia inicial en el factor 1/e. A un
electrén en distintos campos magnéticos le corresponde los valores de dicha constante

| 26s para B = 1Tesla (Tokamak)
€=\ 33afos para B = 0,5gauss (Ionosfera)

Movimiento lineal, F, | Up || @ :

En este caso, 5.148 pude escribirse como

_ 2
Fevp =mupap+7Tma,
N——r

(a) (b)

El término de radiacién sera despreciable si (a) > (b) = Ty = Z—i > T

Por el contrario, es apreciable si Ty ~ 7, es decir, cuando una particula lenta sufre una fuerte
aceleracion. Para un oscilador lineal, a), ~ wv, = 27 f vp, por lo que, para un electrén, la frecuencia
a la que los efectos de radiacién son importantes es del orden de f ~ 1/(277) ~ 2,510%2 Hz, lo que
corresponde a una longitud de onda A ~ 1074 m (rayos X —~ duros) y situa a esta condicién en el
limite tedrico. Obsérvese que, por otra parte,

T O

vp<LapT (b)

por lo que en el inicio del movimiento acelerado todo el trabajo de la fuerza aplicada se invertiria en
el término radiante. Esto plantea dificultades teéricas cuya discusién puede verse en [Konopinski]
y [Jackson]. Como se ha expuesto anteriormente, el tratamiento de las correcciones radiativas al
movimiento se limitara al caso en que éstas son pequenas.

Deduccion de la fuerza a partir del principio de conservacién de la energia

La aplicacién del principio de conservacién de la energia condujo en el apartado anterior a
la consideracién de una fuerza de reaccién radiativa cuyo trabajo se iguala a la potencia radiada
cambiada de signo.

—

~ 2
F.-v,=~-P,=—-Tma

2 (5.150)

Puede encontrarse una expresion explicita de esta fuerza, a partir de este principio, cuya validez
se restringe a cierto tipo de movimientos ciclicos tales que

(G, - @p,2 =0 (5.151)

Integrando por partes a la ecuacién 5.150, en el intervalo [t1, t2], se tiene que

t2 12 t2
S S L R
/ F, - tpdt =—1m p - Gpdt = —Tm [Ty - Gp|,2 +7m dp - Updt
t1 t1 N—— t1
=0
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donde el primer sumando del segundo miembro se ha anulado debido a la condiciéon 5.151. De esta
forma, identificando los integrandos del primero y segundo miembro, puede obtenerse una fuerza
equivalente de reaccién

F, = Tmé'p (5.152)
valida para simular el efecto de reaccién bajo la condicién ciclica de partida. La ecuacién del
movimiento correspondiente sera

—

Fo+Fo=mad, = F.=m(d,—7d,) (5.153)

que es la Fcuacion de Abraham-Lorentz.

A esta ecuacién, como ya se a mencionado, puede llegarse por caminos més ”fundamentales” pero
igualmente insatisfactorios [Konopinski] [Jackson]. El resultado obtenido, es como minimo, sospe-
choso porque sube el érden de derivacién temporal en la unidad (F’; ~ d3F/dt?) y tiene soluciones
que son fisicamente inaceptables: en ausencia de fuerza externa

R 1. = oz 0 — estable
ap = +—ad ap =19 - .
b TP P dyoe'/” — inestable

Existe, pues, una solucién estable que es aceptable fisicamente y otra inestable (runaway”) que
claramente no lo es; no cabe pensar que la carga se autoacelere por reacciéon con su propio campo.
No obstante, bajo las condiciones que aqui se han impuesto, este tipo de solucién queda excluido
por no cumplir la condicién 5.151. En cualquier caso el modelo obtemdo es de gran utilidad para el
estudio de movimientos en los que se cumple dicha condicién y F, > F, y como punto de partida
para el estudio de modelos més precisos, si no méas fundamentales.

5.5. Problemas

d
5-1. Sean dos cargas puntuales £ q(t), en el vacio, situadas respectivamente en los puntos £ 5%

a) Hallar, en el dominio del tiempo, el potencial retardado producido en un punto arbitrario

—

r.

b) Hacer lo mismo en el dominio de la frecuencia, para q(t) = qocoswot y en la zona lejana
> % yd.

c) Particularizar los resultados anteriores para un dipolo eléctricamente pequeno (d << Xg)

SOLUCION:

(a) - El potencial retardado viene dado por la integral

V(F, t) = 47360 /, [Jg]dv’
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N>

P
N
R,
9
r
+%’z\ >
for R,
. 0
4
-
y
4y
2
A
X
Figura 5.23:

Si las dos cargas se situan sobre el eje z, figura 5.23 la densidad puede describirse
como

1 1
p(z) = q(t) {5(?’ - §d?) — (7 + QdE)}
La densidad retardada es, por lo tanto,

R VR N VR B
[p}:q(t—;) {5(7“ —§dz)—5(7“ +2dz)}

Realizando la integral

V(1) = — {Q(t — )t RCZ)} (5.154)

N 47T€0 Rl R2
donde,
R1:F*§d2’ . R2:r+§dz

(b) - En el caso de que ¢(t) sea una funcién armoénica de frecuencia angular wy = QALOC,

el problema puede abordarse de dos formas equivalentes:

- Transformando por Fourier ¢(¢), hallando el potencial en el dominio de la frecuen-
cia y llevando a cabo la transformada inversa de este dltimo. Seguin el apéndice
111

(et ye It = glw) = L {0(w —wo) + d(w +wo) }

si q(t) = qo coswot = 5

N |
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- De forma mas simple, puede hacerse uso de la convencién fasorial extendiendo
analiticamente ¢(t) — goe’“°! en el plano complejo, hallarse el potencial fasorial y
extraerse la parte real del mismo.

Siguiendo el segundo camino,

. 1 e—jkoR ,
Voo (1) = 4meg /, Poo ™R dv

donde ko = 2 y
4 1 1
pr :qo@jwot {5(FI—2d2)_5(F/+2d2)}

es la expresiéon fasorial de la densidad de carga.

De acuerdo con esto

qoejwot e—jwo% e—jWo%
V. = — 5.155
wo (F) 47780 Rl R2 ( )

Hallando la parte real del anterior, se obtienen el potencial retardado en el do-
minio del tiempo

V(7 1) (5.156)

_ qo ) coswo(t — %) coswy(t — %)
 drweg Ry Ry

que es un caso particular de la expresién 5.154.

Aproximacion para campo lejano r > ;l—z yd:

Se partira de la expresion 5.155. De acuerdo con 5.37, véase la figura 5.23,

efjkoR efjkor ., efjkor d2
= = eI ko — elko? . r> " yd (5.157)
donde
P 5 = %dcos@ para 7’ = %d
= nN-r =
do = —%dcos@ para 7' = —%d

Substituyendo en la ecuacién de partida

L o0 2je )
Vo (1) = 47eg r

sen (ko g cos ) (5.158)

Hallando la parte real de lo anterior

t—= d
V(r, t) ~ —2:_[;0 sen wor( c) sen (ko 5 cos 0)
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(c) - En este caso d << \g:

1 d
x:§k0d0059:w)\—0059<<1 = senr~r =
0

. qgo d senwg(t—1%)
‘/ t ~ 2 - -~ - r ¢/ 0
(7’, ) 280 )\0 r €os

. Demostrar que, bajo las condiciones r > 1r', \,

Un lazo circular de hilo conductor tiene un radio a < A\ y estd recorrido por una intensidad
Iy cos(wt). Hallar el campo de radiacion por los siguientes métodos:
a) Considerdndolo como un dipolo magnético radiante.

b) Considerdndolo como una antena.

SOLUCION:

Dado que la antena propuesta es eléctricamente pequena, la suposicién de que la
corriente que circula por la misma es independiente de la posiciéon es aproximada-
mente correcta.

(a) - En este caso, es necesario calcular el momento dipolar magnético de la
distribucion:

1
mw:/ 7' AT dv’

2
A
A
Z T
A
n
S
A
y
) =a A\ o
L— ®’
u/ 6’
3 0

Figura 5.24:
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Se trata de un hilo circular L, como se muestra en la figura 5.24, descrito por la

ecuacion
,’;ﬂl — aﬁl

y recorrido por una densidad de corriente
j = Juw ¢/
El elemento de volumen puede escribirse en funcién de los elementos de superficie
y de linea
dv' =ds5"-dl" =ds'dl’
, tomando en la direccion del hilo a ambos elementos, de forma que

Fdv' = 1,'dl" = I,adp' ¢’

Segtun esto,

1 2 N R N

M = a2Iw/ pIANG'dp' =1,5%
2 ¢'=0

Del momento dipolar se deduce el potencial vector dipolar magnético (5.89)

—jkr

Iy Ho € I, SzZAT

A, = jk —
J 47

y a partir de aqui, los campos de radiacién correspondientes.

(b) - En este caso puede calcularse el vector de radiacién, segin 5.38

- =

o o T 140 M i
N, =2 j»wejk.r dv/:Iwa/ ejkn-r ¢/d¢/
A7 V! 47 ¢'=0

()

_ 2mr’

Dado que k1’ = <5
hasta el primer orden

<1 (% < 1), la exponencial del integrando puede aproximarse
eIk~ 1 + kit -7’

y, puesto quef(;f;o $’d¢’ =0,
27 N
(I):jk/ i-7 ¢ dp’
o]

Operando en cartesianas
= NgT+Nyy+n,z

Sy

7' = ap' =a(Tcosp’ +yseng’)

;ﬁ?’ = —Zsen¢’ +ycosp’



252

CAPITULO 5. CAMPOS. RADIACION

luego
@ _ ~ o / I gt 2 2 41 gl
: = —T < ng sen @’ cos @ do’ +ny sen“ @ do’ p +
jka ¢'=0 ¢'=0
=0
2 2w
+y nx/ 0052¢'d¢'+ny/ sen¢’cos¢')dp’ 3 =
9'=0 9'=0
\ =0
= mzZAMN
y

N,=jkPer,son
4

Como en el apartado anterior, el resto de los calculos se deja como ejercicio.

. Hallar la distribucion lineal de carga y el momento dipolar de una antena lineal simétrica a

partir de la expresion 5.52 de la intensidad en la misma.
SOLUCION:

La distribucion de corriente en una antena lineal y simétrica se aproxima segin
la expresién 5.52

Iysenk(l—2) ,, z2>0
I1,(z) ~
Ipsenk(l+z2) ,, 2<0

Para hallar la distribucion de carga se aplica la ecuaciéon de conservacion

-, 9p _ 9p .
V-]+at—0 = /(%dv_ /v] ds

a un volumen elemental como el representado en la figura 5.25. Su forma es
cilindrica, sus bases, de magnitud AS, son transversales a la distribucién L y su
altura es Az.

Dado que solo hay flujo a través de las bases,
dp o o
AS Az [a](%t) ~ AS[j- z](z,t) —AS[j- z](z+AZ7 £

Puesto que la densidad de corriente y la de carga son lineales, AS7-z =i ( la
intensidad) y pAS = p; ( la densidad lineal de carga) y la expresién anterior
puede escribirse de la forma

apL(Z, t) ~ _L

9 =T AL {i(z+ Az t) —i(z, t)}
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5-6.

AS
- I, ," N
‘/\ ) /\7
-Z ) I,’ +Z
zZ z+Az
Figura 5.25:
y, en el limite Az — 0
dpr(z, t) di(z, t) 1 01,(2)
= — = —_
ot 0z pLo(2) jw 0z

que son las versiones de la ecuacion de continuidad para distribuciones lineales,
tanto en el dominio del tiempo como en el de la frecuencia. De acuerdo con esta
ultima,
—j%ocosk‘(l—z) ., 2>0
Pu(z) =
jl—gcosk(l—kz) ., 2<0

El resto del problema se deja como ejercicio.

. Demostrar la expresion dada en 5.54 para el factor de una antena lineal y simétrica.

Sea una antena como la de la figura 5.6 cuya longitud es eléctricamente pequena (L < X).
Utilicese esta aproximacion para hallar la distribucion de corriente a lo largo de la antena,
los campos, la resistencia de radiacidn, la directividad y la anchura del haz (distancia angular
entre las direcciones a las cuales la intensidad de radiacion media es la mitad de la mdzima).

SOLUCION:

Distribucion de corriente :

Bajo la aproximacion propuesta

L senxr >~ x
r=—<1 = =

A
cost ~1— 22

Ipsenk(l—z2z"Y~Iy(l—2") ,, 2/ >0
I,(2") ~
Ipsenk(l+z2z"Y~Ihy(l+2z") ,, 2/ <0

Campos :

Dado que kl, klcoxrd < 1,

F(#) ~ k*I1? sen 6
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. N —jkr
N(#i, w) = %MOP? = A7 w) = gkfoﬁ A N
EVE JN - . MO ;9 Qeijkr/\
B(7,w) = —jkiNA=—j—k*Il 1)
47
Resistencia de radiacién :
P Z 4 L
Ryqq = 2 <ﬂ> = 27‘; /0 |F(0)? sen®0 df == 40(k1)* = 40(x X)4 . Zy~ 120w
0

Puede observarse que la resistencia de radiacién es muy inferior a la del dipolo
hertziano porque es proporcional a la cuarta potencia de k£l y no a la segunda.

Directividad y anchura del haz :

La directividad D es el valor maximo de la ganancia directiva. Esta tltima es facil
de obtener

G() = %361129 = D= % (5.159)
A
61

y

Figura 5.26:

En cuanto a la anchura del haz, ésta puede obtenerse con ayuda de la figura 5.26

en la que se representa el diagrama de radiacién o diagrama polar de la ganancia

directiva. El angulo 6: es aquel para el cual la ganancia directiva es la mitad de
2

su valor maximo D

De acuerdo con 5.159
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5-7.

5-8.

y, segun se aprecia en la figura, la anchura del haz es

A9:7T—2(9%:900

Hallar el momento dipolar eléctrico de la antena anterior y, a partir del resultado, confirmar
la expresion de los campos radiantes.

La figura 5.27-a presenta el esquema del circuito emisor-receptor empleado por Heinrich Hertz,
en 1886, para la primera demostracion de la existencia de ondas electromagnéticas. Consta
de un carrete de induccion, conectado en paralelo a una antena lineal y a un chispémetro de
bolas a — a, y una antena receptora de lazo con otro chispometro b — b. La tension inducida
por el carrete se modula con las descargas en a — a resultando una corriente oscilante que se
acopla a la antena y emite ondas de longitud X ~ 8m. Las chispas que se detectan en b —b
atestiguan la propagacion de las ondas hasta la antena receptora.

Como puede verse, a diferencia de las antenas lineales simétricas que se tratan en el texto,
la de Hertz esta cargada en sus extremos con dos objetos metalicos cuyo papel es el de actuar
como condensadores. Por esta razon, en los extremos de la antena puede acumularse carga y
deja de cumplirse la condicion I(|z| =1) = 0.

En la figura 5.27-b se representa a un Dipolo hertziano, ésto es, una antena del tipo anteri-
ormente descrito pero eléctricamente corta (I < \).

Hallar:

a) La corriente que circula por la antena y el momento dipolar de la misma.
b) Los campos lejanos, tratando a la antena como un dipolo corto.

c) La resistencia de radiacion a partir de los campos.

SOLUCION:
(a) - La corriente puede deducirse de 5.52, como en el problema anterior, pero
teniendo en cuenta que ya no se cumple la condicién I(|z| = [) = 0, puesto que

los condensadores colocados en los extremos permiten que en estos puntos se
acumulen cargas +Q(t).

Desarrollando en serie alrededor del origen (z > 0)

I(z) ~ Iysenk(l — 2') ~ Iy (sen kl — k z cos kl) ~ I

En la dltima aproximacion se ha tenido en cuenta que kil < 1 = senkl~1coskl ~
0. Luego esta antena admite una intensidad de amplitud arbitraria pero uniforme.

Para calcular el momento dipolar, d = ) L, basta con aplicar la ecuacién de con-
tinuidad en un extremo.

I I Iy L
_h_ b, DL
jw  jkc jkec

Qu
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{ Carrete
de
K induccion
@ =2mm
- oo Antena emisora
a-a Pa—
3m 0.25 m
A= 8m ~—08m —
Antena L<<
receptora
12m resonante
O G
b-b
(a) (b)
Figura 5.27:

(b) - Los campos lejanos vienen dados por 5.76 y 5.77

—gkr

~

0

e

Z
Eff,w) = ik L 22 Iy senf
4ar

1 —gkr
B(7, w) = jkL-— Iysenf )
47 T

Los campos del dipolo hertziano, alimentado con una intensidad I;, dependen
linealmente de k£ L ~ %%
(c) - La resistencia de radiacién se deduce de 5.80

Rrag =25 =80(r—)° (5.160)

La antena del problema anterior tiene en comun con ésta la estructura dipolar
eléctrica pero la segunda tiene una resistencia de radiacion ~ i—j muy superior a
la de la primera. Ademas, cualquier antena de hilo puede dividirse en pequenos
segmentos de longitud L, cada uno de los cuales se comporta como un dipolo
hertziano, pudiéndose considerar a la antena de partida como a una superposicion
de estos dipolos.



5.5. PROBLEMAS 257

5-9.

5-10.

5-11.

Deducir la expresion 5.71 para el campo eléctrico dipolar eléctrico a partir de la del campo
magnético 5.69.

Comprobar la expresion 5.80 para la potencia media radiada por un dipolo eléctrico.

Supdngase a un dtomo monoelectrénico, de radio a = 107%m, cuya nube electrénica ha
sido desplazada inicialmente a una distancia zg del nicleo y dejada oscilar a su frecuencia
natural (véase la seccion F.1.1). Considerdndolo como un dipolo radiante, comparar la energia
mecdnica total € con el valor medio de la que pierde por radiacion en un periodo (W),
mediante la definicion de un factor Q = 27 ﬁ, y, en funcion de éste ultimo, determinar el
tiempo que tardaria la oscilacion en disipar el 90 % de su energia inicial. Dar a este problema
un tratamiento no relativista y justificarlo.

SOLUCION:

Se empezara suponiendo que las pérdidas de radiacién son pequenas, lo que se
justificara con el calculo de Q.

Segun la seccién F.1.1, el movimiento de la nube electrénica es armdnico simple
z = zgcoswyt, donde

e

Vimega®m

Para ver si el movimiento es relativista, se acota la velocidad

wy = ~1,6 x10%rad-s™1 = fo~2,5x 10" Hz

V= —2owgSenwogt = Umaer = 20wy << awg =
6 —1
Vmaz << 1,6 X 10°m -5~ << ¢

El movimiento es no relativista, por lo que la energia cinética puede escribirse

como &, = %va.

En ausencia de disipacidn, la energia total ( no relativista) es constante e igual a
la suma de la cinética y la potencial

1 1
E=E+&E = (5C)max = §mvgwx = Engwg

De acuerdo con 5.80, la potencia media radiante ( disipada) como dipolo es

417 12

w |du|
= 161
(Pa) 127eg 3 (5.161)

y la energia disipada en un ciclo
(Wae) = (Pa) T = 27 (Pa)
wo

£ £

=~y (5.162)
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Se comprueba, pues, que en cada ciclo se pierde una fraccién muy pequena de la
energia media total. Luego esta energia se disipa lentamente de acuerdo con el
principio de conservacién de la energia ( véase la seccién E.1.11.4): la potencia
media disipada en un instante determinado corresponde a una disminucién, por
unidad de tiempo, de la energia total del movimiento

d&
P =——
(Pa) 1t
de acuerdo con 5.162
d 1
e 1 . o= 9 710
dt T wo
Integrando
_t
E=&Ee 7€

con lo que el tiempo ¢, en que se disipa el 90% de la energia es
_to
e =01 = toy=7eInl0=1,6x10*"s

Suponiendo que un eléctron orbital, del dtomo del problema anterior, girase alrededor del eje
z = 0, represéntese como un dipolo giratorio y calcilese el tiempo que tardaria la orbita cldsica
en colapsar su radio a la mitad de su valor inicial (Véase la seccion F.1.3 ).

Demostrar que la traza de la matriz cuadripolar es nula.

Un sistema radiante estd constituido por tres cargas: dos de magnitud q = qo cos(wot) y situ-
adas respectivamente en 7' = £z’ (1 < r, \), y otra de magnitud —2q situada en el origen.
Hallar la intensidad media radiada en funcion de la direccion de radiacion. Realizar los cdlcu-
los:

a) Tratando al sistema como un cuadripolo.

b) Tratindolo como dos dipolos separados por una distancia l.

SOLUCION:

La distribuciéon de cargas del enunciado es la que se muestra en la figura 5.28.
Su carga neta y su momento dipolar son nulos, por lo que el primer momento
significativo es el cuadripolar eléctrico.

(a) - Los momentos cuadripolares son

Qap = /V,(Bmflx/ﬁ — Sapr"?) po dv (5.163)

donde, la densidad de carga, extendiendo analiticamente ¢(t) — qoe’“! e ignorando
la funcién temporal, es

P =qo [6(F" —12) + 6(F' +12) — 26(F)]
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~<>

Figura 5.28:

Dado que las cargas estan situadas en el eje z,

(Qaﬂ)a;ﬁg =0 iR Qm: = ny
y, como la traza ), Qoo =0 es nula,

1

wa = ny =5

5 Qs

szzqo/ (22" —2'? —y'"?) [8(F —12) + 6(F +12) — 26(7)] = 4% qo

y
o -1 0 0
0 0 2
La intensidad media radiada es
= UPY oS an (G ) (5.164)
ds2 260(2471‘)2 ’

donde
17 A (Q-7)]* = 3611 g2 sen®0 cosH
El diagrama de radiacién, representado en la figura 5.29, muestra como la ra-
diacién se anula en la direccién del cuadripolo y en las de su plano transversal.
(b) - Se deja como ejercicio.
5-15. Sea una carga con movimiento uniforme x' = vt', donde v/ = 0,5c. Hallar el tiempo y la

posicion retardados para un punto de observacion x =1,y =1, ct = 1.

SOLUCION:
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Figura 5.29:

Para hallar el tiempo retardado de la particula es necesrio resolver la ecuacién

7= () = e (¢~ t')?

Esta ecuacion es transcendente en general pero, en este caso, al ser el movimiento
uniforme, puede resolverse algebraicamente. Utilizando la notacién

T=ct ,, szct’
la ecuacién de la trayectoria de la particula es
Pt =p1T
con lo que, substituyendo en la primera ecuacién
2> 71 futuro

3
17’5—7},—1——0 = Tp=
2
—3 pasado

La solucion valida es la correspondiente al pasado.
5-16. Verificar las expresiones 5.103.
5-17. Verificar las expresiones 5.107.

5-18. Verificar las expresiones 5.110 ( Para hallar Vo puede calcularse 3—‘;)
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5-19.

5-20.

5-21.
5-22.
5-23.

261

Obtener las expresiones 5.111 y 5.112 para los campos de los campos de velocidad y aceleracion

a partir de las expresiones obtenidas para los términos (a-d) (Téngase en cuenta que ﬁp (1—

R-5y) = Bp{R- (R~ 5,)} )-

Hallar la relacion entre las densidades de energia eléctrica y magnética del campo creado
por una carga puntual con velocidad uniforme 3, en funcion de ésta y de la direccion de

observacion.
Comprobar la formula de Larmor 5.1300.

Demostrar 5.133.

Demostrar que la intensidad de radiacion emitida por electrones ultrarelativistas (B, = 1 —
x, x < 1) en un acelerador lineal es mdxima para 0 ~ ﬁ, donde 0 es el dngulo formado por

la velocidad con la direccion de observacion.
SOLUCION:

En un acelerador lineal ﬁ_;, = 06,7 ﬁp, luego, segiin 5.127,

sen?6

Iy ~ ., 0=1—0,cos0

s
Para hallar las direcciones 6,, de maxima intensidad

0L,
040

=0 = Sﬂp00829m+2c039m—56p:0

~14/1+1582

3 6y

De acuerdo con el enunciado, pueden hacerse las siguientes aproximaciones

cuyas soluciones son

cos 0, =

1 1
/6—:14—95 ,, Br~l-2z \/1—Ax:1—l—§Ax (Ar < 1)
P
Desechando las raices |cos0,,| > 1
1
cos@mzl—zx

Comoz«k1,0,<1l = cos@mzl—%ﬁfny

T 1
O, = | = =2 —
" \[2 29p

ya que, bajo la aproximacién enunciada 71—2 ~ 2x.
p
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5-2.

5-25.

5-20.

5-27.
5-28.
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Verificar que, en un acelerador lineal, en el cual las particulas son aceleradas por un campo
eléctrico uniforme y constante, la potencia radiada por las cargas es independiente de la energia
total € de las mismas y es proporcional al cuadrado de la energia que el campo les suministra
por unidad de longitud. Hallar la potencia radiada por un electron si el campo acelerador es
E=10MV -m™%

SOLUCION:

La potencia media radiada en funcién de los campos viene dada por 5.138b

e e o 3 A B2 32
r:%m{(E+Cﬂp/\B) —(Bp- E)°}

en un acelerador lineal B=0 ,, E I ﬂ;, luego

1 e*FE?

_ 2
 6meg 3m? ~ (e E)

T

donde e E = % es la fuerza que el campo ejerce sobre la carga o, lo que es lo
mismo, el trabajo que el campo realiza sobre la carga por unidad de longitud, y

que se invierte en aumentar la energia de la misma.

Hallar la distribucion angular de la intensidad radiada por una carga en un acelerador circular
(radiacion ciclotronica). Situar a la velocidad en la direccion del eje z y a la aceleracion en
la del eje ©. Dibujar esquemdticamente las secciones de diagrama polar de la intensidad para
los planos z=0 ey = 0.

Un electron, cuya energia cinética es de 1 KeV', gira en el plano perpendicular a un campo
magnético de 1'T'. Comparar la energia que radia en un ciclo con su energia cinética.

Comprobar el valor dado en el texto al radio cldsico del electron.

Demostrar que, la cantidad de movimiento del campo arrastrado por una particula que se
mueva con velocidad uniforme 3, < 1 vendria dada por

5~ L € o oo 4 Wy
G:vp'c—g (E? I—EE)dv:§C—201)p

donde Wy es la energia electromagnética total del campo en el sistema propio de la particula.
SOLUCION:
Para 5, < 1, el campo que se mide en el sistema propio de la particula S’ es

aproximadamente el electrostatico

. 1 R
E' ~
471'6() R/2

En el sistema del laboratorio el campo, segin 2.60, es

E~E',, B~~3AE' (5.165)

ol
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por lo que la cantidad de movimiento total del campo es

. 1 .
G = / Gdv=— / Sdv
V—oo c V—oo

Teniendo en cuenta que S = ENH , substituyendo los valores de los campos (5.165)
en expresion anterior y escribiendo en forma diadica

E? T E* |, E(E-4,)— 1, (EE)
la cantidad de movimiento puede escribirse de la forma

é:ggﬁp-/ T B*— EE| av
C
V—oo

Dado que F es aproximadamente coulombiano

1 2
/ Egdv_/ Egdv_/ Egdv_/ E*dv=—W,
V—oo V—oo V—oo 3 V—oo 3eo

/ E,Egdv=0 para o#pj
V—o00
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Apéndice A

Apéndice del capitulo 1

A.1. Deduccion de las transformaciones de Lorentz mediante ex-
periencias pensadas

En las FEzxperiencias pensadas se plantean situaciones cuyo transcurso se deduce mentalmente de
la aplicacién de un cierto nimero de principios. Las aqui expuestas [Panofsky y Phillips| conducen
a la expresion de las transformaciones de Lorentz tomando como punto de partida a los postulados
de la relatividad y los principios de homogeneidad e isotropia enunciados en los apartados 1.3 y 1.2.

A.1.1. Invarianza de las medidas de metros perpendiculares al movimiento

Figura A.1: Metros transversales al movimiento

La figura A.1 muestra a dos metros idénticos, colocados respectivamente a lo largo de los ejes
y ey’ y con sus extremos inferiores en yo = 0 e y{, = 0. Puesto que en ¢t = t' = 0 coinciden los ejes
y e 7y, en ese mismo instante deben coincidir los extremos y; e ¥}, por lo que ambos metros son
iguales medidos desde cualquiera de los dos sistemas de referencia. No es posible, por ejemplo, que

a-1
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y1 coincida en ese instante con un punto y) < yj porque, en contra del postulado de relatividad,
desde ambos sistemas deberia concluirse que el metro de S es més corto que el de S’.

Puesto que el espacio es homogéneo, si estos metros se desplazan paralelamente de sus posi-
ciones iniciales, seguiran apareciendo como iguales. Como consecuencia de la isotropia espacial,
este resultado es también valido si los metros se colocan en cualquier orientaciéon perpendicular al
movimiento.

A.1.2. Dilataciéon temporal

, S
Visto
desde
g
S
: S
Visto
desde
r - S

Figura A.2: Dilatacién temporal

El resultado anterior y la experiencia ilustrada en la figura A.2 permiten cuantificar la dilatacién
temporal. La figura representa a un automévil (sistema S’) que viaja por un tunel (S). En su techo
lleva un radar que emite senales electromagnéticas y las recibe después de ser reflejadas por el
techo del tunel. Desde el punto de vista del automévil, la luz recorre la distancia 2d en un tiempo
At' = AT que, por estar medido por un solo reloj R’ es un intervalo propio en el sistema S’. Por el
segundo principio, este camino es recorrido por la luz a la velocidad c, luego

c
d==-AT
2
distancia que, por ser perpendicular al movimiento, es invariante.

Visto desde el sistema S, entre la emisiéon y la recepcién del pulso luminoso transcurre un
intervalo At no propio, medido por los relojes R; y Ro. En ese tiempo, el automévil ha recorrido la
distancia V At y la luz la ¢ At, por lo que, de acuerdo con la geometria de la figura
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A VEAL

2
At = yAT
+d° = t=r

A.1.3. Contraccién de Lorentz

£, €spg o
Desde *—
, = Ax
S “HH‘HH‘HH‘HH‘HH”
X3 Xb
Ro) 1, .
“HH‘HH‘HH‘HH‘HH“ —
X 5 Xpo
Desde /\x =
S “HH‘HH‘HH‘HH‘HH“
Xa Xp1
= o AX
“\\H‘HH‘HH‘HH‘\H\“
X2 Xy
@tl

Figura A.3: Metros paralelos al movimiento

Considérese ahora a un metro en reposo sobre el eje 2/, de forma que sus extremos ocupen las
posiciones z, y xj. Su longitud propia es Az’ = AA y, como se indica en la figura A.3, puede medirse
con un solo reloj R’ en funcién del tiempo invertido por la luz en un viaje de ida y vuelta entre sus
extremos. Un fotén parte en ¢ de ), se refleja en un espejo colocado en xj y regresa en ¢} al punto
de partida; ambos tiempos son medidos por R’ luego el intervalo At’ = t] — ¢{, es el propio entre los
dos sucesos de partida y llegada del fotén.

2AA
c

At =t —tyg=Ar =

Estos dos sucesos son vistos desde S de forma distinta. Como se muestra en la figura, el metro se
mueve con respecto a este sistema: en el instante ¢y de partida, sus extremos ocupan las posiciones
Tao V Tpo, cuando el fotén se refleja en el espejo, ocupan las posiciones x,1 v xp1 v en el instante
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t1 de llegada las x40 y xp2. At = t1 — tp ha sido medido por dos relojes, Ry y R1, por lo que es el
intervalo no propio correspondiente a A7. De acuerdo con ésto

At:tl—t[):’yAT:ﬁAA
c

En este tiempo, la luz ha recorrido en el sistema S la distancia

c At = [2p1 — Ta0] + [To1 — Ta2] = Ax + [2p1 — Tpo] + Az — [Xa2 — Ta1]
Pero, la distancia [xp; — zp0] es la que el metro recorre a velocidad V' mientras que la luz recorre

[xp1 — Tqo] & la velocidad c. De forma andloga [x42 — x41] es la recorrida por el metro mientras que
la luz recorre [xp — x42] . Luego

[wp1 — xp0] = B [Tp1 — Tao] = B(AZ + [z — T0))
[%2 - wal] =f [wbl - %2] = ﬁ(AﬂC - [%2 - xal])

Eliminando [zp1 — Zpo], [Ta2 — Ta1] y At de estas ecuaciones, se obtiene

AA
Ar = —
0

A.1.4. Sincronizacion de relojes

S —= (Estacién) AX

S* - (Tien O

»
%
> \\
N\'
)
s

Figura A.4: Sincronizacién de relojes

Dada la relatividad de la simultaneidad, puesta de manifiesto en el capitulo 1, relojes que estan
puestos en hora en un sistema determinado, no aparecen sincronizados en otro distinto. En la
experiencia que se muestra en la figura A.4, se supone el paso de un tren frente al andén de la
estacién. De forma andloga a lo expuesto en el parrafo 1.4.4, se prepara la experiencia colocando
dos ldseres en la estacion, a una distancia Az uno del otro, y disparandolos simultdneamente para
marcar dos posiciones homdlogas en el tren. La distancia Az’, entre las marcas dejadas en el tren,
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es una longitud propia en &’ cuya medida desde S, con respecto al cual dichas marcas estdn en
movimiento, es la medida no propia Az !. Segiin esto

Una vez preparada la experiencia, se sitian los relojes Ry y R1 en las posiciones de los laseres
y los R}, y R} en las de las marcas del tren y se hace pasar de nuevo a éste frente a la estacién. El
relato de lo observado desde el sistema S es como sigue:

- En el instante to, el reloj R} pasa por la posicién del Ry. Un observador de S, colocado en
la posicién de este tltimo reloj, lee la esfera del primero y anota su lectura ¢}. El suceso de la
coincidencia de estos dos relojes se anota como (tg, t}).

- En el instante ¢, dada la forma de preparar la prueba, tienen lugar simultaneamente dos
sucesos: la coincidencia de los relojes R{, y Ry, que se anota como (t1, t(), y la de R} y Ry, que
se anota como (t1, t{). Las lecturas que los observadores de S hacen en t; de las esferas de Rf, y

| son distintas, ¢, y t] respectivamente, porque ambos relojes estdn sincronizados en S’ y, por lo
tanto, se ven fuera de sincronismo desde S.

Si 0t es la diferencia de sincronia detectada desde S

5t =ty —t]
ésta puede calcularse teniendo en cuenta lo que sigue:

* Los observadores de S ven al tren moviéndose hacia la izquierda con velocidad V', por lo que
en el intervalo ¢1 — ty recorre la distancia

Az = V(tl —to)

* En la caja rectangular y punteada de la figura se han agrupado a los sucesos (to, t}) y (t1, tf)-
El intervalo ¢; — to es propio, medido por Ry, y corresponde al no propio ¢, —t; que ha sido medido
por R} y Rj. Luego

(to —t1) = 7 (t1 — to)

* En la otra caja se incluye a los sucesos (to, t}) v (t1, t]). t1 — to, medido ahora por Ry y Ry,
es el intervalo no propio correspondiente al propio t{ — ¢}, medido por R]. En este caso

(t1 —to) = v (t] — t1)

! Az es al mismo tiempo la medida propia de la distancia entre los dos laseres de la estacién y la medida impropia
de la distancia entre las dos marcas que estos han dejado en el tren.
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Eliminando ¢7, (] —t), t1 — to y Az, se obtiene

g

5t =2 A’ (A1)
C

Compaérese con 1.34.

A.1.5. Transformaciones de Lorentz

y y
, I T)
X i
Vt X’ :
S O S O, 3 O” X,
t'lzt’+[3x’/c £

z 4

Figura A.5: Transformaciones de Lorentz

Para determinar la ley de transformacién de z, téngase en cuenta que, segtin la figura A.5, el
punto P del universo, observado desde S, tiene por coordenada a

=00+ 00"

00" =Vity OO" = ' /v, porque 2’ es una longitud propia en &’ cuyos extremos ocupan en el
instante ¢ las posiciones O’ y O” de S, luego OO” es la medida no propia, contraida, de z’. De esto
se deduce la ley de transformacion para x

/
x
r=Vt+— = 2=Vt
Y
Para obtener la ley de transformacion temporal, obsérvense desde S los siguientes sucesos:
- En t = 0 el reloj de 8'situado en O" marca t, = 0.

- En t = ¢ el mismo reloj marca t) =t' + f2'/¢, de acuerdo con A.1, porque se halla situado a
la distancia z’ del reloj de P, el cual marca el tiempo t'.
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El intervalo AT =t} —t, = ¢} es un intervalo propio de &', porque ha sido medido por el mismo
reloj de O’, que corresponde al intervalo, impropio en S, At =t — 0, luego

tzv(turgac')

A.2. Transformacion de la direccion de movimiento

Figura A.6: Composicién de velocidades

De acuerdo con 1.40, véase la figura A.6, v, y v, se tranforman de la misma manera por lo que
el angulo ¢ permanece invariante. Este no es el caso de 6

vg + 02 B vsen

/2

tg0' = =
g v v (veosh —V)

(A.2)

De esta expresién se deducen efectos interesantes. A continuacion se analiza el de la aberracién
de la luz.

A.2.1. Aberracion de la luz

El fenémeno de aberracién de la luz ha jugado un papel histérico importante en la discusién de la
teoria de la relatividad. En la préictica se determina por un conjunto de observaciones astronémicas.
La fundamental consiste en orientar diariamente a un telescopio en una direccién fija del cielo y
determinar las posiciones de una cierta estrella en el plano focal. Esta recorre una elipse en dicho
plano como consecuencia del movimiento de la Tierra alrededor del Sol.

Para los fotones, v = ¢, y A.2 se reduce a
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Figura A.7: Aberracién de la luz

sen 0

v (cos O — 3)

Esta es la expresion relativista de la Aberracion de la luz. En las condiciones usuales de obser-
vacién la prediccién anterior difiere inapreciablemente de la de Galileo. Efectivamente, dado que la

Tierra se mueve alrededor del Sol con una velocidad de unos 30 km.s™!, § ~ 10™* es pequeiia y
puede comprobarse que

tgl = (A.3)

A)=60 —0~Bsenb < lrad

expresion que corresponde a la prediccion galileana.



Apéndice B

Apéndice del capitulo 2

B.1. Masa inerte

Como se ha comentado en el capitulo 1, la teoria gravitatoria queda fuera del marco de la
relatividad especial. La masa gravitatoria y la inerte son, en principio, distintos atributos de la
materia que solo se identifican entre si a través del postulado de equivalencia de la relatividad
general. Mientras que el concepto de masa gravitatoria estd relacionado con la magnitud de la
fuerza de atraccién entre cuerpos neutros, el de masa inerte lo estd a la resistencia, o inercia,
presentada por un cuerpo para cambiar su velocidad en presencia de fuerzas. Una forma simple
de definir y analizar este concepto es mediante experiencias, efectivas o pensadas, de colisiones
elasticas. En sentido restringido, se entiende que una colisién es una interaccién de muy corto alcance
entre dos particulas; éstas solo ”se vencuando se encuentran a una pequena distancia mutua, radio
de interaccion, dentro de la cual intercambian energia y cantidad de movimiento. El tiempo de
propagacion de la interaccién es despreciable en las colisiones por lo que la ley de accion y reaccién
les es aplicable y su tratamiento relativista no presenta dificultad.

B.1.1. Masa en reposo

La masa en reposo puede definirse operacionalmente a través de experiencias de colisién elastica
a baja velocidad, en el limite para 3 < 1. Considérese el choque elastico entre particulas esféricas
de distinto volumen, fabricadas con el mismo material y dotadas de las velocidades v1 y vo. Después
de una colisién eldstica frontal, las velocidades resultantes son respectivamente v} y v5. Puede
comprobarse experimentalmente, con un alto grado de precision, que los incrementos de velocidad
de las particulas guardan una relacién inversa con sus volimenes Vi y Vs.

vi—v1 Vo

v —vh W

b-1
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La masa inerte m de una particula se define como proporcional a su volumen a través de la
constante pys, la densidad de masa
m=pyV

, de tal forma que dos particulas, cualquiera que sea su naturaleza, tengan la misma masa si sufren
el mismo incremento de velocidad en una experiencia como la anteriormente descrita. Si se repite
la experiencia con esferas de materiales diversos, el resultado, en funcién de las masas, se describe
como

/
v) — v m
1 1 2 / /
= —— = MU+ Mg = mi U] + My (B.1)
V2 — Uy mq

expresion, esta ultima, que enuncia el principio de conservacion de la cantidad de movimiento en
un sistema aislado de particulas.

B.1.2. Masa en movimiento; conservaciéon de la cantidad de movimiento

Observado desde Observado desde
S S’
N N

M(v,)

Figura B.1: Masa en movimiento

En el caso relativista, la situacion es mas compleja, como lo muestra la siguiente experiencia
pensada propuesta por Lewis y Tolman [Konopinski]: supéngase que se dispone de dos lanzadores
idénticos que disparan bolas elasticas de masa m con velocidad v;. Un lanzador se sitia en el sistema
S, como se muestra en la figura B.1, y dispara su bola en la direccién positiva del eje y . El otro se
sitiia en el 8’ y lanza la suya en la direccién negativa del eje y'. El disparo de ambos lanzadores se
realiza de forma que el choque de las particulas sea frontal, es decir, tal que los observadores de Sy
S’ vean a sus proyectiles respectivos partir con velocidad v, en direccién transversal y volver, por
el mismo camino, con la misma velocidad y en direccién contraria. La experiencia se ve de forma
distinta desde cada uno de los sistemas de referencia: Observado desde el sistema &, el lanzador
propio impulsa a la bola en direccién transversal y con velocidad v1, pero la velocidad v de la otra
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bola se verd distinta porque su lanzador estd en S’y, de acuerso con las leyes de composicién de la
velocidad, ésta se mueve con respecto a S con una componente x de velocidad igual a V.

El andlisis de este problema en el dominio de las velocidades pequenas (v, V < ¢) es sencillo:
las cantidades de movimiento B.1 se conservan en el choque. Desde el sistema S, las componentes
en las dos direcciones espaciales de las cantidades de movimiento son:

m(UQI)a = m(v2x)d:mv

Mmuvy — MUy = MUy —MUV1T = MUl = MUy

Para velocidades relativistas, la aplicacién de la ley de composicién de velocidades 1.40 a v}, da

como resultado
N U1
’1)2 = <'U2x = M ’Uzy = —’Y >

La suposicion de que la masa sea independiente de la velocidad permite seguir verificando B.2
pero no B.3. Si se quiere disponer de un principio relativista de conservacién de la cantidad de
movimiento, definida ésta como producto de masa por velocidad, es necesario redefinir la masa
como funcién M (v) del médulo de la velocidad y escribir, para la componente y de dicha cantidad
de movimiento

M (v3) vay = M (vs) % — M(v1) w1

Hacienso uso de 1.42,

donde 7(v2) es el factor 7, de la particula lanzada en S’, v(v1) el de la que ha sido lanzada en Sy
Bpe = *2+ = 0. Eliminando v se tiene que la relacién

M(v2) _ M(vi) _ M(0)

Y(w2) (1) 4(0)

es independiente de la velocidad de la particula, por lo que la masa en movimiento se expresa de la
forma

M(v) =ypm

B.1.3. Equivalencia entre masa y energia

La expresion 2.14 establece la equivalencia entre masa y energia. En el limite de baja velocidad

1
()pcc1 =&+ B mv*

Si las masas en reposo no fueran intercambiables con otros tipos de energia, & seria un término
aditivo sin significacién fisica, pero la experiencia muestra que, incluso en el contexto comunmente
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Repulsién culombiana

In

Figura B.2: Fusion de particulas

denominado "no relativista” ( << 1), este término tiene un significado fisico fundamental. Particu-
las con energia cinética despreciable pueden reaccionar entre si intercambiando toda su masa en
reposo por energia cinética. Este es el caso, por ejemplo, de la reacciéon de aniquilacién entre elec-
trones y positrones

et +e” — 24
en la que un electrén y un positrén se aniquilan entre si para dar como resultado a dos fotones +,
cada uno con energia m, ¢ ~ 0,51 Mev, que parten en direcciones opuestas.

En procesos importantes para la vida cotidiana, como puedan ser los de combustion, este mismo
fendmeno se presenta aunque de forma menos notable que en el ejemplo anterior. En la combustién
del carbén, un atomo de carbono y una molécula de oxigeno se combinan para formar un compuesto,
el COz, cuya masa es menor que la suma de las de sus componentes. Ese defecto de masa se
compensa con cualquier otro tipo de energia, como la cinética o la de excitacién de las particulas,
la transportada por fotones, etc. Cuando en una molécula que tiene a sus electrones en el estado
fundamental se excita a uno de ellos elevandolo a un nivel energético superior, la molécula adquiere
una mayor masa debido a que ha incorporado la energia de excitacién. Estas diferencias de masa son
dificilmente detectables porque estan producidas por la reestructuracién de los niveles electrénicos
atémicos y las diferencias de energia entre éstos es del orden del electronvoltio, lo que supone
incrementos de masa relativos del orden de 1078 — 107%. En estos procesos la masa se conserva con
un alto grado de aproximacién, lo que no supone que su equivalente energético sea despreciable; un
kg de carbon, junto con el oxigeno correspondiente, producen una energia de combustiéon de unos

9KWHh.

En los procesos nucleares, las diferencias de energia entre niveles son muy superiores a las de
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los procesos atémicos, del orden del Mev, por lo que los incrementos de masa y los rendimientos
energéticos son correspondientemente més elevados. La fisién del 23U produce unos 2,4 x 107 KWh
y la fusién de deuterio y tritio unos 9,4 x 10" KWh por cada Kg de combustible. En estos casos,
los incrementos de masa son muy significativos. La figura B.2 muestra la energia potencial entre
dos nticleos ligeros, por ejemplo, de Hidrégeno. Al acercar ambos ntcleos, éstos deben vencer la
repulsién culombiana y remontar, o traspasar por efecto tinel, la barrera de potencial formada por
la combinacién de la interaccion culombiana con la fuerte, esta ultima de signo contrario pero de
corto alcance. Una vez traspasada la barrera, el nticleo incidente cae en un pozo de potencial y se liga
al blanco en un nivel energético negativo. Si no se tiene en cuenta a la energia inicial de la particula
incidente, la energia negativa de ligadura Ej, hace que la reaccién sea exoenergética y que |Ej,|,
energia sobrante, aparezca como energia asociada a los productos de reacciéon. En consecuencia, el
ntcleo resultante de la fusién tiene menos energia y menos masa que la suma de sus componentes
iniciales en una cantidad B, Defecto de masa, equivalente a |Ej,|. En general, segtn el principio de
equivalencia entre masa y energia, la masa de un nicleo compuesto de A nucleones (N neutrones y
Z protones) viene dada por

M(A, Z) = Nmy + Zm, — B(A, Z)

donde m,, es la masa del neutrén y m,, la del protén. La figura B.3 representa al defecto de masa
por nucleén B/A, en Mev por nucledn, frente al niimero de nucleones de cada nicleo y en ella se
resalta como en la fisién de un ntcleo pesado en dos mas ligeros y con mayor defecto de masa por
nucledn, o la fusién de nicleos ligeros en otro de mayor defecto de masa por nucleén, se produce
una energia sobrante que puede ser aprovechada. En la figura se utiliza una escala méas pequena
para la primera parte del eje A, por lo que el aumento del defecto de masa en esa zona de la gréfica
es mas pronunciado del que aparenta.

B.2. Movimiento de particulas cargadas

Las ecuaciones del movimiento de una carga vienen dadas por 2.72a y 2.72b

d€ B
dp . .
dit’ = e(E+7AB) (B.5)

A continuacién se abordaran los casos mds simples y, por esta razén, més significativos del
movimiento relativista de una particula cargada en presencia de un campo electromagnético. Se
considera que tanto E como B son constantes y uniformes. Descomponiendo al campo eléctrico de
la forma

E:E“+EL
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Figura B.3: Defecto de masa

, donde los subindices || y L denotan respectivamente a las componentes paralela y perpendicular
a B! y teniendo en cuenta que U A B =0, la ecuacién B.5 puede desdoblarse en

Ll

o = ¢k (B.6)
B~ o(B+unB) (B.7)

lo que permite tratar independientemente a las proyecciones del movimiento a lo largo del campo
magnético y sobre el plano transversal al mismo. Por otra parte, la proyeccién transversal del
movimiento es funcién de un E | que es perpendicular a B por lo que

(I2)L =0

y, segin 2.64 o 2.65 existe un sistema de referencia desde el cual puede anularse uno de los dos
campos. Por esta razén, los casos del movimiento de una particula en presencia de uno solo de
los campos tienen una gran generalidad y a partir de ellos, transformando las ecuaciones de las
trayectorias a otro sistema adecuado, puede estudiarse el movimiento de las particulas en presencia
de ambos campos.

!Estos mismos sfmbolos se utilizan en la seccién 2.4.2 con distinto significado. Dentro del contexto correspondiente,
ésto no debe dar lugar a confusién.
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B.2.1. Movimiento hiperbdlico

o UT

arctg(v/c)

.5 2 2.5 3

x/cT

Figura B.4: Movimiento hiperbélico

Se denomina movimiento hiperbélico? al que posee una particula sometida a un campo eléctrico
uniforme y constante. Sea FF = Ey 2 y B = 0. Las ecuaciones del movimiento son:

d&
dt
dps
dt
dpy
dt

dx
Ei
R0t

CE(]

dp-
dt

=0

Puesto que el movimiento en el plano yz es uniforme, el problema se reduce a estudiar el
movimiento en la direccién del campo aplicado. Por lo tanto, partiendo del reposo p(t = 0) = 0 en
el punto de coordenadas 7y = (x¢, 0, 0), la integral de las dos primeras ecuaciones es

e Ey(x — x0)
eFpt

donde mc? = & = (£)i=o

E—mdc?
MUy

Po = -
1— %

c2

mc

Para simplificar, se define la constante de tiempo T' = . L sin pérdida de generalidad, se elige
como punto inicial a g = ¢T'. Normalizando el tiempo y el espacio de la forma

T

X

K
Lo

2Este movimiento es el uniformemente acelerado que se definié en el problema 1-28.
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y despejando 8 = “%, se tienen las siguientes ecuaciones

KR = =

&o

= e (B.8)

ecuaciones a partir de las cuales, teniendo en cuenta 2.14, puede expresarse a la energia y la posicién
en funcién del tiempo

E
H:\/1+72:? (Bg)
0
La ecuacién del movimiento B.9 es de tipo hiperbdlico
K2—72=1
con respecto a las variables = y ¢.

Como es facil de comprobar a partir de B.8 y de la figura B.4, v, ~ cparat ~ T y v, /c — 1
para t — oo.

B.2.2. Movimiento ciclotréonico; deriva ambipolar

Una carga en presencia de un campo magnético uniforme y constante describe una trayectoria
espiral cuya proyeccién transversal es circular. A este movimiento se le denominada ciclotrénico.

Considérese F =0y B = By 2. Las ecuaciones del movimiento resultantes son:

d€

il 0

dp "
d—f = eUvAB

De la primera se deduce que la energia es una constante del movimiento y que también lo son
Yp, seglin 2.14, y el médulo de la velocidad de la particula.

E=cte = vy,=cte, v=cte, M(v)=cte (B.10)
La segunda ecuacién puede ser escrita, de forma maés significativa, como

i =
L_aGrp B.11
= P (B.11)
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que es la conocida ecuacién que describe la precesiéon de un vector p con velocidad angular €. A
esta 1ltima, que en el caso que nos ocupa se ha definido como

B B B
_EP P g5 = g=--° (B.12)

BE T m T M) M (o)

, se le denomina Frecuencia ciclotronica.

B B
ﬁH >
N Q e
dlpct
= e
P
ﬁy T
S - \r .
p e Cl
L >
: 5
Q
(a (b)

Figura B.5: Precesién de la cantidad de movimiento

Como puede verse en la figura B.5 (a), la componente paralela a O del vector P permanece
constante en el movimiento de precesion porque la variacién del mismo ‘fl—f es perpendicular al plano
formado por la velocidad angular y el vector. Efectivamente, multiplicando escalarmente B.11 por
) se obtiene

di
%:0 = pj=cte = v =cte (B.13)

La proyeccién perpendicular de la ecuacién B.11 es

dp, =
—— =QA7D B.14
dt L (B.14)
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que corresponde al giro de la carga alrededor de las lineas del campo magnético. Dado que p'| tiene
un movimiento de giro, su médulo es constante

dp, 1 dp?
15]_-%25%:0 = p=cte = & =cte, v =cte (B.15)

De acuerdo con la figura B.5 (a), las componentes z e y de la cantidad de movimiento son
Pz =PLCOSQ

by =pLsene
, por lo que, sustituyendo en B.14

dpz

, donde se ha supuesto que la fase inicial es nula.  es, pues, la velocidad angular de giro en el
movimiento de precesiéon. Puesto que, segin B.10, la masa M es una constante del movimiento

Uy = v cosS)t
vy = v senflt

Integrando, y eliminando al tiempo, se obtienen las ecuaciones de la trayectoria circular de la
particula en el plano transversal

(2 —a)’+(y—b)?*=rs

donde a y b son las coordenadas del Centro de Giroy

_v_

€2 el B
el Radio de giro ciclotrénico. Si a este movimiento transversal se le anade el uniforme longitudinal,
el movimiento resultante sera espiral de paso constante, por lo que la particula se vera confinada

por las lineas de campo magnético en su movimiento transversal pero no en el longitudinal. El
confinamiento longitudinal requiere estructuras de campo no uniformes.

(B.16)

Tc

En la figura B.5 (b) se representa a las trayectorias de un electrén y de un i6n positivo pesado. De
acuerdo con B.12 y B.16, los electrones giraran a derechas, con una velocidad 2. alta y un pequeno
radio de giro r., alrededor del campo magnético, mientras que los iones lo hardn a izquierdas, a
baja velocidad y con un radio de giro grande. Se puede decir, por lo tanto, que las lineas de campo
magnético atrapan fuertemente a los iones ligeros y més débilmente a los pesados. Es este fenémeno
el que protege a la biosfera terrestre de la radiacién césmica, haciendo posible la existencia de vida
en su interior, y el que permite, mediante la creacién de botellas magnéticas, el confinamiento de
plasmas de alta temperatura en el laboratorio, como es el caso de los tokamaks, disenados para
contener combustible de fusién nuclear controlada.
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De acuerdo con 2.64, si en un sistema de referencia I; > 0 e Is = 0 o, lo que es lo mismo,
B? > %2 y E1B , el movimiento de una carga sometida a un campo electromagnético cruzado se
reduce al movimiento ciclotrénico cuando el observador se sitia en un sistema de referencia que se
mueve con respecto al primero con la velocidad

7 . VE=g<C (B.17)

En el caso de un plasma, en el que conviven electrones con diversas clases de iones, el campo
electromagnético cruzado afectara a cada una de sus componentes haciéndolas describir trayectorias
cerradas, circulares en el limite no relativista, alrededor de un centro de giro que se desplaza con
una velocidad Vg uniforme e independiente de la carga y de la masa del i6n. Esta velocidad, a la
cual se desplaza el plasma en su conjunto, recibe el nombre de Velocidad ambipolar.

B.3. Problemas

2-1. Encontrar la ecuacion de movimiento no relativista de una particula que se mueve en el seno
de un campo eléctrico constante y uniforme ; Cual es su velocidad y su energia ?

2-2. Encontrar la ecuacion de movimiento no relativista de una particula que se mueve en el seno
de un campo magnético constante y uniforme B = By Z y cuya posicién y velocidad iniciales
son 7o = (0, 0, 0) y ¥y = (vg0, 0, v,0). Hallar:

a) Demostrar que el movimiento a lo largo del campo magnético es independiente del
movimiento transversal al mismo.

b) Demostrar que la proyeccion de la trayectoria en el plano transversal es circular. Hallar
su velocidad angular y su radio.

2-3. En el seno de un campo B = BoZ (By = 10 gauss), en el punto 7 = 0 y en la direccion del
eje X, se inyectan un electron y un proton, ambos con energia cinética de un MeV . Hallar
las ecuaciones de las trayectorias, los radios de giro y las frecuencias ciclotronicas. Higase un
esquema de dichas trayectorias.

SOLUCION :

Como las cargas parten del origen en la direccién del eje z, 0y = (v, 0, 0) y, al no
existir componente de la velocidad en la direccién z, la del campo magnético, el
movimiento queda confinado al plano z =0

U= (v, vy, 0) ,, [U] =0

donde se recuerda que la velocidad tiene médulo constante.

Como se muestra en la figura B.6, el electron gira a derechas alrededor del campo
magnético, con trayectoria circular de radio ciclotroénico 7., y el protén lo hace
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<>

Y

Figura B.6:

a derechas con radio 7.,. Los centros de giro son 7, = (0, —7r¢p, 0) ¥ 7ce = (0, 7¢e, 0)
respectivamente.

Las ecuaciones de las trayectorias son

%+ (y+rep)? = rgp o 2 (Y —ree)? =12
Escribiendo 3y = “2,
cfo eB 1 £ E,
Te =~ > Q: 99 /80:1_777 7:7:1—’_7
) Yo V2 P& &

y substituyendo los datos del enunciado

Yop = 1,001 |, Bop =0,002 ,, Q,=9,6x10rads™t |, 1y =6,7Tcm

Ype =2,96 ., Boe=089 ,, Qe=6x10rads™t |, re.=45cm

Dado que ambas particulas tienen la misma energia cinética, la velocidad del
proton es muy inferior a la del electrén. La del primero es aproximadamente no
relativista § < 1 y la del segundo es ultrarelativista 1 — § < 1.

2-4. Una particula cargada se encuentra entre las placas de un magnetron, sometida a un campo
electromagnético:

E=Eyj , B=By?

donde Ey = 60kV - m™'. Buscar sistemas de referencia S’ que se muevan con velocidades
apropiadas para eliminar a uno de los campos:

a) B =4gauss
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b) B =1gauss

Determinar en cada caso las caracteristicas fundamentales del movimiento de la particula en

S’.
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Apéndice C
Apéndice del capitulo 3

En este apéndice se caracteriza a los medios lineales, se ilustran los procesos de obtencién de las
relaciones de dispersion y se revisan distintas versiones macroscépicas de los balances energéticos
de estos medios.

C.1. Medios lineales

Desde el punto de vista fenomenoldgico, los medios materiales pueden también clasificarse segun
sus propiedades de linealidad, homogeneidad e isotropia, a las que habria que anadir la de la posible
dependencia temporal de dichas propiedades. Estas cualidades y sus opuestas son responsables de
numerosos fenémenos de importancia técnica que son objeto de intensa investigacién en el presente,
tanto desde el punto de vista microscopico como desde el macroscopico. Aqui solo pueden exponerse
los fundamentos de este amplio campo por lo que los medios estudiados seran, generalmente, lineales,
homogéneos a trozos e independientes del tiempo y el tratamiento fenomenolégico.

Una definicién usual, pero restrictiva, de los medios lineales es la que asigna a éstos las Relaciones
constitutivas

P(F,t) = eoxel t)E(F,t) ,, D(F, t)=c(F, t) E(F, t) ,, e=co(l+xe)  (C.la)

=
!
~
N—
Il
>
3
—~
!
~
N—
]
—~
!
~
S—
o]l
—~
!
~
S—
Il

N(Fv t) ﬁ(f: t) vy M= NO(l + Xm) (Clb)

7t = oF t)E(F t) (C.1c)

donde x. es la Susceptibilidad eléctrica del medio, x,, la Susceptibilidad magnética, € la Permeabil-
idad eléctrica , p la Permeabilidad magnética y o la Conductividad. Si los medios son anisétropos,

. 7z 7’ . > — — - g 7’ .
algunas de estas relaciones tendran cardcter tensorial (Xe, Xm, €, H, 0) y en el caso mas simple

c-1
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seran independientes de 7y t. Pueden depender ademaés de variables no electromagnéticas como son
la densidad, presién, temperatura, etc..

De nuevo debe advertirse que, aunque se mantiene la costumbre de expresar M y B en funcién
de H seria mas coherente relacionar al primero y al ultimo campo con B.

M—t,B ., H—nB (2)
donde
m 1
1Y 1Y

Estas relaciones son lo suficientemente aproximadas como para definir el comportamiento de
una gran familia de materiales, dentro de un amplio rango de amplitudes de los campos y de sus
variaciones temporales. No hay que olvidar, sin embargo, que existen materiales de gran importancia
practica, como los ferromagnéticos, que son, de forma esencial, fuertemente no lineales, y que todos
los medios se comportan como no lineales cuando las amplitudes de los campos son lo suficientemente
altas, etc..

e(®) e(t)=3(t-t )
r(t)

r(t)=r(t-t ;)

t, \ t
energia<l

enerefa=1
Figura C.1: Dispersién temporal

No obstante, las ecuaciones constitutivas anteriores no describen a la propiedad de linealidad
en su forma més general. Cuando los campos varian rapidamente, los medios ofrecen una inercia
apreciable que se traduce en que su respuesta no es instantanea, como presuponen las relaciones C.1,
sino que ésta se distribuye a lo largo del tiempo. Para muchos materiales, la dispersion temporal de
la respuesta es notable a partir de la banda de microondas y crece en importancia con la frecuencia.
La figura C.1 representa genéricamente como un impulso de amplitud unitaria e(t) = §(t — to)
provoca una respuesta r(t — tg) en el medio lineal que, de acuerdo con el principio de causalidad, es
nula para t < tp; empieza en el instante ¢y de la excitacién y se prolonga después del mismo. r(t)
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se conoce como la Respuesta del medio a un impulso . Esta prolongacion, o dispersion, temporal
de la respuesta es responsable de la dispersién de los colores de la luz por medio del prisma, por lo
que aquellos materiales en los que el fenémeno es notable son calificados como dispersivos. En lo
sucesivo se supondra que los medios son también pasivos, es decir, la energia asociada a la respuesta
s(t) a una excitacién cualquiera e(t) es menor o igual a la de esta ultima. Esto implica que, si la
energia de la excitacién es finita, también lo sera la de la respuesta:

/ e(t)? dt = finita = / s(t)? dt = finita (C.4)

—0o0
lo que asegura que tanto e(t) como s(t) tienen transformada de Fourier.

Un medio tiene un comportamiento lineal si al multiplicar su excitacién por una constante la
respuesta se multiplica por la misma constante y si al sumar excitaciones la respuesta es la suma
de las respuestas parciales a cada una de dichas excitaciones. Este seria el caso si se interpreta a
Xe, Xm ¥ 0 como operadores lineales y no como a simples constantes. De esta forma, las ecuaciones
C.1 pueden tomarse como definitorias de dicho tipo de medios. En la mayoria de los casos, ﬁ, M
0 7 pueden expresarse en funcién de uno solo de los campos. Por ejemplo, aunque la polarizaciéon
eléctrica de un medio es, en general, funcién de ambos campos, puede eliminarse al magnético
escribiendo B = J VA E dt.

e(t’)

ton= NAY t=t=NAt t
Figura C.2: Convolucion

Puede establecerse una formulacién mas general de la respuesta s(¢) de un sistema lineal a una
excitacién e(t') arbitraria mediante el uso de la convolucién de esta tltima con la respuesta a un
impulso del mismo. En la figura C.2 se representa a la excitacién e(t’) junto con una aproximacién
escalonada e*(t'), resultante de una interpolacién de orden cero alrededor de los puntos t' = t(,, =
nAt’ (n entero) separados entre si por el intervalo At’. Haciendo a At’ pequertio, el pulso sombreado
se aproxima a un impulso [Garcia Olmedo] e(t(,,) At' 6(t' — t{,,) cuya amplitud es igual a su drea
e(ty,,) At' (el drea del pulso). La respuesta del sistema lineal, en el instante ¢, a este pulso aplicado
en t’ se aproxima al producto de dicha amplitud por la respuesta a un impulso: e(t') At' r(t — ).
Superponiendo linealmente a todas las contribuciones de los pulsos anteriores al instante t y hallando
el limite para At’ — 0
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t'=NAt'=t
s(t) = lim Z e(nAt)r(t — nAt) At =

At'—0
t'=nAt'=—oco

s(t) = ;ﬁ/_t R(t—t’)e(t’)dt’:;r/_oo R(t—t)e(t)df = —Rxc  (C5)

27
Por conveniencia, véase I11.27 y C.8, se ha escrito r = %
Segun el principio de causalidad,
R(t) =0 para t <0 (C.6)

lo que permite extender el limite superior de integracién hasta t’ — oo e identificar la respuesta
como proporcional al producto de convolucién (anotado por ) de la excitacién por la respuesta a
un impulso.

Para llegar a esta expresién se ha hecho uso del principo de linealidad y es facil de comprobar
que las relaciones de convolucién son efectivamente lineales. Fijando la atencién en la respuesta de
los medios al campo electromagnético, las ecuaciones constitutivas en el Dominio del tiempo son

t

B 1) = % Xe(7, t —t') - (7, ¢') dt’ (C.7a)

- 1 t .

WY = o / el t—¥) - B(F, ') dt (C.7h)
1 [t L,

g7t = o o(F,t—t) - E(F t')dt (C.7c¢)

donde E y B son las excitaciones, Xe, &, y o las respuestas a un impulso de los campos anteriores
y P, M y 7las respuestas globales del medio a dichos campos.

La solucién de las ecuaciones de Maxwell, para medios lineales y en el dominio del tiempo,
requiere, en consecuencia, el conocimiento de las respuestas impulsivas del medio. Estas pueden
obtenerse a partir de modelos adecuados o experimentalmente.

En general, salvo para los casos més simples, la solucién directa, en el dominio del tiempo, de las
ecuaciones de Maxwell para medios dispersivos no es sencilla. Es usualmente més sencillo hacerlo
en el dominio de la frecuencia. De acuerdo con el teorema de la convolucién I11.27

s(w) =R(w)e(w) (C.8)



C.2. RELACIONES DE DISPERSION c-5

donde s(w), R(w) y e(w) son las transformadas de Fourier temporales de s(t), R(t) y e(t). La
respuesta a un impulso R(w) lleva informacién cuatro veces redundante porque, al ser R(t) real,
la parte real de su transformada es par y la imaginaria impar y, ademds, dado que R(w) es una
funcién causal (definicién C.6) y corresponde a un medio pasivo (definicién C.4), cumple la relacién
de Kronig-Kramers I11.28 y la parte imaginaria puede obtenerse a partir de la real.

La antisimetria de la parte imaginaria de R(w) implica que R(w = 0) es real . Luego e(w = 0),
uwlw = 0) y o(w = 0) son las Constantes estdticas y C.1 una aproximacién cuasiestatica de las
relaciones de dispersion.

Las ecuaciones constitutivas de los medios lineales en el Dominio de la frecuencia suelen expre-
sarse de la forma

D(7, w) =&(F, w) E(F, w) ,, &(F, w)=¢eo{l+ xe(F, w)} (C.9a)
B(T, w) = :U'(F? w) ﬁ(F, w) ) :UJ(F? w) = Mo {1 + Xm(Fa w)} (C9b)
77 w) = o7, w) E(F, w) (C.9¢)

e(7, w), p(7, w), o(7, w) se conocen como Relaciones de dispersion. La transformacién al dominio
de la frecuencia simplifica considerablemente a las ecuaciones de Maxwell al eliminar a todos los
operadores temporales y sustituirlos por funciones de w. Si se desea obtener la respuesta temporal de
los medios a un campo transformable por Fourier o, en particular, a un campo monocromatico, una
vez resuelto el problema en el dominio de la frecuencia, el uso de la transformada inversa permite
obtener la solucién requerida en el dominio del tiempo.

C.2. Relaciones de dispersion

Las relaciones de dispersién de un material describen, en el dominio de la frecuencia, su respuesta
lineal a la presencia de un campo electromagnético. Pueden obtenerse de diversas formas cuyas
lineas bésicas se exponen en lo que sigue. Tratamientos mas amplios pueden encontrarse en [Beam],
[Bleaney y Bleaney], [Jackson],[Reitz et al.].

La determinacion de estas relaciones puede llevarse a cabo experimentalmente, tedricamente,
mediante modelos apropiados, o, lo que es mas comun, por procedimientos mixtos. Los resultados
experimentales constituyen el tltimo contraste y patrén con el que verificar las predicciones, aunque
no siempre se dispone de ellos con la precisiéon necesaria. Idealmente, el tratamiento teérico parte
de un modelo bésico del medio y expresa sus resultados en funcion de los parametros fundamentales
del mismo; en la préactica, dichos pardametros deberan ser ajustados en mayor o menor grado para
acomodar estas relaciones a la realidad experimental.

El modelo microscépico puede expresarse en parte a través de la ley de fuerzas 2.85 que aqui se
escribira de la forma
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ﬁm:%:eﬁm—i—eﬁ/\ém—i—ﬁ& (C.10)
donde ﬁ,’n resume al conjunto de fuerzas que actian sobre la carga y cuyo origen no es electro-
magnético clasico. En algunos casos, véase la seccién C.2.2, estas fuerzas son despreciables pero, en
general, son de origen cuantico y juegan un papel determinante en la respuesta del medio. Cuando
éste es poco denso, se manifiestan principalmente como interacciones de corto alcance que suelen
ser modeladas mediante secciones eficaces de colisién. En la materia densa el problema es mas com-
plejo y su tratamiento requiere de las técnicas del estado sélido o liquido. En cualquier caso, la
inclusion de F;’n en la ecuacién no es facil y, en la practica, su modelado requiere el uso de hipotesis

simplificadoras que limitan su rango de validez.

Tampoco es trivial la interpretacion macroscopica de la ecuacién C.10 una vez establecido un
modelo microscopico determinado. Un problema clasico a este nivel es el del calculo del Campo
local, o molecular, que actia sobre cada molécula concreta del medio [Reitz et al.]. Por tltimo, dado
que el comportamiento de los medios es en general no lineal, la obtencién de unas relaciones de
dispersiéon, cuando ésto es posible, implica la imposicién de condiciones a las variables del problema
que aseguren su linealidad.

Entre los extremos experimental y tedrico, una forma 1util y sencilla de representar la respuesta
macroscopica de muchos medios comunes, como lo son los dieléctricos y conductores ordinarios,
consiste en la proposicién, como modelo, de una ecuacién diferencial temporal lineal de orden n,
cuyos coeficientes se ajustan para representar a los datos experimentales. A continuacién se muestran
ejemplos de éste iltimo tipo de tratamiento y de como, partiendo de un modelo primario, se obtienen
las relaciones de dispersién de un plasma simple.

C.2.1. Relaciones de dispersion de primero y segundo orden

Antes de abordar el problema enunciado, es 1til el considerar las caracteristicas del movimiento
no relativista de una particula en presencia de un campo electromagnético variable y de fuerzas
recuperadoras y de friccién externas al sistema electromagnético clasico.

Movimiento de cargas

Supéngase a una particula, con carga e y masa m, en presencia de un campo eléctrico E(t) y de
unas fuerzas lineales

F = —m% — k7 (C.11)

suma de una de tipo eldstico y otra de friccion.

Las constantes de friccion k y elastica k pueden escribirse de la forma

kK=mv ,, k=muw} (C.12)



C.2. RELACIONES DE DISPERSION c-7

en funcion de la masa de la particula, de la frecuencia equivalente de fricciéon v y de la frecuencia
natural, o de resonancia, wg. v estd asociada a la pérdida irrevesible de energia de la particula.
En un electrén totalmente libre el inico mecanismo posible de pérdida de energia mecanica es la
radiacién electromagnética pero ésta es despreciable cuando el electrén se encuentra en el seno de
un medio denso; en este caso la energia se cede al resto de las particulas, las cuales la transforman
principalmente en energia térmica. wg representa al intercambio reversible de la energia cinética de
la particula con la energia elastica del medio, correspondiente a las fuerzas con que una molécula o
un cristal se oponen a las pequenas perturbaciones de la érbita de un electrén o de la posicién de
equilibrio de un ién. En ausencia de friccién es la frecuencia natural o de resonancia del movimiento
oscilatorio armonico de la particula.

Tomando como origen al centro de atraccion de la fuerza eldstica, la ecuacién del movimiento
de la particula es

d?7(t) dr(t) .
72 +v o + W F(t) =

e -
- E(t) (C.13)
Una inspeccién de las ecuaciones de Maxwell muestra que el campo eléctrico no puede ser
homogéneo si varia con el tiempo, luego E = E(F, t), y que necesariamente estd acompanado de un
campo magnético. Pero puede demostrarse que dentro de los margenes impuestos a los modelos que
se utilizardn mas adelante, desplazamientos pequenios de los fluidos de polarizacion y velocidades
pequenas de los de conduccidén, se puede despreciar la dependencia espacial del campo eléctrico y la
fuerza debida al campo magnético. Bajo estas condiciones, es facil de resolver la ecuacién anterior,
tanto en el dominio del tiempo como en el de la frecuencia. Tomando E(t) = Agd(t) y 7 =r E

2, r e
ddtgt) +Vdd(tt) R r(t) = # ) (C.14)

Puesto que la velocidad de las particulas es finita, la posicién r es continua. Si se parte del reposo

dr
"o e (dt)l)_

, donde 0_ indica t < 0, t — 0, y se integra la ecuacién en el intervalo ¢ € [0_,04], donde 04 indica
t>0,t— 0, se tiene que vo, —vo_ = vo, = ° 20. Las condiciones iniciales para resolver la ecuacién
anterior en el intervalo ¢ > 0 son, por lo tanto,

T0+ = 0 L] Vo, = — (015)

y su solucién !

r=0 parat<0 ,, r=rge “*sen(wyt) parat >0 (C.16)

!Problema c-3.



c-8 APENDICE C. APENDICE DEL CAPITULO 3
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Figura C.3: Respuesta a un impulso de primer y segundo orden

donde

_edg 1 B Vo, 1
rofﬁw—l ,, w1 =wpy/1 (2w0) =g (C.17)

Si la fuerza eldstica es nula (wp = 0) la ecuacién C.14 se puede escribir como de primer orden
en la velocidad

du(t) e Ao
— £ 1
o vu(t) - o(t) (C.18)
y su solucion es
v=0 parat <0 ,, v=v9e “' parat>0 (C.19)

donde vg = vo, (C.15).

La figura C.3 representa a las respuestas a un impulso del sistema de primero (linea de trazos)
y de segundo orden (linea continua) normalizadas para ro = 1y vy = 1.

Las ecuaciones C.14 representan adecuadamente al movimiento de una particula de masa m
que interacciona eldsticamente con otra de masa M >> m. No es dificil comprobar que, cuando m
no es despreciable frente a M, la frecuencia natural (despreciando los términos de friccién) de la
oscilacién acoplada de las dos particulas es?

2Problema c-4.
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wi =k(=+—) (C.20)

Relaciones de dispersién de dieléctricos

En la figuras C.4-C.6 se representan los esquemas de polarizacién de dieléctricos apolares y
polares. En los primeros el momento dipolar de una molécula es nulo en ausencia de campo mien-
tras que en el ultimo cada molécula presenta un momento dipolar intrinseco de magnitud pgy y
orientacién arbitraria. En general, un material determinado estd compuesto por moléculas e iones
diversos y cada una de éstas moléculas puede también contener electrones e iones polarizables que
interactien de distinta forma con el sustrato, contribuyendo de esta forma a la polarizacién total
del medio. La polarizacién resultante en una substancia concreta se obtendrd como suma de todas
las contribuciones posibles.

En la figura C.4 se representa esquemdticamente el mecanismo de polarizacion de moléculas,
como el He, o el No, que estdn compuestas por una sola especie atéomica. En ausencia de campo las
nubes electronicas se distribuyen simétricamente alrededor de los nicleos de forma que el momento
dipolar resultante es nulo. Tales moléculas se califican de apolares. La imposicién del campo eléctrico
deforma a las nubes electronicas y desplaza al centro de cargas positivas con respecto al de las
negativas creando un momento dipolar. Los principales responsables de la polarizacién son los
electrones externos, dado que estan méas débilmente ligados que los de capas més profundas. Para
valores normales del campo, el desplazamiento relativo de los centros de carga es pequefio y la
velocidad correspondiente también lo es. Bajo estas condiciones, la fuerza cuantica que mantiene
al electrén en su orbita puede ser aproximada por una fuerza recuperadora eldstica fuerte mas una
pequena fuerza lineal disipativa. Dado que la constante eldstica es fuerte y que los electrones tienen
una masa muy pequeiia, la frecuencia natural de estos modos de polarizacion es alta; suele estar
dentro de los rangos del visible-ultravioleta.

A @ E F>)
A —> ©

Figura C.4: Polarizacién de dieléctricos apolares con dtomos de una sola especie

También son apolares las moléculas que, como el C Os, véase la figura C.5, estdn compuestas por
dos especies atomicas enlazadas de forma lineal y simétrica. En estos casos, al estar las moléculas
constituidas por atomos distintos, con diferente afinidad electrémica, cada uno de ellos adquiere
carga neta aunque, en ausencia de campo externo, el momento dipolar intrinseco es nulo. Un campo
variable polariza a las moléculas por el mecanismo ya descrito pero también a través de distintos
modos de oscilacién iénica. En la figura C.5-a se representa a una oscilacion simétrica, la cual no
induce polarizacién. C.5-b representa a una oscilacién asimétrica que si induce momento dipolar,
como la oscilacién de torsién representada en C.5-c. Dado que la masa M de los iones es muy
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superior a la de los electrones, las frecuencias naturales de estos modos son inferiores a las de los
electronicos y suelen estar dentro del rango del infrarrojo.

@@@ @
e—E—o — o

ERE
®

Figura C.5: Polarizacién de dieléctricos apolares con atomos de dos especies

No obstante, el paso de un modelo microscépico, como puede ser el representado genéricamente
por la ecuacion C.13 y los modelos de las figuras C.4-C.5, a otro macroscopico es en general complejo.
Aqui se emitird la hipdtesis de linealidad directamente en el dominio macroscépico y se dejard a
la experimentacion el ajuste de los parametros y la determinacién del rango de validez de las
expresiones. Se supone que, dentro de un cierto dominio de las variables, la contribucién de un

cierto tipo de electrones, o iones, a la densidad de polarizacién del medio, responde a la ecuacién®
82 P(7, t OP(F, t S S
(7, ) + vy (7, —i—wgd P(7, t) = o wid E(7, t) (C.21)

ot? ot

En esta ecuacién se utiliza una notacién analoga a la empleada en la C.13 pero, evidentemente,
ahora el significado es distinto: vg, la Frecuencia equivalente de fricion, wo,, la Frecuencia natural,
asi como wy,, la Frecuencia de plasma del dieléctrico, son pardmetros macroscépicos que deben
ser ajustados a cada tipo de electrén o i6on de un medio concreto. No obstante, por analogia entre
ambas ecuaciones pueden al menos obtenerse estimaciones del orden de magnitud de los mismos. Si
se multiplica la ecuacion C.13 por ne, donde n es la densidad de electrones del tipo considerado,
las dimensiones de la ecuacién resultante son las mismas que las de C.21. La comparacién de los
segundos miembros permite estimar la frecuencia de plasma del dieléctrico

9 n e

Pd

22
p (C.22)

Mediante un modelo simple 4, la frecuencia natural wy para un electrén cuya nube tenga simetria
esférica puede estimarse como

2
9 e Vi o
O " 4radegm 3V, Pd ( )
3Téngase en cuenta que dg(tt) = ag(tt)’ pero que dgf’ Y = W +(@-V) g(7, t) y este tltimo término es no lineal.

4Problema c-1.
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donde a es el radio molecular, V;,, = %w a® el volumen de la molécula y V,, = % el volumen ocupado

por término medio por una molécula. Si éstas estdn muy empaquetadas, ambos volimenes son del
mismo orden y si estan muy distanciadas V,, >> V,,, y wg >> wgd.

Sin embargo, la analogia entre las frecuencias naturales wg y wp, no es completa porque el campo
medio que actia sobre las cargas en cuestién es el campo local

. . P
E=E+n— (C.24)

€0
1 es un factor de correccién cuyo célculo no es en general simple, salvo en el caso de los medios
apolares isétropos (n = %) y de los conductores (n = 0). Por lo tanto se puede establecer la analogia

2 2 2
wp, ~ Wy — NWp, (C.25)
Para hallar la relacién de dispersion de la susceptibilidad asociada a este tipo de cargas, no es
necesario calcular la transformada de Fourier de la respuesta a un impulso®. Basta con transformar
directamente a la ecuaciéon C.21 e identificar al factor de proporcionalidad entre las densidades
espectrales P(7, w) y €9 E(7, w):

1
Xe(w) = Xe ] o v (C.26)
TP ) (&)
donde
2
w

Xeo = rgd (027)

d

es la Susceptibilidad eléctrica estdtica.

AN

N

o

N

E
o) p

Figura C.6: Polarizacién de dieléctricos polares

Ciertas moléculas, como el S O y el Hy O, presentan un momento dipolar intrinseco 6, como se

muestra en la figura C.6. En presencia de un campo eléctrico, la molécula sufre un par T = po N E

SProblema c-2.

5Los momentos dipolares eléctricos de las moléculas suelen expresarse en Debyes (1 Debye ~ 3,336 107°°C'm —
momento dipolar de un par de cargas electrénicas de signo contrario situadas a una distancia de 0,27A). Para el agua
po = 1,84 Debyes.
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que tiende a alinearlo con él. A temperatura distinta de cero, la alineacién es estorbada por los
choques moleculares. El equilibrio estatico se alcanza cuando se igualan las energias medias eléctrica
y térmica, induciéndose una densidad neta de momento dipolar P en la direccién de E. Si el campo
desaparece, la orientacién preferente tiende a hacerse aleatoria y la polarizacién se relaja. Este
movimiento de relajacion es relativamente lento, por lo que la inercia del dipolo puede despreciarse,
y estd acompanado de una disipacion irreversible de energia electromagnética. De acuerdo con esto,
se propone como modelo de relajacién dieléctrica de un medio polar a una ecuacién resultante de
anular el término de segundo orden de C.21.

P(7 . ;
8;;,0 + P(7, t) = €0 xeo B(7, 1) (C.28)

donde 74 es el Tiempo de relajacion dieléctrica y Xe, la Susceptibilidad eléctrica estdtica (para
w = 0). En la bibliografia pueden hallarse descripciones mas detalladas de este proceso.

Td

Transformando a la ecuaciéon anterior se obtiene la contribucién de las moléculas polares a la
susceptibilidad eléctrica.

1

= _— C.29

Xe(w)

La frecuencia de corte f; = ﬁ, a la cual se igualan las partes real e imaginaria de la suscep-
tibilidad, suele encontrarse en el rango de las microondas.

Para obtener la susceptibilidad total de un medio, es necesario sumar todas la contribuciones
posibles de caracter electronico, iénico o polar:

Xe(w) = Z Xey (W) (C.30)

I

Relaciones de dispersién de conductores

Los electrones de conduccién no estan ligados a ninguna molécula en particular, puesto que
pueden moverse a través del medio. La fuerza elastica se supone nula, con lo que la hipdtesis de
linealidad se enuncia, por analogia con C.21, de la forma

. 8‘7(82’5) + 77, t) = 09 E(7, t) (C.31)

donde la Conductividad estdtica oo, la Frecuencia de plasma del conductor wy,, y el Tiempo de
relajacion del conductor 1. son:

n e n e2 1

2
o) = —— = &p wpc Te 5, wp = vy Te = — (032)
mrv Eom v
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En el dominio de la frecuencia”

1

_ C.33
o0 14+ jwTe ( )

o(w) =

Esta relacién describe aproximadamente el comportamiento de conductores, semiconductores y

plasmas. En el caso de los metales, la frecuencia de corte f. = % ~ 10" Hz por lo que dentro
c

del rango de microondas éstos pueden ser considerados como buenos conductores de conductividad

real.

Representacion grafica

Las partes reales e imaginarias de las relaciones de dispersién suelen anotarse de la forma®
e=¢ —j" |, Xe=X.—JX) (C.34a)
p=p =g Xm = X — I X (C.34D)
o=0d —jo" (C.34c¢)

X, X2

N A O @

€ (b)
Figura C.7: Relaciones de dispersién de primero y segundo orden

Més adelante, en la seccién C.4.3 se verd que €', x., ¢/, x,, v ¢” estdn asociados al almace-
namiento de energfa, mientras que ”, X7, u”’, x, y o’ lo estdn a su disipacién.

En la figura C.7 se representan las relaciones de dispersién, de primero (a) y segundo orden (b),
normalizadas para op = 1 y xeo = 1 (la parte real en linea continua y la imaginaria en linea de

"Problema c-7.

8Esta notacién corresponde al convenio aa—t — jw.



c-14 APENDICE C. APENDICE DEL CAPITULO 3

puntos). Dadas las propiedades de simetria, el valor estético oy y xo de las relaciones es real. En las
de primer orden, la parte imaginaria crece linealmente para frecuencias bajas (wr < 1) y alcanza
su valor maximo para wr = 1. A esta misma frecuencia se igualan las partes real e imaginaria (en
la grafica normalizada toman el valor %) Para frecuencias wr > 1 la parte imaginaria es mayor que
la real, con lo que en los conductores predomina el almacenamiento de energia sobre la disipacién y
en los dieléctricos predomina la disipacién sobre el almacenamiento. Cuando w >> 1/7, en las de
primer orden, u w >> wy,, en los de segundo, la inercia del medio hace que éste deje de responder al
campo y se comporte como el vacio. En los dieléctricos de segundo orden, la constante de disipacion
suele ser pequefia (v/wp, < 1) con lo que la parte imaginaria solo adquiere valores apreciables
dentro de una banda de frecuencia estrecha alrededor de la frecuencia natural. En esta zona tiene
lugar una Absorcion resonante: la parte imaginaria adquiere valores grandes, por lo que la disipacién
es importante. Fuera de esta banda, la susceptibilidad es practicamente real y se disipa muy poca
energia. Aquella parte del espectro en la que la parte real de la susceptibilidad es creciente, por
encima y por debajo de la frecuencia natural, se conoce como Zona de dispersion normal, mientras
que aquella en la que es decreciente se conoce como Zona de dispersion andmala (aproximadamente
coincide con la de absorcién resonante). Como puede observarse en la figura, por encima de wy,
la susceptibilidad es negativa y tiende a cero para w — oo por lo que pueden existir regiones del
espectro para las que la constante dieléctrica relativa de un medio presente valores inferiores a la
unidad. Esta .2nomalia.® bién conocida para algunos materiales en la banda de rayos X y para los
plasmas (véase la ecuacién C.58).

C.2.2. Relacién de dispersion de un plasma simple

En esta seccion se trata de ilustrar como las relaciones de dispersién pueden también obtenerse, a
partir de un modelo microscépico primario, en funcién de los pardmetros microscépicos que definen
el comportamiento macroscépico del medio. Con este fin, se considera a un plasma simple que, entre
otras, cumple las siguientes propiedades:

- Es poco denso. Puede ser representado por el modelo propuesto en la seccién 3.2. En la figura
C.8 se representa a las interacciones que tienen lugar en el seno de un plasma. Las de las cargas con
los neutros son de corta distancia y, por lo tanto, pueden ser tratadas como colisiones. Las de las
cargas entre si pueden desglosarse en la interaccién colectiva a través de los campos macroscépicos y
las binarias entre cargas concretas que pueden ser consideradas a través de la extensién del concepto
de colisién.

- Es frio. La energia cinética y la velocidad media de las particulas son bajas, lo que implica que
los episodios de ionizacién y recombinacién son poco probables (las tasas de creacién y destruccién
de particulas son despreciables) y que las velocidades de las particulas no son relativistas (v, ~ 1).

- Esta poco ionizado. En estos plasmas existe un electrén libre por cada 102 — 10% moléculas
neutras, por lo que, aunque las secciones eficaces de ¢olision.®tre cargas son muy superiores a las de
las colisiones entre las cargas y los neutros y la interaccion a larga distancia depende exclusivamente
de las cargas, en la interacciéon a corta distancia predominan las colisiones de las cargas con los
neutros. En este caso (el plasma ionosférico, el arco eléctrico, los tubos fluorescentes etc.) puede
considerarse que los fluidos de electrones y de iones solo interaccionan entre si a través del campo
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Figura C.8: Interacciones en un plasma

macroscopico y que lo hacen con el de neutros a través de las colisiones. Dado que este ultimo fluido
tiene una masa muy superior a la de los otros, puede considerarse como un fondo inerte que absorbe
energia y cantidad de movimiento de las cargas.

- Estd magnetizado. Aunque los plasmas son generalmente buenos conductores y se defienden
eficazmente de la penetracion del campo eléctrico, la energia de los campos eléctricos en el seno
de un plasma suele ser del orden de la energia térmica del medio, en la mayor parte de los casos
de interés estdn permeados por un campo magnético fuerte o Campo principal. En los plasmas
de laboratorio este campo se genera externamente, con el objeto fundamental de confinarlos y
estabilizarlos, mientras que en los naturales existen mecanismos internos que los crean, como el
efecto autodinamo, responsable del campo terrestre, y el de congelacién, o atrapamiento, del campo
de los objetos estelares grandes. Este campo magnético fuerte dota al plasma de una estructura
anisotropa que serd analizada en lo que sigue.

Para obtener unas relaciones de dispersion lineales se comenzara por establecer las ecuaciones
del movimiento para los fluidos del plasma, a continuacién se concretardan las condiciones necesarias
para que la respuesta del plasma sea considerada como lineal y, por tltimo, se hallara dicha respuesta
en el dominio de la frecuencia. Se impondran algunas condiciones adicionales para limitar el niimero
de variables significativas del problema.

Ecuaciones del movimiento del plasma

Las ecuaciones del movimiento de los fluidos del plasma se obtienen a partir de las ecuaciones
microscopicas de continuidad de la cantidad de movimiento de las particulas 2.100 y de las cargas
2.29

Puesto que el plasma es frio, muy pocas particulas tienen la energia suficiente como para ionizar
moléculas neutras o para recombinar cargas, lo que permite despreciar las tasas de creacién de la
ecuaciéon 2.29
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. ops_
Ver+ e —r ~0 (C.35)
ot
Hallando las medias segtn lo expuesto en el tomo primero, despreciando la correlacién entre las
distintas variables y dividiendo por la carga de las particulas de cada uno de los fluidos, se obtiene

la ecuacion macroscépica de continuidad, o conservacion, de las particulas

0
V(i) + 2 =0 (C.36)
ot
donde, para simplificar, se representa por n y « a la densidad y velocidad de cualquiera de los dos
fluidos de carga.

Si se desprecian las tasas 7 y no se tienen en cuenta a las interacciones entre fluidos debidas a
las colisiones, la ecuacién microscépica 2.100 puede escribirse para cada una de las especies de carga
en la forma

. . OP,_ o
pr—Em+7r- NBp = ——+V- Tpi_ (C.37)

v v \_Q,t_z ~

(a) (0) e (d)

donde las anotaciones + y —, en el subindice, designan a los fluidos de carga positiva y negativa
respectivamente y m destaca el cardcter microscépico de los campos.

En lo que sigue, a menos que la distincion sea necesaria, se empleard la misma notacién para
ambos fluidos (las particulas tienen carga e y masa m), con lo que los promedios de los distintos
términos pueden expresarse de la forma:

(@) = e (Y 8(F =) Em)

donde el indice i recorre a las cargas de una de las especies. De acuerdo con lo tratado en el capitulo
1 del primer tomo

((a)) =enFE (C.38)
De forma andloga, despreciando las posibles correlaciones entre las distintas variables

—

(b)) =e(>_ 6(F— ) Ty A Bm) =eniiA B
7

con lo que la fuerza por unidad de carga ejercida por los campos sobre la unidad de volumen del
fluido es

—

f=en(E+dAB) (C.39)
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De acuerdo con 2.94 y 2.95

o = 0 L ond Q4 _0n
<(c)>_<%P>_E<vau5(r—m)>—m S =mn o tmil (C.40)
Iz —— Y=
(e) (f)
Asimismo, de acuerdo con 2.96
() = VAT = V- ((Sumog o 67 = 7)) = mV - {n i} + V- P (C.41)

(9) (h)

@t es el producto diddico de la velocidad de fluido y sus componentes son (uqug)?. P=
mn (§U JU) es proporcional al valor medio del producto diddico de la velocidad aleatoria. Esta
dltima diada recibe el nombre de Tensor de presiones.

Las componentes no diagonales de ; (mmn (dv, dvg) ,, a # [3) suelen ser pequenas en un plasma,
como el que nos ocupa, pero no son necesariamente nulas. Representan a términos de viscosidad
interna del fluido que tienden a igualar la velocidad de arrastre de las distintas partes del mismo.
Las componentes diagonales mn(évi} son positivas y tanto mds importantes cuanto mayor es
la velocidad aleatoria de las particulas. Cuando un plasma estd cerca del equilibrio, su funcién
de distribucién de velocidades se aproxima a la maxwelliana, lo que permite seguir utilizando el
concepto de temperatura, aunque solo sea como pardmetro que mide la energia cinética media de
las particulas en el entorno de un punto. Los P, son, en este caso, proporcionales a la temperatura.

Aunque en un plasma magnetizado el tensor de presiones puede ser anisétropo, si se supone
)
isétropo sus tres componentes diagonales seran iguales. Despreciando las componentes no diagonales,
la presién y la ”"temperatura” ' en el medio se definen de la forma

p
Ppo = mn (002) =—
nkT

donde p es la presién, k la constante de Boltzmann y 7T la temperatura.

Bajo estas condiciones

V- P=Vp =k V(nT) (C.42)

Para un medio isotermo Vp = kT Vn

9Mientras se opere exclusivamente en el espacio tridimensional, los indices se escribirdn en la parte inferior: zo —
Ty Y, 2y, Ua = Uz, Uy, Uz.

0En un plasma anisétropo pueden definirse temperaturas distintas para la direccién del campo magnético aplicado
y para las direcciones transversales al mismo.
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Por otra parte, operando sobre cualquiera de las componentes del término (g) de la ecuacién
C.41 " y haciendo uso de la ecuacién de continuidad C.36 se comprueba que

(9)=muV-(nd)+mn(ud-V)d= —mﬁg? +mn(d-V)ud

Por ultimo, en el modelo propuesto para este plasma se considera que éste se encuentra poco
ionizado y que, en consecuencia, los efectos globales de las colisiones de las cargas entre si son
despreciables frente a los de las colisiones de éstas con los neutros. Como es bién conocido de la
teoria cinética, la eficacia en el intercambio de energia entre particulas es funcién de la relacién
entre las masas de las mismas y es maxima cuando ambas son iguales. La masa del electrén es muy
inferior a la de los iones o los neutros por lo que el intercambio de energia entre los electrones y los
iones o los neutros es muy pequeno; también lo es el intercambio medio de cantidad de movimiento.
Bajo estas condiciones, solo el intercambio de cantidad de movimiento con los neutros puede tener
significaciéon porque éstos son mucho mas numerosos que las cargas libres. La forma més simple de
tener en cuenta esta transferencia de cantidad de movimiento del fluido de carga al de neutros es
hacer uso de la Hipdtesis de Langevin

9Py
ot
donde % es la cantidad de movimiento cedida al fluido de neutros por unidad de volumen y tiempo,
v es la Frecuencia efectiva de colisiony iy la velocidad del fluido de los neutros. Se trata pues de una
hipétesis lineal 2 segtin la cual la cantidad de movimiento transferida es proporcional a la diferencia
de velocidad entre ambos fluidos.

=mnv (U — i) (C.43)

La ecuacién fundamental del movimiento se obtiene igualando la densidad de fuerza macroscépi-
ca,aplicada sobre el fluido de carga, a la variacién de la cantidad de movimiento cedida a dicho fluido
y al de neutros.Es costumbre, sin embargo, situar en el mismo miembro de la ecuacién a la fuerza
y a los términos de presiéon y de Langevin, estos ultimos con el signo cambiado, con lo que éstos
aparecen como fuerzas ficticias. De ésta forma, —Vp seria la "Densidad de fuerza de presion’, que
tiende a uniformizar la densidad del fluido de carga, y —mnv (@ — ) la *Densidad de fuerza de
friccion’, o viscosidad, que tiende a igualar la velocidad del fluido en cuestién con la del de neutros.

De acuerdo con ésto, la Fcuacion del movimiento de Langevin para los fluidos de carga es

ne(E+i@AB)—Vp—mnv(i—iy) =— (C.44)

A pesar de las hipdtesis simplificadoras, el problema es ain muy complejo. Es necesario resolver
conjuntamente las ecuaciones del movimiento, no lineales, y las correspondientes de la evolucién de

"Por ejemplo, B‘?Ta(n Ua UB).

12, es un pardmetro que debe obtenerse a partir de medidas experimentales o de un modelo adecuado de los procesos
de colision. La linealidad de la hipdtesis implica que debe ser una constante, lo que para cierto tipo de colisiones es
dificil de justificar.
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las presiones, o las temperaturas, que aqui no han sido tomadas en consideracion, para los fluidos
de electrones, iones y neutros.

Para seguir simplificando el problema, se puede considerar que, dado que la masa de neutros es
muy grande comparada con la de los electrones, la transferencia media de cantidad de movimiento
entre el fluido de electrones y el de neutros es pequena, con lo que el término de Langevin es de-
spreciable, y que, por tratarse de un plasma frio, Vp ~ 0. De esta forma el problema se reduce a
resolver las ecuaciones del movimiento de los fluidos de carga con el inico acoplo del campo electro-
magnético. Aun puede recortarse algo mas el enunciado considerando que también los iones tienen
una inercia muy superior a los electrones por lo que sus movimientos son despreciables y es posible
considerar a todo el fluido como a un fondo uniforme de carga positiva. Por tltimo, se impondran
las condiciones necesarias para que las ecuaciones resultantes puedan ser aproximadas linealmente.
Las limitaciones impuestas son numerosas, aunque algunas pueden levantarse sin anadir ninguna
dificultad esencial, pero, dados los objetivos aqui propuestos, los resultados son suficientemente
simples, pero significativos.

Linealizacion de las ecuaciones

Las condiciones impuestas al plasma reducen a éste a dos fluidos: el de electrones, con carga —e
, densidad de particulas n.(7, t) = n(7, t) velocidad de arrastre . (7, t) = @(7, t), y el de iones con
carga +e, densidad n;(7, t) = ng y velocidad nula. Solo es necesario estudiar el movimiento de los
electrones, para los cuales la ecuaciéon C.44 se reduce a3

—ne(E+a@AB)=mn(=— +a@-V)i (C.45)

El plasma en equilibrio es neutro localmente por lo que en esta situacién las densidades de ambos
fluidos son uniformes e iguales a ng. Puesto que el fluido de iones se supone que estd aproximada-
mente en reposo, su densidad serd n; ~ ng. Se admite la existencia de un campo magnético fuerte
Eo aplicado externamente.

Para la obtencién de las relaciones de dispersién es necesario linealizar a las ecuaciones. Con
este fin, supéngase que el plasma estd proximo al equilibrio, de forma que

n = no+An ,, An<ny (C.46a)
u = Ad (C.46b)
E = AE (C.46¢)

13AAUI’I ue en las ecuaciones anteriores e ha representado a una carga con su signo, en esta designa al valor absoluto
)
de la carga del electrén.
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B = By+AB ,, AB< By (C.46d)

En estas expresiones se pone de manifiesto que, en equilibrio, la densidad de los electrones es ng
y el campo magnético By, mientras que la velocidad del fluido y el campo eléctrico son nulos, ésto
dltimo se debe a la no existencia de desequilibrios de carga.

Las ecuaciones resultantes seran lineales si los monomios de la ecuacion que estan asociados
a magnitudes incrementales A{ adquieren un valor mucho mayor que aquellos que lo estdn a las
de orden superior, como las A¢p Ap 4. La exigencia de que las magnitudes incrementales sean lo
bastante pequenas como para que la condicién anterior se cumpla, es ciertamente vaga; teéricamente
conducen a una acotaciéon de las amplitudes que en una experiencia determinada son dificiles de
cuantificar.

Admitiendo las hipétesis anteriores, los términos de la ecuacién C.45 se linealizan de la forma

nE = (ng + An) AE ~ ng AE (C.47a)
nun B = (ng+An) A A (By + AB) = no Ad A By (C.47b)
Vp~0 ,, mnv(d—1tdy) ~0 (C.47c¢)
Qi 0 Al 0 Ail
Ny = (np + An) 5r =05, (C.474d)
(@ V)i~ (AG-V) AT~ 0 (C.47e)

con lo que las ecuaciones lineales del movimiento se reducen a

0 AU
ot

—nge (AE + AU A éo) =mnyg (C.48)

Esta ecuacién es el resultado de la imposicién de numerosas condiciones por lo que su capacidad
de prediccion es limitada. Quedan fuera de su dominio fenémenos importantes como la propagacién
de ondas a baja frecuencia en la que el movimiento iénico es esencial, los fenémenos en plasmas
calientes, no lineales, el estudio de fenémenos de pérdidas, etc.. Sin embargo, como se vera, describe
a una gran variedad de fenémenos de importancia fundamental y permite su generalizacion, de
forma muy sencilla, para la inclusién del movimiento iénico, las pérdidas por interacciéon con los
neutros y los efectos térmicos.

4 Aunque los problemas no lineales son bastante mas complejos que los lineales, sus consecuencias son de gran
interés tedrico y practico ([Chen], [Nicholson].
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Relaciones de dispersion

La ecuacién C.48 es lineal y en ella aparecen solamente operadores temporales. Esto permite
reducirla a una ecuacion algebraica por medio de la transformada de Fourier.

—nge (AE + A A éo) = jwmmngy Al (C.49)
donde By es constante v, E y Aw son amplitudes o densidades espectrales.

Esta ecuacién permite despejar las componentes de A en funcién del campo eléctrico AE para
obtener la densidad de corriente

7= —engAii =0 -AE

donde o es el tensor de conductividad. Este puede expresarse de forma compacta definiendo la
Frecuencia electrénica de plasma

2 77,0 62

= C.50
wp gEom ( )
y el valor absoluto de la frecuencia ciclotrénica electronica
B
0, =12 5 (C.51)
m

Las relaciones de dispersién del plasma pueden expresarse a través de las componentes de la
conductividad 1°

gow? 1 _% ’ 0
0 Qe
(0ap) = £ e, 1,0 (C.52)

. Q2
=) \o 0, 1-%

La conductividad del plasma viene representada por un tensor cuya diagonal es imaginaria
pura. Aunque esto es consecuencia de la no inclusién de mecanismos de pérdidas, no es aconsejable
utilizar una conductividad que, fundamentalmente, representa a mecanismos de almacenamiento de
energia (véase la discusién del teorema de Poynting complejo en C.4.3) por lo que es preferible su
substitucién por una constante dieléctrica equivalente.

La inclusién de las pérdidas de Langevin en el modelo es muy sencilla. Linealizando el término

C.43 y suponiendo a los neutros en reposo se obtiene % ~ mng v Au. Sumando ésto al segundo
miembro de la ecuacion C.49 resulta

mno (Vv + jw) Al = jw— v+ jw (C.53)

15problema c-6.
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Basta, por lo tanto, con sustituir jw por v + jw. Asi, pues, para un plasma isétropo (Eo =0)la
conductividad toma la forma

Eowg . o)
v+ jw 1+jwT,

(C.54)

que es formalmente analoga a C.33.

La inclusién de las pérdidas, aunque sean muy pequenas, es significativa en este caso puesto

que se acostumbra a asociar a la conductividad a los fenémenos disipativos. El valor estatico de la
2

. g0 wp, ;. . . . . .
misma, o9 = —, %, serfa imaginario e infinito en caso de ignorar este efecto.

Hasta ahora se ha considerado a todas las cargas del plasma como de conduccion, pero no hay
ningun inconveniente en considerar al medio como polarizable y no conductor. Efectivamente, la
ecuaciéon de Ampere puede ser escrita en el dominio de la frecuencia como

VAB=po7+jwpoeo- E=jwpuo  -E
donde

Jweo

£= g (? +-Z ) (C.55)

es el tensor dieléctrico del plasma, tensor hermitico cuyas componentes se suelen escribir con la
notacion

S , —3D , 0
(cap)=c0 [ 3D . S 0 (C.56)
o 0 , P

donde, en funcién de la frecuencia, el campo magnético (€2.) y la densidad de particulas (wz),

w? Q w? w,
s=1 w2—Q2 7’ b ww?2-—02 7’ P w? (C.57)

SN

Para el plasma isétropo, la constante dieléctrica toma el valor

w2

D
por lo que € < gy para frecuencias superiores a la del plasma, negativa para frecuencias inferiores a
la anterior y nula para la frecuencia de plasma.

En la figura C.9 se muestra un diagrama en el que aparecen algunos de los plasmas naturales
y artificiales en funcién de la densidad y de la temperatura del fluido electrénico. En esta seccién
no se han considerado los efectos térmicos, pero la temperatura, interpretada en un sentido amplio
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Figura C.9: Diagrama n, — T, de los plasmas

como parametro que mide la energia media, es una de las variables principales que definen a un
plasma. Ademads se indican los érdenes de magnitud del campo magnético principal (en el interior
de las elipses aparecen las potencias de 10 del campo en gauss: el campo medio de la superficie solar
es de 1 gauss y el de las manchas solares del orden de 10? — 10 gauss). Los plasmas densos y frios,
que aparecen en el diagrama por encima de la linea de puntos, responden a un modelo cuantico
mientras que los que aparecen por debajo de esta linea se describen adecuadamente mediante un
modelo clasico. Como puede verse, la densidad, la temperatura y el campo magnético varian dentro
de un rango muy extenso.

De todas maneras, debe tenerse en cuenta que este diagrama es una representacién parcial y
muy simplificada del estado de un plasma. En este sentido, basta con comprobar que la llama,
que figura como menos densa y caliente que las descargas en gases ("glow”), produce quemaduras
mientras que un tubo fluorescente puede tocarse sin peligro. Ello se debe a que los plasmas estan
compuestos, como ya se ha comentado, de diversas componentes y que la densidad y temperatura
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que figura en el diagrama es la de los electrones. La temperatura de estos plasmas seria considerada
muy elevada si correspondiera a moléculas neutras con una densidad del orden de la de un gas
en condiciones normales ' pero las densidades de electrones de 102 — 102 m ™2 son bajas y la
capacidad de causar quemadura es escasa. El responsable de este efecto en la llama es el fluido de
los neutros, que estd relativamente muy caliente y cuya densidad es proxima a la normal. Por el
contrario, los neutros de la descarga estdn practicamente a temperatura ambiente.

C.3. Electrodinamica de los medios en movimiento

Como se ha visto en la seccién 3.2.1, la electrodindamica de los medios en movimiento parte de la
expresiéon tensorial 3.10 y 3.16 de las leyes de Maxwell. A continuacién se ofrece una introduccion
a este tema.

C.3.1. Leyes de transformacién de los campos en medios materiales

Dado que el tensor del campo F' macroscopico es formalmente idéntico al microscopico, las leyes

de transformacién de sus componentes son las que se describen en 2.59. A continuacion se vuelve a

expresar estas leyes con la notacién matricial 17

E'=T1-E+cA-B (C.59a)

= o = 1o o

B =II1-B— P A-E (C.59b)
donde .

, ? es la matriz unitaria tridimensional, 33 es la diada (BaB) ¥

0 ) _ﬁz 9 ﬁy
B=Gag)=| B ., 0 . —Ba (C.61)
_ﬁy 9 Bz ) 0

es una matriz tal que 3 X = 5/\ X.

6Esta densidad se conoce como Ntmero de Loschmidt ny, ~ 310%° m~3.

17Problema 2-21.
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Las leyes de transformacién de los demas campos tridimensionales se deducen por analogia con
las anteriores, dado que las componentes de %, cD y —cP ocupan la misma posicién dentro de sus

tensores respectivos y lo mismo ocurre con las de B, H y M. De acuerdo con ésto,

I S [P
D =11-D+-A-H (C.62a)
c
H =1-H—cA-D (C.62b)
y
e 1< =
c
M =TI -M +c A -P (C.63b)
Las transformaciones inversas se obtienen substituyendo V-V 0, dadas las definiciones C.60
y C.61, p— — .

Es interesante consignar aqui las aproximaciones de primer orden en 5 de C.59 y C.62 (otro
tanto puede hacerse con la correspondiente a las densidades de polarizacién)

E'=E+VAB (C.64a)
B'=B-5NE (C.64b)
R

D'=D+5NH (C.64c)
H =H-VAD (C.64d)

v las correspondientes aproximaciones galileanas, deducidas de las anteriores en el limite ¢ — oo

E'=E+VAB (C.65a)
B =B (C.65b)
D'=D (C.65¢)

H =H-VAD (C.65d)
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C.3.2. Invariantes
Ademis de los invariantes de F
L=B>-— | IL=(E-B)? (C.66)

se dispone de otros tantos correspondientes a los productos totalmente contraidos de los tensores G
y II por ellos mismos '8
I, =H?-cD* |, I,=(D-H)? (C.67)

y de los correspondientes a los productos de un tensor por otro distinto, como

1 .. L. L
Iy=;FYGy=B-H-E-D (C.68)

Como se deduce de lo anterior, los campos macroscépicos tienen propiedeades andlogas a las
expuestas en la seccién 2.4.2.1 para Ey B 9.

C.3.3. Ecuaciones constitutivas

La respuesta electromagnética de ciertos medios materiales puede expresarse con suficiente
aproximacion mediante ecuaciones constitutivas de tipo lineal, isétropo y no dispersivo, tales como

D=c¢EyH= %. Como es facil de comprobar, este tipo de relacién solo es posible para medios
que estan en reposo con respecto al observador: no existe una relacién general

F77 :77aG

donde « sea un escalar.

Efectivamente, considérese un medio que esté en reposo en el sistema S y cumple unas ecuaciones
constitutivas del tipo

— _1 —
Go1 = o For = ap Fo

D, = e, By N Gor = 72 For = on Fon
H, 1

Notese que a1 # .

Luego, dado que F y G son tensores de orden (2), deben estar relacionados entre si a través de un
producto doblemente contraido con un tensor de orden (4). Se escribirdn las ecuaciones constitutivas
de la forma

F=CcW.q ,, FJ=cikgy, (C.69)

8Dado que G y II estén relacionados entre si, solo dos de los cuatro invariantes son independientes.Problema c-8.
19Problema, c-9.
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donde C® es el tensor de los Pardmetros constitutivos y el simbolo (:) indica el producto tensorial en
el que se contraen los dos ultimos indices de las componentes del primer tensor con los del segundo.

Un tensor de orden (4) y 4 dimensiones tiene 4* = 256 elementos, pero solo 36 de las compo-
nentes de C¥ son independientes. Dada la antisimetria de las componentes doblemente covariantes
(contravariantes) de los tensores del campo, existen las relaciones de simetria

Cijkl _ _Cjikl Cz]lk C]zlk

. De esto se deduce que a los dos primeros indices corresponden 6 combinaciones independientes 2°
y otras tantas a los dos iltimos. El total de los indices independientes es, por lo tanto, 6 x 6 = 36.

Las ecuaciones constitutivas pueden expresarse de forma mas asequible mediante la notacién
matricial tridimensional [Kong]. Desarrollando C.69 y expresando cada componente de Dy H en
funcién de las de E y B se obtiene un sistema de ecuaciones cuya expresion matricial puede anotarse
de la forma 2.

_ 1 « 5 < 5

D = - p-E+[-B (C.70)
C

H = ME+cQB (C.71)

.En general, todos los componentes (36) de las cuatro matrices constitutivas, P, L, M y @, son
independientes y funcién de las correspondientes del tensor C'. Estas ecuaciones ponen de manifiesto
que los rnedlos lineales son, en general, Bianisdtropos, puesto que D y H son funcién de los dos
campos E y B y la relacion entre unos y otros es anisétropa.

Como caso particular se comprobard que un medio isétropo en movimiento se comporta como
bianisétropo: Sea S’ el sistema propio de dicho medio, en el que las ecuaciones constitutivas son

D = ¢F (C.72)
7/ 1 a/
H = ;B (C.73)

Haciendo uso de las inversas de las transformaciones C.59 y C.62 para expresar D y H en funcién
de E y E, se obtienen relaciones del tipo bianisétropo C.70. Dado que las matrices de ﬁ y X son
funcién de la velocidad relativa entre sistemas, sus componente son funcién de solo cinco parametros
independientes: y, €, B, By ¥ 5 22,

El problema de los conductores lineales es algo mas complicado, por lo que la ilustracién del
mismo se relega al problema c-13

20V éase el problema c-11.
21yéase el problema c-10.
22y éase el problema c-12.
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C.4. Revision del teorema de Poynting

La interpretacién de los balances macroscépicos de energia y cantidad de movimiento es menos
clara y precisa que la propuesta para los correspondientes microscépicos. En esta seccién se analizan
distintas versiones del Teorema de Poynting aplicables a medios macroscépicos de tipo general y a
aquellos cuyas propiedades son lineales.

El tratamiento dado a este tema en las referencias mas usuales es diversa y en ocasiones es
discrepante con la que aqui se ofrece [Jackson], [Stratton]. En cualquier caso, la utilidad de estos
balances reside fundamentalmente en la posibilidad de equilibrar entre si a un conjunto de térmi-
nos que son homogéneos dimensionalmente. Una vez establecido un modelo para el medio y los
parametros concretos del problema que se quiere resolver, es posible hacer un balance pormenoriza-
do e interpretar de forma mas profunda a cada uno de sus términos. La linea de exposicién que
aqui se sigue es en parte andloga a la de [Condon| (Véase también [Akhiezer|, [Quemadal).

C.4.1. Caso general

Si se parte de la version 3.1 de las ecuaciones macroscépicas de Maxwell, dado que éstas son
formalmente analogas a las microscépicas 2.83, los balances energéticos pueden obtenerse también
por analogia con 2.113 y 2.114. También se obtiene eliminando j7 del producto jr - F:

= OWemo 5
2 E .Sy = .74
Jr B+ ot +V-85 =0 (C.74a)
(a) ) (o)
L= d >
/ jT'EdU-I-/ wemodv+f80~ds:0 (C74b)
% dt Jy s

(a’) (®) (<)

donde 77 es la densidad total de corriente de transporte de carga

B
Ho

So=E A

(C.75)

es el vector macroscopico de Poynting para el campo electromagnético (E , é), que en este texto se
llamaréd Vector de Poynting del vacio y

—,

1 N
Wem0 = Weo + Wmo == 550 E2 + THO (076)

la densidad de energia asociada al campo (E , é), que se denominard Densidad de energia del campo
electromagnético. Notese que
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L oo 01 4 4
doeny =0 B+ dE + - B -dB (C.77)
0

es una diferencial exacta por lo que, partiendo de campos nulos,

t
WemOZ/ dwemO (078)
0

El término (a) es el producto de dos magnitudes macroscopicas

Jr="0m) =T+Tn=7+Jp+Ju

donde () es el promedio de la densidad de corriente microscépica y

E = <Em>

es el campo macroscépico.

Fr-E = Gn-Emn) — (07m - 0En) (C.79)

Segun se vio en el capitulo 1 del tomo primero, si la funcién ¢ es el producto de otras dos, ¢1 y
¢27
(91 02) = (1) (P2) + (0 016 ¢2)

donde los términos del tipo (d ¢1 0 ¢2) son promedios del producto de las magnitudes aleatorias, tales
que (d ¢) = 0 . Luego, si la correlacién entre la corriente aleatoria 07, y el campo aleatorio SE
es pequena o nula, (a) puede igualarse al valor medio de la potencia que los campos microscépicos
suministran, por unidad de volumen en el entorno del punto (7, t), a las cargas del medio. Pero,
en cualquier caso, puede definirse como la densidad de potencia cedida por el campo macroscopico
a los fluidos de carga que son responsables de la conduccién en el medio y de la polarizacién del
mismo. Todas estas cargas son reales por lo que pueden de igual manera intercambiar energia con
el campo. Cuando 7- E, Ip - Eo IM - E son positivos implican que el campo cede energia a las
particulas y cuando son negativos que éstas ceden su energia al campo. Asi, 77 - E puede emplearse
en transportar fluidos de carga, polarizarlos, aumentar su energia cinética, variar las dimensiones e
incluso la estructura cristalina, ionizar y excitar moléculas, calentar, dilatar y evaporar al medio,
alterarlo quimicamente, etc.. En las circunstancias més simples, 7 E se emplea fundamentalmente
en el transporte y produccién de calor, 7, - E en polarizar eléctricamente al medio y 7z - E en
polarizarlo magnéticamente, pero ésto no es cierto en general. De lo anterior se desprende que la
energia que se le cede a las particulas del medio es solo parcialmente reversible al campo. En los
medios pasivos, aquellos en los que no existe ninguna conexién con una fuente de energia externa al
sistema electromagnético clédsico, el medio recibe mas energia de la que entrega al campo, mientras
que en los medios activos, como las baterias, los generadores y las zonas activas de los transistores
o laseres, esta relacién puede invertirse. Como se ha comentado anteriormente, un desglose mas
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detallado, que permita asociar los distintos términos a procesos como los que se acaba de enumerar,
requiere el establecimiento y andlisis de un modelo adecuado del medio.

Los términos (b—1b') y (¢— ') pueden identificarse respectivamente, de forma anéloga a la prop-
uesta para sus homélogos microscopicos, como la razén de variacion temporal de la energia asociada
al campo macroscépico (E" , B ) v el flujo de potencia del mismo, hacia afuera de V. Aunque tampoco
las definiciones de wemo ¥ S’E) son univocas, puede aducirse a su favor las mismas consideraciones
esgrimidas para el caso microscépico.

La versién anterior es la que puede interpretarse de forma ma&s directa pero tradicionalmente se
emplea otra equlvalente en funcién de D H. Esta puede obtenerse a partir de C.74, expresando
77 en funcién de 7, D y H , 0de la segunda versién de las ecuaciones de Maxwell 3.8, eliminando 7’
del producto 7 E v haciendo uso del desarrollo de la divergencia del producto vectorial:

. - 98D - 0B -
7. B+ E H. - —= .S = .
J-E+ 51 + 57 +V-§=0 (C.80a)
(d) (f)
(e)
. . 9D - OB <
/j’-Edv—i—/(E-+H-)dv+7§8-d§’:0 (C.80Db)
v v at ot S
(d) () ("
donde 7' es la densidad de corriente de conduccién
S=EANH (C.81)

es el Vector de Poynting macroscépico y (e), véase [Akhiezer], es la densidad de potencia que hay
que suministrar al campo y al medio para que D varfe con la Velomdad y B varie con la velocidad

%]f En este caso

dw=E-dD+H -dB (C.82)

no es diferencial exacta porque, en general, E no depende exclusivamente de D ni H de é, por
lo que la integral de dw depende del camino seguido por el proceso de establecimiento del campo.
Como puede comprobarse facilmente, S y S_E) coinciden para medios no magnetizables pero, tanto
(d) como (e) son términos hibridos que incluyen a (b) y (c¢) y, ademds, se reparten entre si a la
densidad de potencia suministrada por el campo a las cargas de polarizacién p,,.

Como resumen de este apartado puede decirse que los balances C.74 y C.80 son equivalentes y
dtiles y que, a pesar de las dificultades de interpretacion del segundo, es éste el mas comunmente
utilizado. Ambos son coincidentes cuando se aplican al ”vacio” (un medio en el que se ha tomado

Jn=20).
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C.4.2. Medios lineales no dispersivos

El caso més simple corresponde a medios que, ademas, son homogéneos y sus propiedades in-
dependientes del tiempo. Como se ha visto en el capitulo tercero, la aproximacién de medio no
dispersivo es valida para una extensa familia de materiales si la variacién de los campos es lo su-
ficientemente lenta. o, €, u, Xe v Xm son pues las Constantes estdticas del medio. Se supone, para
simplificar, que el medio es is6tropo aunque el desarrollo del teorema para los anisétropos es andlogo
al presente. La ecuacion C.80a toma la forma

7-E S = C.83
LE+— +V(), (C.83)
(9) (h“)
donde
. .- B 4 .
S:E/\;:E/\H (C.84)
y
+ Loy L (C.85)
Wem = We T Wm = 3 - .
2 2u

En un medio pasivo ( éhmico) o > 0y (g9) = o E2 es positivo, lo que implica que el campo
electromagnético pierde irreversiblemente una densidad de potencia que comunica a las cargas de
conduccion contenidas en V. Dentro de las limitaciones impuestas, los medios cumplen con mucha
aproximacion la Ley de Joule, segtin la cual esta energia se transforma en térmica.

En un medio lineal activo existen fuentes de energia que pueden representarse por medio de
Campos electromotores E'23 (fuerzas por unidad de carga cuyo origen no es electromagnético clasico;
de naturaleza mecdnica, quimica, etc.) que también actian sobre las cargas, intercambiando energia
con el medio y el campo. Aunque estas fuerzas actian sobre todos los tipos de carga, sin distincién, en
la mayoria de los casos practicos, relacionados con medios lineales no dispersivos, puede considerarse
que su accion sobre las corrientes de polarizacién es despreciable. La corriente de conduccién puede
suponerse ocasionada por la suma del campo clasico E y el electromotor, de forma que

j=o(E+E) = E=._F
g

@)= E=L -7 E (C.86)

En este caso, la densidad de potencia J- (E + E' ) suministrada por el campo electromagnético
y el electromotor a las cargas de conduccién se emplearian en calentar al medio por efecto Joule 24,

23En algunos casos, la actividad del medio puede ser representada por una conductividad con parte real negativa.
24Este es el mecanismo més importante de calentamiento del medio, pero no el dnico.
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72
segin % > 0. El trabajo realizado por los campos electromotores sobre las cargas de conduccién
puede ser positivo (p.ej: bateria en descarga) o negativo (p.ej: baterfa en carga). Si esta es la tinica
fuente de energia externa, el teorema de Poynting puede enunciarse de la forma

-2
7 E’_]—+awem+v-8 (C.87)
o ot

En (h) wem es una funcién diferenciable por lo que puede propiamente definirse como una
densidad de energia asociada al campo electromagnético y parcialmente al medio.

Por lo que respecta a (i), las consideraciones hechas sobre el mismo en el epigrafe anterior son
suficientes.

C.4.3. Medios lineales dispersivos. Teorema complejo de Poynting

Por dltimo, se desarrollard una versién del teorema de Poynting aplicable a medios lineales
dispersivos. Partiendo de las ecuaciones de Maxwell en el dominio de la frecuencia 3.38 se obtiene
el Teorema complejo de Poynting.

Eliminando J* de la expresién 7* - E = ¢* |E|22%, donde |V|2 =V - V*,
H|EP? + ju(u|H)? —*|E?) + V-8 =0 (C.88)

expresion en la que se ha definido a

S¢ = E A H* (C.89)
como el Vector de Poynting complejo.
Si se escriben las constantes complejas de acuerdo con C.34, se hallan las partes real e imaginaria

de C.88 y se definen la Conductividad equivalente o.q y la Constante dieléctrica equivalente g

o_//

Oeq=0"+we" |, eqq=¢— — (C.90)
se tiene
Oeq | B> +wp |H>+V - Re [S”} =0 (C.91a)
() (b) >
@ ©
—wee |BR +w i [HP+V - Im [5} =0 (C.91b)
—_—— ——

(d) (e) (f)

—

By =V AH" +jwe*E* |, V-(@Ab)=b-VAG—a-VAb.
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donde Re[] e I'm[] indican respectivamente a las partes real e imaginaria del argumento. El primer
teorema relaciona a la parte real del vector de Poynting con los valores medios de las energias
disipadas y la segunda a la parte imaginaria del mismo con los valores medios de las energias alma-
cenadas; las definiciones de las constantes equivalentes permiten seguir asociando a la conductividad
con las pérdidas y a la constante dieléctrica con el almacenamiento. De acuerdo con I11.26

EP =2(E®)?) ., |H=2(H@®)? (C.92a)

Re [:ﬂ = 2(5(t)) (C.92b)

donde ahora () indican la media temporal sobre un periodo del campo monocromaético.

Cuando todas las constantes son reales, ¢’ = ¢, /' =pu, o’ =o0,e" =0, /' =0y’ =0, por lo
que, comparando con C.83, % (a)y % (b), que son positivos, estan asociados a la disipacién media de
energia, el primero a la eléctrica y el segundo a la magnética, mientras que % (c) es el valor medio
del flujo hacia afuera de V' del vector de Poynting. % (d) y 1 (e) son los valores medios de las energfas
almacenadas, asociadas respectivamente a los campos magnético y eléctrico. Es interesante resaltar
que las partes reales de €26 y i, asi como la parte imaginaria de o, son pardmetros que describen
la capacidad de almacenar energia en )V, mientras que la parte real de ¢ y las imaginarias de e y p
representan a los mecanismos de disipacién.

C.5. Problemas

c-1. Se define como polarizabilidad de una molécula a la constante de proporcionalidad, «, entre
el momento dipolar de la molécula y el campo eléctrico: p = oE. Supdngase que un dtomo no
polar puede considerarse como constituido por una nube electréonica indeformable, de densidad
uniforme, radio ag y carga total -Ze, que rodea a un nicleo puntual de carga +Ze.

a) Hallar la polarizabilidad para campos uniformes y pequenos, tales que la separacion de
los centros de carga positiva y negativa dx << ag.

b) Calcular la frecuencia natural de resonancia del movimiento de la nube electronica
suponiendo que el nicleo estd prdcticamente en reposo y que la nube ha sido desplazada
ligeramente del equilibrio.

c-2. En ciertos casos la funcion f(t) que determina la relacion entre P Y E (respuesta a un impulso;
véase C.7) se puede representar en la forma f(t) = foexp(—t/7T), donde fo y T son constantes.
Hacer uso de la transformada de Fourier para hallar el valor de la constante dieléctrica.

c-8. Demostrar que la solucion de C.14 es C.16.

c-4. Demostrar C.20.

26De acuerdo con C.58 la ¢’ es negativa en un plasma no magnetizado para w < Wp-



c-34

c-o.
c-0.

c-7.

c-8.

c-9.

c-10.

c-11.

c-12.

c-135.

APENDICE C. APENDICE DEL CAPITULO 3

Representar mediante un diagrama de Bode C.26 y C.29 27,
Encontrar los tensores conductividad y dieléctrico C.52 y C.56.

Corregir C.52 para incluir efectos térmicos. Considérese al plasma como isotermo. (Hdgase
uso de la ec. de continuidad linealizada,).

Demostrar que los invariantes asociados al tensor de polarizaciones 11 se pueden expresar
como combinacion de los correspondientes a F y G.

Un medio estd polarizado eléctrica y magnéticamente en el sistema de referencia S. ; Qué rela-
ciones deben existir entre ambas polarizaciones para que exista un sistema de referencia S’ en
el que dicho medio aparezca como exclusivamente dieléctrico? Identificar a S’.

Identificar las 36 componentes independientes C'I¥L,

D >

Expresar las componentes de las matrices P, L, M y Q en funcion de las componentes inde-
pendientes identificadas en el problema anterior.

Dado un medio isétropo en S', expresar las componentes de las matrices P, I, My Q en
funcién de p, e, Be, B, y Be.

Considérese a un conductor que en su sistema propio S’ es isétropo, de conductividad o, y
neutro. Hallar su ecuacion constitutiva en forma matricial tridimensional en un sistema S en
el que estd en movimiento (Véase el problema 1-4).

. Demostrar que C.74 y C.80 son equivalentes. Describir como se reestructura cada uno de los

términos.

. Demostrar a partir de C.87 (tomando E' =0):

OWemo

ot

N o o0 [1 N -
0E2+UXmE2+7 *EO(Xe‘i‘XeXm_"Xm)E? + +V'SO =0

ot |2

2TRepresentar 20logio|x(w)| v /x(w) frente a logio w.
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Apéndice D

Apéndice I del capitulo 4

D.1. Introduccion

En este apéndice se trata la propagacién de ondas en medios anisétropos y las leyes de la reflexién
y refraccién para ondas planas.

D.2. Ondas en medios anisétropos

Para ilustrar la propagacion de ondas en medios anisétropos, se supondra que dicha anisotropia
es solo dieléctrica y que el medio es no magnético y no disipativo. Se estudiara la posibilidad de que
la ecuaciéon de ondas correspondiente admita soluciones monocromaticas, planas y homogéneas.

Si estas ondas pueden propagarse por el medio sin disipacién, v = j3 y

E = Eyed W01 - 57 ~dw o Vo B (D.1)
Definiendo al vector Indice de refraccion
N=nNi, N=¢=-¢F (D.2)
v ow

las ecuaciones rotacionales de Maxwell toman la forma

NAE = cuoH (D.3a)
NANH = —cey ,-E (D.3b)
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Las ecuaciones de la divergencia son redundantes bajo estos supuestos ya que las ecuaciones
anteriores implican que

N-D=0,, N-H=0 (D.4)

- DI ) . -
donde D = g9 €, -FE. Luego las soluciones buscadas poseen campos D y H transversales a la
direccién de propagacién 7. Este no es el caso del campo eléctrico E' que, en general, tendrd una
componente longitudinal.

De acuerdo con ésto, la estructura de la onda puede ser fijada recurriendo exclusivamente a las
ecuaciones rotacionales. Escribiendo el triple producto vectorial en forma diddica

NANANE)y=N(N-B)-N*B=(NN-N2T) B

La ecuacion de onda para E se obtiene multiplicando a la ecuacién D.3a vectorialmente por N
v haciendo uso de D.3b. H se obtiene a partir de E mediante D.3a:

(NN-N2T+€,) E=0 (D.5a)

I DT

H=_-NAE , Zy=,™ (D.5b)
0 €0

Para que D.5a tenga una solucion distinta de la trivial E/ = 0, es necesario que el determinante
del sistema de ecuaciones sea nulo

INaNg — N? 605+ e,y =0 (D.6)

Estos resultados se aplicaran a dos tipos de medios anisétropos, los uniaxiales y los girétropos.

D.2.1. Medios uniaxiales

Los dieléctricos anisétropos ordinarios, sin pérdidas, se caracterizan por tensores cuyas com-
ponentes cartesianas son simétricas (en3 = €go) [Born y Wolf], por lo que, referidos a sus ejes
principales, dichos tensores son diagonales. Si estos ejes son los z, y y z

e, 0 0
(ag)=1| 0 g 0 (D.7)
0 0 e,

En la referencia citada mas arriba se estudia la propagacion en medios biaxiales. Aqui se consid-
eran Medios uniariales: aquellos en los que dos de las constantes son iguales, por ejemplo, g, = &,.



D.2. ONDAS EN MEDIOS ANISOTROPOS d-3

En este caso, el eje z recibe el nombre de Eje dptico y determina la simetria axial de las propiedades
dieléctricas del medio. Todas las ondas que se propaguen en direcciones que formen un angulo 6
con respecto al eje z tendran las mismas propiedades, lo que, sin pérdida de generalidad, permite
suponer al vector N contenido en el plano xz. Segun se muestra en la figura D.1

N

N>

<>

Figura D.1: Vector indice de refraccién

—

N = (N sen#6, 0, N cos @) (D.8)

con lo que las ecuaciones D.5a se reducen a

(6re — N%c0s?0) B, + N? senf cos 0 E, = 0 (D.9a)
(ere —NHE, =0 (D.9b)
N%senbcos Ey + (60, — N2 sen?0) E, = 0 (D.9c¢)

El determinante de los coeficientes del sistema de ecuaciones anterior puede factorizarse facil-
mente con lo que, igualandolo a cero,

lere — N?] [ere €r2 — N? (€4 5en* 0 4 £, c0s* 0)] = 0 (D.10)
(a) (b)

se pone de manifiesto que existen dos tipos de soluciones: el Modo ordinario, (a) = 0, y el Modo
extraordinario, (b) = 0.
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Modo ordinario

El modo ordinario cumple la relacién de dispersién (a) =0

C

\Y4 E’T‘CE

La velocidad de fase v,, como en los dieléctricos .°rdinarios”, es independiente de la direccion
de propagacion. Al no cumplirse la condicién (b) = 0, la tinica solucién posible al sistema formado

N:=N’=¢, = v=0,= (D.11)

por las ecuaciones D.9a y D.9c es £, = E, = 0, por lo que
- - E
E=Fy ,, = nTAY (D.12)
Vo KO

donde ¥y representa (figura D.1) al vector normal al plano que contiene a las direcciones de propa-
gacion y del eje dptico.

El modo ordinario es, por lo tanto, de tipo TEM con respecto a la direccién de propagacién 7.

Modo extraordinario

En el modo extraordinario se cumple la condicién (b) = 0

2 AT2 ErzErz . . 1
V= Ne a (Er:c sen? 0 + &z cos? 9) U UO\/ET’Z (87"117 sen’6 e cos® 9) (D13)

La velocidad de fase v, depende en este caso de la direccién de propagacién y toma el valor v,
para la Direccion paralela (0 = 0) y el v, \/€rsz/Er» €n la Direccion perpendicular (0 = 7/2). La figura
D.2a representa al diagrama polar tridimensional de las velocidades de fase en un medio en el que
Erz = Ery < Erz, POI lo que ve < v,. La figura D.2b es el diagrama bidimensional correspondiente
incluyendo, ademds, el caso €., = €,y > €., para el cual ve > v,.

Como no se cumple la condicién (a) = 0, £, = 0. Por otra parte la condicién (b) = 0 implica que
las ecuaciones D.9a y D.9c son proporcionales entre si, por lo que, dando a v el valor v, , 0 haciendo
N = N, cualquiera de ellas puede servir para encontrar la relacion existente entre las componentes
restantes de E

Erg SEN O

E, = (D.14)

T
Ep5 COS 0O

La estructura de la onda viene dada por las expresiones

. 0 .
E=E, (55—”86”2> ,, H=Hy (D.15)
€y COS O
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|

(b)

Figura D.2: Velocidades de fase ordinaria y extraordinaria

d-5
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Este modo no es TEM porque el campo eléctrico tiene una componente longitudinal

En:ﬁ~E:Exsen0<1—%> (D.16)

E’I’Z

que solo se anula cuando la onda se propaga en la direccién del eje dptico.

D.2.2. Medios girétropos

Las ferritas [Beam]| y los plasmas definidos en el apéndice C [Chen| se comportan como Medios
girétropos cuando estan sometidos a un campo externo. Referido al eje determinado por este campo,
el tensor dieléctrico correspondiente no es diagonal pero si hermitico y, en consecuencia, sus valores
propios son reales. Dado que éstos juegan un papel significativo respecto a los distintos modos de
propagacion, es conveniente encontrar sus expresiones en funcion de las componentes del tensor
dieléctrico dadas en C.56. De la ecuacién de autovalores para el tensor dieléctrico relativo

|, =AT|=0 (D.17)
se deduce facilmente que
M=R=S-D ,, a=L=S+D ,, \3=P (D18)

El sistema de ecuaciones a que se reduce la ecuacién de onda es algo méas complicado que para
los medios uniaxiales

(S —N?cos’0)E, —jDE, + N*senfcos E, =0 (D.19a)
jDE,+(S—N*)E, =0 (D.19b)
N%senbcos E, + (P — N*sen’0) E, =0 (D.19c¢)

En estos medios la descomposiciéon en modos depende de 6 por lo que solo se considerara la
propagacion a lo largo de las direcciones principales, la paralela y la perpendicular.

Propagacién paralela (6 = 0)

Para 0 = 0, las ecuaciones anteriores se reducen a

(S—N*E,—jDE, =0 (D.20a)
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jDE,+(S—N*)E, =0 (D.20b)
PE.=0 (D.20c)

Igualando al determinante de los coeficientes a cero

P (N*-2S8N?+52-D*»)=0 = P(N*>?-R)(N°-L)=0 (D.21)
77 (b) © (d)
a b c d

se encuentra que en esta direccién se pueden propagar tres modos:

- El Modo P corresponde a (a) = 0y, de acuerdo con C.57, tiene una relacién de dispersién

w? = wg (D.22)

en la que no aparece el nimero de onda 3. Bajo la aproximacién de plasma frio este modo corre-
sponde a una oscilacién, la Oscilacion de plasma, que se convierte en una onda completa, propaga-
tiva, cuando se incluyen los efectos de temperatura. Como (a) =0y (b) #0

E=EZ = H=0 (D.23)

Se trata pues de una oscilacién de tipo electrostatico (no acompanada de campo magnético).

- El Modo R (Right” — derecha) corresponde a (¢) = 0 y el Modo L ("Left” — izquierda) a
(d) = 0. Representan a modos polarizados circulares cuyos campos giran respectivamente a derechas
e izquierdas alrededor del campo magnético aplicado. Sus relaciones de dispersién son !

Ni=R ,, N;=1L (D.24)

Sustituyendo estas relaciones en las ecuaciones D.20, se encuentra que

Er=FEp.(Z—39) », Er=FEr. (Z+57) (D.25)

por lo que en ambos modos el campo eléctrico es transversal a la direccién de propagaciéon y las
amplitudes en las direcciones x e y son las mismas, como corresponde a la polarizacion circular. En
el modo R, la primera componente (E,) estd adelantada en 7/2 con respecto a la segunda con lo que
el campo gira a derechas alrededor del tercer eje (el 2) 2. Esto significa que la onda estd polarizada
a derechas si 1 = Z y a izquierdas si 7 = —Z. de forma analoga, se encuentra que el modo L
estd polarizado circularmente y que sus vectores de campo giran a izquierdas alrededor del eje Z.

!Para hallar sus expresiones en la forma 8 = B(w), véase C.57 y D.2.
2Véase la seccién 4.4.3.1.
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=0 z=z,

Figura D.3: Rotacién de Faraday

N>

En conjunto, estos dos tltimos modos dan lugar a un interesante fenémeno, el de la Rotacion de
Faraday?®. En la figura D.3 se muestra como una onda polarizada linealmente en el frente de onda
z = 0 puede ser descompuesta en dos ondas circularmente polarizadas, de amplitud mitad, que
giran respectivamente a derechas e izquierdas de la direccién z con velocidades angulares +w. Dado
que los dos modos circulares tienen velocidades de fase distintas, vg y vy, puede demostrarse que
en z = zq se superponen dando lugar a una polarizacién lineal cuyo plano estd rotado con respecto

al inicial en un angulo O porporcional a zg.

Propagacién perpendicular (§ = 7/2)
Para (0 = 7/2), las ecuaciones anteriores se reducen a
SE,—jDE, =0
jDE,+(S—N*)E, =0
(P-N*)E,=0
Igualando al determinante de los coeficientes a cero

(§2 -SN?-D?* (P-N? =0
~~ S——
(®) (a)

3Problema d-1.

(D.26a)
(D.26b)

(D.26¢)

(D.27)
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se obtienen dos modos de propagacion cuyas relaciones de dispersién son:

Ngfzi PR NO:P (D28)

El primero es el Modo X (extraordinario) y el segundo el Modo O (ordinario). Ambos tienen
una estructura analoga a la de los modos ordinario y extraordinario en los medios uniaxiales. El
modo ordinario, de tipo TEM, y el P, longitudinal (véase la seccién 4.3), son los que tienen lugar
en un plasma sin magnetizar. El que se den también en los plasmas magnetizados se debe a que
estan polarizados en la direccién del campo magnético aplicado y a que, en la aproximacién lineal
y no relativista que se hace de la respuesta del plasma, se desprecia la fuerza asociada al campo
magnético de la onda. De acuerdo con ésto, la fuerza eléctrica mueve al fluido de carga a lo largo
del campo magnético aplicado por lo que este dltimo no actiia sobre su trayectoria.

A diferencia de lo que ocurre en un medio uniaxial no dispersivo, el plasma es netamente dis-
persivo. Asi, para el modo ordinario, segin C.57 y D.2,

2
w
2 P 2 2, 272
NOzl—E = W =w,+c (D.29)
Este tipo de relacién de dispersién cuadratica se da también en las guias de onda. En la figura
D.4 se muestra a las relaciones de dispersién del plasma y del vacio y se interpreta geométricamente
a las velocidades de fase y de grupo. Como puede verse, la velocidad de fase es superior a la del
vacio, vy > ¢, mientras que la de grupo es inferior a la misma, v, < c.

w

Figura D.4: Relacién de dispersién del modo O

Derivando en D.29 se tiene la relacion entre estas velocidades

vpvg = ¢ (D.30)
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La frecuencia de plasma w, aparece aqui como una Frecuencia de corte, para la que

vg—00 ,, vg—0,, =0, A—-o00 (D.31)
Por debajo de w), f = —j k es imaginario puro (k es real) y no hay propagacion
E=Eye "?e*t = FE = Re[E] = Eye "? cos (wt) (D.32)

donde se ha tomado Eo como real.

Justo por encima del corte, las velocidades cambian rapidamente con la frecuencia y el plasma
se muesta muy dispersivo. Para w > w, ambas velocidades tienden a c y las ondas se propagan
como a través del vacio; la frecuencia es tan elevada que la inercia de los electrones impide que éstos
respondan apreciablemente al campo electromagnético.

D.3. Reflexion y refraccién

En esta secciéon se aplicaran las condiciones de contorno 3.34 y 3.35 a las ondas planas
monocromaticas en una superficie plana de separacién entre dos medios y se deduciran las con-
secuencias mas significativas. Aunque el modelo de superficie sea plano indefinido, los resultados
son aplicables localmente, de forma aproximada, a aquellas superficies cuyos radios de curvatura
sean muy superiores a la longitud de la onda A. En primer lugar se deducen las leyes de Snell,
seguidamente las de Fresnel y, por ultimo, se analizan algunos casos que seran de utilidad mas
adelante.

D.3.1. Leyes de Snell

Las leyes de Snell relacionan a las direcciones de propagacién de las ondas a ambos lados de
la superficie de separacién entre dos medios, el (1), de constante de propagacién 71, y el (2), de
constante de propagacion y,. En la figura D.5 se situa a dicha superficie en el plano z = 0 y se
supone que sobre la misma incide, desde el primer medio, una onda plana monocromatica que, sin
pérdida de generalidad, tiene al vector unitario de onda contenido en el plano zz.

n; = (sen6;, 0, cos6;) (D.33)

Para cumplir las condiciones de frontera se supone que, ademas de la onda incidente, se generan
otras dos, la reflejada, en el medio (1) con direccién 7i,, y la refractada o transmitida, en el medio
(2) con direccién 7iy.

Las componentes de los campos incidente, reflejado y transmitido tienen la forma genérica
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fiy

N>

Figura D.5: Leyes de Snell

Dl = Pi e TT gIwil (D.34a)
P = Ph eI T glwrt (D.34b)
Pt = Pl e 2T gt (D.34c¢)

donde 7; = 7, = 71, porque las ondas incidente y reflejada se propagan por el medio (1), y v = 72
dado que la transmitida lo hace a través del segundo medio.

En principio no se hacen hipdtesis acerca de los valores que deben tomar las frecuencias o las
direcciones de propagacién de las ondas reflejadas y transmitidas. Aunque los vectores 77 serdan
reales en muchos de los casos préacticos, para cubrir en general las condiciones de frontera deberan
considerarse como complejos.

Puesto que las ecuaciones de continuidad deben cumplirse en la superficie z = 0 para cualquier
valor de las variables independientes x, y y t y las funciones exponenciales con distinto argumento
son independientes

Wi =Wy =W =W (D.35a)

Y1 (i - 7)z=0 = 11 (i - 7)2=0 = Y2 (7t - ) 2=0 (D.35b)
(a) (b) (c)
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En la primera expresion se pone de manifiesto que la frecuencia de las ondas no se ve modificada
por la reflexion y la refraccién sobre una interfaz estatica (una en movimiento daria lugar al efecto
Doppler). La segunda ecuacién, de acuerdo con D.33, puede escribirse de la forma

1@ sent; =y1 (ng x + nyy) :'yg((n§x+n;y)

(a) (b) (c)

De las ecuaciones (a) = (b) y (a) = (c) se deduce que nj = n = 0. Luego los tres vectores
de propagacién se encuentran en el mismo plano, el Plano de incidencia, que es perpendicular al
plano de la interfaz y contiene al vector de onda incidente. Por otra parte, de la primera de estas

ecuaciones se deduce la Ley de Snell de la reflexion

senf; = senl, = 0,=0,=0; (D.36)

con lo que los vectores unitarios de propagacién pueden escribirse de la forma

n; = (senbq, 0, cosOy) ,, i, = (senby, 0, —cosby) ,, Ty = (senba, 0, cosbs) (D.37)

donde se ha escrito 8; = 05.

De la ecuacién (a) = (¢) se deduce la Ley de Snell de la refraccion

1 sen 61 = 9 sen O (D.38)

La validez de esta ley se extiende, no solo a constantes de propagacién complejas, sino también
a vectores y angulos de propagacién complejos®. Como se verd mds adelante, esto implica que,
incluso cuando el angulo de incidencia es real, la onda transmitida es en general una Onda plana
no homogénea.

D.3.2. Leyes de Fresnel

Las leyes de Fresnel relacionan a las amplitudes de los campos reflejados y transmitidos con la
de los incidentes. Aunque las ondas planas monocromaéticas son TEM con respecto a la direccion de
propagacion, pueden clasificarse, de acuerdo con lo tratado en 4.3, como TE y TM con respecto a
la direccién normal a la superficie de separacién (también suelen anotarse como TEz y TMz ). De
acuerdo con 4.15, las soluciones solenoidales, transversal y no transversal, son Xt =BVA(EY)y
X,; = CV A X;. Tomando & = 2y V — —~il

X, ~inZ ,, Xu~idAX, (D.39)

4Tomando a las identidades de Euler como definiciones del seno y del coseno, senf = (1/25) (exp[j0] — exp[—j0)]),
0 puede tomar valores reales (funciones trigonométricas ordinarias), imaginarios (funciones hiperbélicas) o complejas.
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De esta forma, el modo TE tiene a su campo eléctrico orientado perpendicularmente al plano de
incidencia, en la direccién 7 A Z, por lo que suele denominarse "modo perpendicular ()", mientras
que el campo magnético asociado esté contenido en dicho plano. Andlogamente, el campo eléctrico
del modo TM es paralelo al plano de incidencia, recibiendo también el nombre de "modo paralelo
(I)”, v el magnético es perpendicular al mismo.

En ambos casos se tomard un convenio para la referencia positiva del campo eléctrico, de forma
que sea la misma para las tres ondas cuando la incidencia es normal (6; = 0).

- En el caso de los modos TE, el campo eléctrico se toma como positivo si su direccion coincide
con la del eje ¥, segtin puede verse en la figura D.6.

- En el de los modos TM, los campos eléctricos, cuando son positivos, estan orientados de forma
que su componente F, > 0, de acuerdo con la figura D.7.

- La referencia positiva del campo magnético se obtiene, a partir de la del eléctrico y de la
direccién de propagacién, por medio de la relacion de estructura de las ondas planas 4.97b.

1

ﬁo = EﬁAEO (D40)
Modos TE (L) 7:
ETE ETE
ﬁi T f
ﬁTEi /6 0, ﬁTEr
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, S
z=0

‘62 A ETEt
=
o ny
Z
= TEt
H

Figura D.6: Modos TE

Las relaciones entre las amplitudes de los campos eléctricos reflejado y transmitido con la del
incidente, se deducen de la exigencia de continuidad para las componentes tangenciales totales de

°La notacién L corresponde a la denominacién perpendicular (al plano de incidencia), con la que también se conce
a este tipo de modos.
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los campos en la superficie z = 0°. Si el campo incidente tiene una amplitud E_"O’ = E} 7, haciendo
uso de D.40 y D.37,

E\+ By = E} (D.41a)

1 - 1
7 (Ey — Ep) cos by = 7 Ef cos 63 (D.41b)
1 2

Despejando se obtiene el Coeficiente de reflevion TE (pTF) y el Coeficiente de transmision TE
(rTE), para el campo eléctrico, definidos de la forma

JTE — (Eé“) _ Zo cos 01 — Zq1 cos Oy (D.42a)
Ey )y ZacosBy + Zycos by
E} 27 0
i (?) = 200571 (D.42b)
Ey) rp Z2costy + Zycos by
Modos TM (]|) 7:
ETMi :
=TMr r
FTMi m T T 3 =TMTr
H : E
14 61 91 N
, @

=Mt
6, ) E
>
n
s~ = TMt t
H

Figura D.7: Modos TM

SEs fcil de demostrar que la condicién de continuidad de la componente normal de B coincide con la de la
tangencial de E. Véase el problema d-7

"La notacién || corresponde a la denominacién paralelo (al plano de incidencia), con la que también se conce a este
tipo de modos.
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El Coeficiente de reflexion TM (p™™) y el Coeficiente de transmision TM (77M), para el campo

eléctrico, se obtienen por el mismo procedimiento que para los TE. Las condiciones de continuidad

SOon 8

(EY + E}) cos 0 = Ef cos 65 (D.43a)
1 (B — E}) = g (D.43b)
Z1 0 TV z,70 '
v los coeficientes

JTM = (Eg) 2 cos O3 — Zy cos b (D.44a)
EY )y Z2cos 0y + Z1 cos 6y
E! 27 0

7TM — <0> - 2€05 01 (D.44b)
EY) pyp Z2c0s 0y + Z1 cos 64

D.3.3. Incidencia sobre un buen conductor. Resistencia superficial

Un caso de considerable interés practico es el de la incidencia de ondas planas monocromaticas
sobre la superficie de un buen conductor. Para simplificar, se supone que el primer medio es el
vacio y el segundo un medio no magnético (u =~ pp) de tipo metalico € ~ gy. De acuerdo con estas
premisas, las constantes de propagacion son, segtin 4.120,

k k Q
n=jk ,, 2~a(l+j) ,, «a 502z 0 © Vg < (D.45)

Sustituyendo en la ley de refraccién, dado que x < 1,

senfy =x(1+j)senf; ~0 = cosfy=+/1—sen?0y~1 = {6220 (D.46)

ﬁt:E

se encuentra que la onda penetra aproximadamente en la direccién normal, cualquiera que sea la
polarizacién y direccion de la onda incidente. La onda es aproximadamente homogénea y los campos
tienen la forma

Et _ E_% e~ % d (wt—az) ., ﬁt _ ﬁé e~ % d (wt—az) (D47)

8En este caso, la componente D, es discontinua, compensdndose dicha discontinuidad con la presencia de una
densidad superficial de carga.
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Dado que estas ondas cumplen la relacion de estructura de las ondas planas, E? y H' son
perpendiculares entre si y a la direccién de propagacion z. En la superficie, los campos transmitidos
E’f) y ﬁé son tangenciales a la misma y, por continuidad, son iguales a las componentes tangenciales
ETO y ﬁTo de los campos totales (incidentes mas reflejados) en el primer medio.

Y U
Ey=FEro ,, Hy= Hro

Como consecuencia, véase la figura D.8, la componente normal del vector de Poynting

y

Figura D.8: Resistencia superficial

8% = Ero A Hig = Eg NHY = Zo |HYP 2 = Z3 | Hrol* 2 (D.48)

es continua. Representa a la potencia suministrada al conductor, por unidad de superficie, y disipada
por el mismo. Efectivamente, su valor medio es

dP, 1z o 1 = 1 5
<d—:) =5 Re[S¢ - 2] = 3 |Hro|? Re|Z5) = 3 Bts |Hrol? (D.49)

donde se ha definido a la Resistencia superficial del conductor

2(dP,/d
R, = MdP/ds) gy [OR (D.50)
|Hro|? 20

En funcion de este parametro puede calcularse la potencia media disipada por una pared buena
conductora si se conoce el campo magnético tangencial |Hrg| justo en el exterior de la misma
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1 .
(Pa) = 5 fts /S |Hopol? ds (D.51)

Este resultado es de gran utilidad para la determinacion de las pérdidas y la atenuaciéon en
guias y cavidades metdlicas. Aunque el problema se ha resuelto suponiendo que la superficie del
conductor es plana, puede demostrarse que la expresion anterior es aplicable a superficies con radios
de curvatura muy superiores a la longitud de onda en el conductor o, lo que es equivalente, a su
profundidad pelicular §.

D.3.4. Reflexion total. Ondas superficiales

Para que 7; tenga cardcter complejo no es necesario que las constantes de propagacion de los
medios sean complejas. Si ambos medios son dieléctricos ideales y el segundo es menos denso que
el primero (u2e2 < piée1), existen condiciones bajo las cuales la onda incidente es totalmente
reflejada a pesar de que en el segundo medio existe una onda transmitida superficial. Mas adelante
se verd como este efecto constituye el fundamento de la propagacién en las guias dieléctricas y las

fibras épticas.
senty = N senfy ,, N:MM262<1 (D.52)
H1€1

luego existe un Angulo critico

1 1
0. = arcsen N < 3™ = (02)g,—0. = 3 (D.53)

tal que para #; > 6. toda la energia incidente es reflejada; a este fenémeno se le conoce por el
nombre de Reflexion total. Se vera que, a pesar de ésto, existe una Onda no homogénea transmitida
cuyas componentes responden a la expresiéon general

(I)t _ (I)B ej (wt—Pa Tit-T) _ (I)B 6j (wt—PB2 sen O x— B2 cos 02 z)
De acuerdo con D.52,

B9 sen By = % sen by = B, = real

y, si el angulo de incidencia es superior al critico, senfly > 1y

Ba cos Oy = £j B9 /sen? s — 1 ::i:j%\/sen291 —N?=—jk, ,, K,=real

Si se quiere que las soluciones sean acotadas en z — o0, es necesario elegir k, > 0, con lo que el
campo transmitido



d-18 APENDICE D. APENDICE I DEL CAPITULO 4

e - frentesde fac
4 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, A ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
Z
planos de amplitud
Figura D.9: Reflexion total
q)t — (1)6 e~ k= zej (wt—LBe x) (D54)

tiene estructura de Onda superficial. Este tipo de ondas estd confinada (factor e™"=#) al entorno de
una superficie y se propaga en direccién tangencial a la misma. Como se representa en la figura D.9,
los planos de igual amplitud z = cte no coinciden con los de igual fase © = cte. Para un andlisis més
detallado de las ondas superficiales, véase también la relacién de problemas y la secciéon E.1.7

D.3.5. Reflexion normal. Ondas estacionarias
La incidencia normal puede deducirse, como limite para cualquiera de las dos polarizaciones,

haciendo 6¢; = 0. La figura D.10 toma como punto de partida a la D.7. Los coeficientes de reflexion
y transmisién vienen dados por

Ej Zy— 2 E! 27
w;(o) L4 N (0) - A (D.55)
Ei)y Zo+ Ei)y Zo+Zi

Los campos en el primer medio son

By = (Eie ™M+ Eyen?) @t = Bl (e717 4 pl e112) edw? (D.56a)

1 , E} ,
H, = 7 (Bie ™M* — B eM?)elt = 70 (e — a N7 elwt (D.56b)
1 1
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Figura D.10: Incidencia normal

expresiones que son analogas a las que se encontraran mas adelante para los modos tnicos de las
guias de onda y que muestran como en dicho medio se superponen dos modos independientes, el
incidente y el reflejado.

Si los medios son no disipativos, como los dieléctricos ideales, a1 = as = 0, z, pI¥ y 7V son

reales y puede descomponerse a los campos anteriores en la suma de una Onda estacionaria (a) y
otra Onda viajera (b)

Ey = pN Ej (79912 4 edP12) i@t 1 (1 — pN) Bl e 9P1 7¢It (D.57a)
(a) (b)
pN Et , ) A Et . .
Hy = 0 (e—Jﬂw _ i 2y et 4 (1 — pN) Z0 p=ibrz gjwt (D.57b)
A Z1
(a) (b)

Cuando el coeficiente de reflexién es tal que [p™ | = 1, la onda resultante es una Onda estacionaria
pura, compuesta por dos ondas de igual amplitud que viajan en sentido contrario una de otra. Si el
medio (2) es un conductor ideal, su impedancia es nula, pN = —1 y el campo real resultante es

E. = Re|E1] = Re [Eé (7912 _ ¢iP12) ej“’t} = 2 E} sen (B12) sen (wt) (D.58a)

H, = Re[H;] = Re [ZO (7912 4 iP12) e]“’t} =2 70 cos (f1z) cos (wt) (D.58b)
1 1
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N>

z=0

z=0

Figura D.11: Onda estacionaria

donde Z; es real y se supone que Eé también lo es.

Como puede verse en la figura D.11a, los campos oscilan temporalmente sin propagarse; sus
nodos y sus vientres ocupan posiciones fijas separadas por una distancia \/2. Puesto que el segundo
medio es un conductor ideal y el campo es tangencial, este ultimo se anula en z = 0. El campo
magnético, sin embargo, es maximo en dicha posiciéon, el doble del de la onda incidente. Dado que
E ~ senwt y H ~ coswt, cuando t = 0, nT/2, el campo en el medio es solo magnético y, cuando
t = (n+ 3)T/2 el campo es solo eléctrico.

De la condicién de frontera para la componente tangencial de H 3.35b se deduce que por la

superficie del conductor circula una corriente

Ei
7= 270008 wtx (D.59)
1

por medio de la cual se genera la onda reflejada.

En cuanto a las densidades de energia eléctrica y magnética
we = 2¢e(E})?sen? (812) sen’ (wt) (D.60a)

i\ 2
Wm = 2p <§§)> cos? (f12) cos® (wt) (D.60b)
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ambas se alternan espacial y temporalmente con una periodicidad \/2 y T'/2, respectivamente, que,
como se muestra en la figura D.11b, es la mitad de la de los campos. En la misma figura puede verse
que el vector de Poynting

sen (2 31z) sen (2wt) Z (D.61)

tiene la misma periodicidad que las densidades de energia pero su media temporal es nula, lo que
concuerda con el hecho de que un conductor ideal no admite ni campos ni energfa (S(z = 0) = 0).
Este vector describe la redistribucion peridédica de la energia asociada a una onda estacionaria: en
t =0, nT/2 la energia es de tipo magnético y estd almacenada alrededor de los vientres de campo
magnético y en t = (n + %) T'/2 esta energia a pasado a ser de tipo eléctrico y a estar concentrada

alrededor de los vientres de campo eléctrico.

D.4. Problemas

d-1. Hallar la ley de Rotacion de Faraday del plano de polarizacion de una onda plana, lineal-
mente polarizada, que se propaga a lo largo de la direccién Z del campo magnético principal
By de un plasma frio y poco denso. Supdngase que el vector eléctrico estd polarizado en la
direccion x en el plano z = 0 y que los numeros de onda de los modos R y L son kr y ki,

SOLUCION :

Supéngase que la onda, de acuerdo con la figura D.12-a, Alcanza su amplitud
maxima A en t=0 de forma que

E(0,t) = Ael“'T
Esta onda linealmente polarizada puede descomponerse en otras dos con polar-

izacion circular cuyos planos de polarizacién giran, a derechas e izquierdas respec-
tivamente, alrededor del campo magnético. Efectivamente

E(0, t) :g {ejwt5+ej(wt—g)y}+§{ejwt5+ej(wt+g)§}

(R) (L)

. ,r . . o . ..
porque e’ Wit3) — _eiWi=3) — jeiwl y ]la componente total en la direccién y es
nula.

(R) corresponde a una onda con polarizacién a derechas dado que, de acuerdo con
la seccién 4.4.3.1, puede tomarse T = €1, § = €2, 2 = e3 y X1 estd adelantada en §
con respecto a Xs. Por razones andlogas, (L) corresponde a una onda polarizada

a izquierdas.

De acuerdo con el enunciado, cada uno de estos modos circulares se propaga con
distinto nimero de onda, ki y k1, 0, lo que es lo mismo, con distintas velocidades de
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E(z)

-
P
<>

<>

y
y

(a - ()

Figura D.12:

fase vgp = ﬁ y vp = ﬁ, por lo que para z # 0 el argumento wt debe ser substituido
por wt—kzy

ap =wt—kgrz

o A
2 a, =wt—krz

E(z, t) = a?(ej“RJrejo‘L)+§§(je_j°‘R+j€j°‘L) " {

Pasando al campo real

2|

3} 3} A
E(z,t) = Re[E(z, t)] = = & (cosar + cosar) + 537 (senapr — senary,)

El angulo que E(z, t) forma con el eje = serd, véase la figura D.12-b,

E, senapr — sen oy, ap — Qf,
¢or = arctg| = | = arctg =arctg |tg | ————
E, cos aR + cos oy, 2

1 1
= §(QR—aL):§(kL—kR)z:CFz

Se llega a la conclusion de que el angulo girado, el de rotacion de Faraday ®p,
es independiente del tiempo y proporcional a la distancia z recorrida. La onda
sigue estando linealmente polarizada pero con el angulo de polarizacién rotado
con respecto al que tenia en el origen.

. Un espejo que se aleja del observador con velocidad V =Vz y estd colocado perpendicular-

mente al eje x, refleja a una onda plana monocromdtica que incide normalmente sobre el
mismo. ; Que frecuencia y que vector de Poynting reflejados se miden en el laboratorio?



D.4.

PROBLEMAS d-23

SOLUCION :
Como se muestra en la figura D.13, la onda incide sobre el espejo en movimiento
con ng; = ngm = 1 y se refleja con n,, = n/, = —1. Puesto que las leyes de re-

flexién estudiadas son aplicables a espejos en reposo, es necesario transformar la
frecuencia y la amplitud de la onda incidente al sistema propio del espejo S’'.

I’le=1
— = —
vV
—_—
n, =1
A
X
S S
Figura D.13:

wi=w;v(l—Bng)=wy(1—p)

La reflexién sobre un espejo estatico no modifica la frecuencia, luego w/ = w/, por
lo que hallando la transformada inversa de esta ultima

1-6
1+

El médulo del vector de Pointyng es proporcional al cuadrado de la amplitud de
la onda y esta se transforma como la frecuencia, luego

s s (1=9

(1+p)?

Wy :w;’)/(l—i_/@n?m*) = Wi

. En el espacio vacio existente entre dos planos conductores perfectos, situados en r = 0, a

respectivamente, se propagan ondas planas monocromdticas en la direccion perpendicular a
los planos mencionados y con polarizacion en la direccion .

a) Demostrar que existen soluciones compatibles con las condiciones de contorno del prob-
lema consistentes en una superposicion de ondas estacionarias.

b) Hallar, como superposicion de ondas estacionarias, el campo electromagnético E(:L’, t)
compatible con la condicion inicial

—

E(x,t=0)=FEyzy para 0<z<3a
E(x,t=0)=FEy(2—2)7 para 3 <z<a
H(z, t=0)=0

Empléese el desarrollo en serie de Fourier y tomese Eg =1 ,, a = 2.
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SOLUCION :

(a) - Debido a la reflexién en las paredes, el campo total es la superposicién de
ondas que viajan en sentidos opuestos. Haciendo uso de la expresién compleja ?,
el campo eléctrico tiene la siguente forma

E = M <Ae‘jkz —l—Bej’”) elwt

A y B son constantes complejas, en principio arbitrarias, y k¥ = ¥ porque el medio
en que se propagan las ondas es el vacio.

El campo magnético asociado a cada una de estas dos ondas viene dado por las
relaciones de estructura correspondientes
H = niNE ,, n=42 =

H =

N- N~

> (Ae—jkaz _Bejka:> ejwt

Estos campos deben de ser compatibles con las condiciones de cotorno del prob-
lema. Dado que las paredes son conductoras ideales y que el campo eléctrico es
tangencial a las mismas, E(x =0, a) =0

r =0 — B=-A4

r = a — A(ejka—e_]ka)zo = el?ke—1 = k,=n> ,, n=0,1---
a

Efectivamente, esta condicién implica que solo una serie discreta de valores k,, del
namero de onda, asi como de la frecuencia w, y de la longitud de onda \,, son
posibles. Las ondas no monocromaticas que son compatibles con estas condiciones
de contorno deberan, en consecuencia, poseer un espectro discreto de frecuencias.
En concreto

TC 27 1

T
kn=n— ,, wpn=kpc=n— ,, A =—2a
a a ky, n

Los campos correspondientes a cada una de estas frecuencias son

E, = —2jA,sen(k,x)elnt
2A :

H, = " cos (ky, x) e“n?
2

Escribiendo 4, = ¢ e/ y tomando la parte real

9Repitase este apartado haciendo uso de las expresiones trigonométricas.
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E, = RelE,]=cp,sen(ky,x)sen(wyt+ op) (D.62)
H, = Re[H,]= ;—n cos (kn ) cos (wnt + ¢p)
0

En la figura D.14 se representa la dependencia espacial del campo eléctrico de las
ondas estacionarias correspondientes a n =0, 1, 2, 3.

A

——

E,
n=1

n=3

>

n=0
a2 a/

\j

n=2

Figura D.14:

Cualquier onda no monocromatica que se propage entre los conductores se po-
dra expresar como combinacion lineal de estas ondas estacionarias.

(b) - En primer lugar, debe comprobarse que las condiciones iniciales enunciadas
son compatibles con las condiciones de contorno. En la figura D.15, en el intervalo
0 <z < a, se representa a la condicién inicial para el campo eléctrico. Dada la
simetria de la funcién, su reconstruccion solo requiere la determinacion de las
amplitudes y de las fases de las ondas estacionarias correspondientes a n impar.

Para determinar las constantes c,, y ¢, mediante el desarrollo en serie de Fourier,
es necesario tener en cuenta que la repeticion periddica de F,, no es armdnica, por
lo que el desarrollo en funcién de ondas estacionarias no equivale al de Fourier.
Sin embargo, puede extenderse la funcién E(z, 0) anadiéndole la indicada con linea
de puntos en el a < z < 2a, hacer el desarrollo en 0 < x < 2a e identificar a aquellos
armoénicos que coinciden con las ondas estacionarias en 0 < x < a.

Dando a Ej y a los valores enunciados, las siguientes funciones describen, en los
distintos tramos, a la funcién inicial de la figura D.15 en el intervalo 0 < x <4

fi=x para 0<x <1
E(z,0)=1 fo=2—2 para 1<z<3
fs=—-4+4x para 3<zx<4
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2a Q;

Figura D.15:

con lo que los coeficientes de Fourier, de acuerdo con I11.1 y II1.9, son

1t 1 1 [? 1 1! 1
ap = 2/0 flcos(2n7rx)dac+2/l fgcos(2n7rx)dm+2/3 fgcos(ﬁnﬂx)dx
by = 1/1f en (2w ) d +1/3f n(Enrz)d +1/4fsn(1 )d
n—2018n2ﬂ'1}$2128627T$:L‘233€2n71'$$

Como puede comprobarse, a, = 0 para todo n y b, = 0 para n par, por lo que
solo quedan los términos correspondientes a b, impares que, como se ha previsto,
corresponden a los arménicos impares. Los primeros coeficientes son

c1 = b1 =0,810569 ,, c3=b3=—-0,0900633 ,, c5=0bs=0,0324228 ,,

En la figura D.16a se representa la aproximacion hasta n = 31 de dichas condiciones
iniciales.

Teniendo en cuenta que la expresion espacio-temporal del campo eléctrico D.62
se reduce a la inicial para t =0, senp, =1 = ¢, = %7‘(’ y

E(z, t)= Z cn sen (kn ) cos (wp t)
n=1,3-

En las figuras D.16b-c se representa al campo en los instantes ¢t = 0,257y y t = 0,5Tp.

Calciilese el campo magnético y compruébese que cumple la condicién inicial
correspondiente ( véase la seccién 4.7).

Una onda plana y monocromdtica incide normalmente desde el aire sobre la superficie plana
de un medio perfectamente absorbente. Hacer uso del tensor de Mazwell y , alternativamente,
del principio de accion y reaccion entre el campo y el medio, para calcular la presion media
ejercida sobre dicha superficie. La magnitud del vector de Poynting incidente es de 1 KW -m™2.
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A E t=0 A E - A E -
E E t 0.25To E t O.5T0

(a (b) (c)

Figura D.16:

Repetir los cdlculos anteriores para el caso en que la superficie corresponde a un conductor
ideal.

SOLUCION :

La consevaciéon de la cantidad de movimiento viene dada por 3.23. Hallando el
promedio temporal de la anterior

0d - . . . . .
/<%dv—fkﬁﬂﬂd&——/<ﬁmdv——w@»,,ﬁm—pE+fAB
v 0t] S v

(a)

(a) es el promedio de la derivada temporal de la cantidad de movimiento, en cuyo
desarrollo aparecen términos del tipo

OE - 1.

porque E H* es real en el aire.

Queda, pues, como en el caso de los campos estaticos, que
(Fon) = $ (i 3} ds = § (s
S S

En la figura D.17a se representa a una superficie S = S§; + S» que envuelve al
volumen V que contiene al primer medio salvo una pequena pelicula de espesor
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despreciable préxima al medio absorbente (Se supone a S; en el infinito). Dada
la simetria del problema , ( f;} es uniforme en Ss, la presién sobre dicha superficie
es (ps) = —<f;> - fis y, por el principio de accién y reaccién, la presion sobre la
superficie del material absorbente es (p,) = (ps). Luego

oy

AS

=
g

.
n :
-

Cc

(a) (b)

Figura D.17:

(fs) = (wé)(cos 20, s + sen 20, T) + <wfn>(cos 20,, is + sen 20, Tn) =

i

<f8> = _<wém> ﬁS = <pa> = <wem>
porque 0, = 0,, = %7‘(.

De forma menos rigurosa ', puede considerarse que la onda estid compuesta de
fotones que inciden sobre el medio absorbente y le transmiten toda su cantidad
de movimiento, de manera que la presién sera igual a la cantidad de movimiento
cedida por unidad de tiempo y unidad de superficie. En la figura D.17b se muestra
un cilindro de base AS = 1 y altura ¢, la velocidad de la luz. La base derecha se
apoya sobre la superficie absorbente, cuya normal es 7i. Dado que los fotones viajan
con velocidad ¢, todos aquellos contenidos en el cilindro atraviesan la unidad de
superficie de este material en la unidad de tiempo

o) = LG i) = ety = ok

Compruébese, por ambos procedimientos, que la presiéon sobre un conductor ideal
es la doble de la calculada en el caso anterior.

105j el medio en que se incide no fuese plano indefinido , si, por ejemplo, fuera una esféra metélica, este tratamiento
puramente mecénico no seria apropiado puesto que habria que tener en cuenta los efectos de difraccién.
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Una particula esférica, perfectamente reflectante, tiene un radio a y una densidad de 5 g-cm™3.

Haciendo uso de los datos del problema 4-11 de la seccion anterior, calcular el valor limite
de a para el que la fuerza de radiacion debida al Sol se iguala a la de atraccion gravitacional
del mismo. (Masa del Sol M = 2 x 10%° kg; Constante de gravitacién universal G = 6,67 x
107N -m2-kg=2). (Para simplificar, considérese que la particula presenta a la radiacion una
seccion eficaz de radio a ).

A la distancia que la Tierra dista del Sol, la densidad de flujo de potencia de la radiacion
electromagnética solar es aprozimadamente de 1,5 KW -m™2 (sobre todo en las regiones dpticas
y del infrarrojo), mientras que el viento solar estd constituido principalmente por protones con
velocidades aprozimadas de 10°m - s~ y densidades de 2 x 107 protones por m?>.

a) Comparar la presion en N -m~2 de la radiacion electromagnética con la producida por
el viento solar sobre una superficie situada normalmente a la radiacion y al viento so-
lar. Con objeto de simplificar el cdlculo, supongase a la superficie como perfectamente
absorbente.

b) ;Pueden ser usados la radiacion o el viento solar para propulsar un vehiculo interplane-
tario ?

c) sQué dimension debe de tener ”la vela” (en m?) para que se produzca una fuerza de 100N
con el viento solar a favor ?

. Demostrar que, en la deduccion de las leyes de Fresnel para el modo TE, la condicion de

continuidad de B, equivale a la correspondiente de E,.

Una onda plana, homogénea, con polarizacion TM, amplitud Eq = 100mV - m~! y longitud
de onda Ag = 300m, incide desde el aire con un dngulo de 61 = 45° sobre una superficie
plana de agua. Si las constantes de esta viltima son p, = 1; &, = 81; 0 =585 -m™", hallar
aprozimadamente

a) Los campos reflejado y transmitido.
b) Las densidades de carga y de corriente. 5 Bajo que condiciones puede hablarse de densi-
dades superficiales de carga y de corriente ?.
SOLUCION :

La frecuencia es f = { = 10Hz y la Q = 2“{% = 8,7 x 1074, luego, a esta

frecuencia, el segundo medio puede considerarse como un buén conductor.

Z1:Z()21207T 5y Zgﬁ(l—{—j)Zo“Q(Zl

Er

(a) - Dado que §; = I, véase la figura D.18, ii; = (senfy, 0, costy) = £/2(1,0,1) y
iy = %\@(1, 0, —1) y los campos

— .

.1 . )
EZ:§\@E2(§—2) ., H'=H'Yg
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. 1 L .
E" = 5\/§E7”(55+2) ,, H=-HYy

Debido al caracter de buén conductor del segundo medio, la direccion de trans-

misién es casi normal a la superficie de separaciéon de los medios 7; ~ Z, por lo
que

E E ﬁr
—i > r
H n, 6, |6, H
v y
. @
n
A -
y R

=]
—

Figura D.18:

E'~FE'% ,, H' ~H'Jy

Para el calculo de las amplitudes se necesitan los coeficientes de reflexiéon y trans-
misién. Quedandose con los valores principales de la aproximacién 75 < Z;

B Et Z [Q
T M 0 T™™ _ =0 2 1 -~ -2 ]
=0~_1 =0~9222 ~9(14+ ~ 2 x 10 14+
Ej ’ E} Al ( 7 Er ( J)

lo que, junto con las relaciones de estructura correspondientes, permite expresar
a todos los campos en funcién de Ej.

(b) - Solo existen corrientes en el seno del medio conductor

—

7= cEt =707 TM Eéefaze](wtfaz)

a:,/w'[;OU:ij*l = 0=2m

donde
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Como se vié en la seccién 4.2.2.2, en un medio lineal y homogéneo, la densidad
de volumen de carga es nula pero puede aparecer carga superficial si hay una
discontinuidad de D.

Bajo la aproximacién de buén conductor, E! ~ 0, por lo que solo puede haber
componente normal del campo eléctrico en el primer medio. De acuerdo con la

figura, en z = 0_ (medio (1))

Ei.(z=0) =senb (—E'+ Er)z:0 = —V2E}e¥ (t—3 @)
dado que (ej(“t_E‘F)> = eJ (Wi—kzsenb1)  tanto para la onda incidente como para
z=0

la reflejada.
Aplicando la condicion de contorno de discontinuidad —51(2 =0)-z=0
. NG .
o= aoejw(t_fx) ,, 09 = ﬂngé

Compruébese que las condiciones de contorno se pueden plantear suponiendo
que Hy; = 0 y que en la superficie del conductor hay una densidad superficial de
corriente

js:g?/ i(2)dz

=0
lo que corresponde a considerar al conductor como ideal.

Una onda plana, homogénea y monocromadtica incide, con 61 = 30°, sobre la superficie plana
de un medio cuyas constantes son e, =1, u, =1, 0 =18 -m—1 y Q = 1/(2v/2). Demostrar
que la onda transmitida no es homogénea y determinar la orientacion de los planos de igual
amplitud y la de los de igual fase.

SOLUCION :

Las componentes de los campos de la onda transmitida tiene la forma general
Pt = Dl e 22T ¢t

Las constantes de propagacion de los medios son

_ Qo

€0

m=jk=j2 |, w 4 x1097ad-s . k=133m"}
C

Ye=a+jiB=k(1+jV2)
Por otra parte, el vector unitario de propagacién en el segundo medio es
flo = senls T+ coslyz = oty -7 = Yo senbyx + Y9 cosby 2

y, aplicando la ley de refraccién,

1 Y
7gsen92:’ylsen91:j§k = ’)/277,2-7“:j§(x+ctg(92)z)
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donde
1
ctgly =\ —5— —1=2,71—j1,46
sen? 0
ya que
Ly j8V2
sen? 0y v2

con lo que
Yo g - T =97z + j(66,5x 4+ 180 2)

Esto implica que los planos de igual amplitud 7, y los de igual fase 7i; tienen
direcciones distintas:
Mg =2 ,, Tf=0352+0,94%

Una onda plana monocromdtica, cuyo vector de Poynting tiene un valor medio <§z>, mcide
normalmente a la superficie del mar. Calcular los vectores de Poynting reflejado y transmi-
tido en funcion del incidente. Los parametros del agua son: 0 = 4 S/m; e, = 81; p, = 1.
Considerar a) f=1 Mhz; b) f=10 Ghz.

Una onda plana de frecuencia f=2 GHz, polarizacion TE, incide con 0; = 30° sobre una gran
ldmina de cobre (o = 5,8 x 107 S-m~t). Calcular la fraccién entre la potencia media que incide
y la que se absorbe en cada unidad de superficie de la ldmina. ; Seria correcto este enunciado
para frecuencias proximas al espectro visible ¢

SOLUCION :

El color definido del cobre indica que, en la estrecha banda del visible, refleja
selectivamente por lo que su conductividad debe ser dispersiva en dicha banda
(dependiente de la frecuencia).

Para calcular la potencia media absorbida es conveniente comprobar que a la
frecuencia enunciada, el cobre es un buén conductor. Efectivamente, Q ~ 2 x 107°.
Por lo tanto, puede hacerse dicho calculo haciendo uso del concepto de resistencia
superficial.

w

Ro= /2 ~ 10720 m™2

20
Ahora es necesario calcular el campo magnético tangencial en el primer medio (
véase la figura D.19). Para ello puede aoproximarse al cobre como conductor ideal

La potencia media incidente, por unidad de la superficie del conductor es

<ds ) =(S-2) = §Z0]H0]200361

Ep
A TE 0
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x>Y

Figura D.19:

con lo que el campo tangencial total, en el aire, es

Hrpo = —H} cos 01 + HY cos 01 = —2 H}, cos 0,

Ey _ _E

, puesto que Hj = o= = —H}, y la disipada a través de la misma superficie
(L78) = 2 Ry Hpof? = 2| HYP cos? 01 R,
Luego b
idjéj; = Z40608 0y Ry ~9 x107°

d-12. Dos dieléctricos indefinidos, de constantes dieléctricas €1 y €3, se hallan separados por una
lamina de otro dieléctrico de constante €2 y cuyo espesor es a.

a) Hallar las condiciones necesarias para que una onda monocromdatica de frecuencia f que
incide normalmente desde el primer medio no sufra reflexion.

b) Aplicar los resultados al acoplamiento entre el aire, primer medio, y un vidrio de e,3 = 4
a la frecuencia de 1 GHz.

c) Hallar el coeficiente de reflexion total para una frecuencia de 1,1 GHz.

SOLUCION :

(a) - Se ilumina desde la izquierda de modo que, como se indica en la figura
D.20, en el primer medio habra, en general, una onda incidente y otra reflejada.
Deben buscarse las condiciones bajo las cuales se anula esta ltima. En la lamina,
necesariamente, deben coexistir ambos modos. En el dltimo medio solo habra una
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Figura D.20:

onda incidente puesto que, para z > a, no existe ninguna discontinuidad que la
refleje.

Suponiendo que las ondas estan polarizadas en la direccién del eje y, que se pro-
pagan en la direccion z y que se ha eliminado a la onda reflejada en el primer
medio, los campos seran

Ey= Ajeihzg H = /Z%e—jﬂlzg
EQ = (Age_jﬂQZ—{—Ber/BQZ) z ﬁg = %2 (Age_j@z —BQGj/BQZ) U

Estos campos, dado que son tangenciales a las interfacies, deben cumplir las condi-
ciones de continuidad

paraz = 0: (El)z:O = (EQ)z:O 5y (Hl)z:() = (HQ)Z:O
(4) (B)

paraz = a : (EQ)Z:a = (E3)z:a 5 (HQ)Z:a = (H3)z:a
(@ (D)

De las condiciones en z = 0 se deduce que

Z1+ Zo Z1 — Ly

Ay = A ——= By=A4 ——=
2 1 2Z1 ) 2 1 2Z1

De las condiciones en z = a, dividiendo una por otra y eliminando las constantes
Az 3y B, se tiene que
(Z1 — Z3) (Z2 + Z3)

—2jB2a __ _ g
e = = Numero real D.63
(1 + %) (Zs — 7o) (D-63)
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dado que las impedancias de los dieléctricos son reales.

En la figura D.21 se representa en el plano complejo a e 7%2% como un vector, de
modulo unitario y fase —j(2 a, que solo toma los valores reales

o~2fa _ | t1 = 2(a=2mm , o m=1,2--
-1 = 2fa=02m+1)7 , m=0,1--

Figura D.21:

Tomando los primeros valores de m y substituyendo en D.63, se obtienen las
siguientes condiciones:
A
a = ?2 IR Zl = Z3

que corresponde a una lamina desfasadora de media onda. El primer medio y el

segundo son iguales.
A
a‘:f ) Zy = \/ZIZS

correspondiente a una lamina adaptadora de cuarto de onda. Este es el principio
adoptado en optica para obtener superficies no reflectantes.

El resto de los apartados se dejan como ejercicio.
d-13. Supdngase al agua como un dieléctrico ideal con €, = 81.

a) Calcular el dngulo critico para la interfase agua-aire.

b) Calcular la atenuacion, en la direccion normal a la interfase, de la onda superficial en
el aire si el angulo de incidencia es 0; = 45°. Fxpresar la atenuacion en decibelios para
una distancia A de la superficie.
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Apéndice E

Apéndice II del capitulo 4

E.1. Propagacion guiada

Las ondas electromagnéticas transportan energia y, por lo tanto, informacién. Su conduccién y
acondicionamiento son, pues, de una utilidad practica evidente y sus aplicaciones son numerosas,
como lo muestran los siguientes ejemplos:

- Comunicaciones: Radiofonia, enlace de microondas entre postes o satélites, enlaces de fibra
Optica.

- Consumo: Hornos industriales y domésticos, detectores de intrusos.
- Telemetria: Radares de regulacién de trafico, de vigilancia, meteoroldgicos, de prospeccion.

- Cientificas: Aceleradores de particulas, creaciéon y calentamiento de plasmas, radiotelescopios,
sondeo ionosférico, estudio de las propiedades de la materia.

En la mayoria de los casos, la radiacién electromagnética es utilizada como portadora de in-
formacion. Dado que la velocidad méxima a que puede transmitirse informacion es directamente
proporcional al ancho de banda disponible, existe un interés en el dominio de técnicas de conducciéon
y tratamiento de dicha radiacién hasta frecuencias tan elevadas como sea posible. Actualmente se
utiliza una amplia zona del espectro, con algin hueco, que cubre desde las ondas de radio largas
hasta el dominio del visible (f € [~ 10* Hz —~ 101 Hz], A € [~ 3 x 10*m —~ 3 x 107" m]).
En la primera parte del espectro, correspondiente a la radio y television analdgicas, las longi-
tudes de onda son grandes comparadas con las dimensiones de los elementos utilizados para el
tratamiento de las ondas. Su conducciéon a través de distancias que no sean comparables con
la longitud de onda de la senial se lleva a cabo por medio de cables, o lineas, que no intro-
ducen retraso o distorsién sobre la misma. A frecuencias superiores, en el rango de microondas
(fe[~10°Hz =1GHz —~ 10 GHz], A € [~ 30cm —~ 0,3mm]) o de las fibras 6pticas (infrar-
rojo cercano o visible) , los elementos utilizados tienen dimensiones comparables o superiores a la
longitud de onda, por lo que han de estudiarse planteando un problema de contorno para los campos
cuyo fundamento se ilustra en esta seccion. Un circuito, o sistema, completo contiene a elementos

e-1
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de condicionamiento de energia que requieren para su estudio técnicas de caracter especifico que no
seran abordadas en este texto; salvo en el caso de los elementos resonantes, las consideraciones que
aqui se hacen sobre este tipo de elementos son puramente cualitativas.

L fnductorw conductor
ey K@ \

(@) (b) (c)

Linea abierta Linea apantallada Guia

conductor —_dieléctrico

~ )
& =z~
N

2

(d) (e) )

Linea strip Guia dieléctrica Fibra optica

Figura E.1: Tipos de guia de onda

La figura E.1 es un muestrario de los principales tipos de Guias de onda. Las E.la-b son multi-
conductor o Lineas de transmision y se suelen utilizar a frecuencias relativamente bajas con modos
TEM. Cuando son cortas comparadas con las longitudes de onda pueden ser tratadas como meros
cables pero, en caso contrario, incluso a frecuencias muy inferiores a las de microondas (en lineas
telegréficas o en las de distribucién de energia), deben configurarse como verdaderas lineas de trans-
misién en las que los fenémenos propagativos son importantes. La E.1c es monoconductor y se le
reserva la apelacién, por defecto, de Guia de onda. En éstas, el confinamiento se logra mediante
una sola superficie conductora que, normalmente, envuelve a un dieléctrico homogéneo y se utiliza
a frecuencias de microondas superiores a las de las lineas de transmisién. Las E.1d son Guias strip,
construidas con dieléctricos y conductores laminares. Por dltimo, las E.le-f son Guias dieléctricas en
las que las ondas son confinadas por reflexién total. Las primeras son de tipo laminar y las segundas
son las Fibras opticas, destinadas a operar en las cercanias del visible.

En principio se supone que las guias estan compuestas por conductores y dieléctricos ideales
y homogéneos y que su geometria tiene simetria translacional en la direccién del eje Z, como se
muestra en la figura E.2. En la practica, los medios no son ideales pero si buenos, dentro de la
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zona espectral en que son tutiles, por lo que las pérdidas energéticas pueden ser consideradas como
pequenas e introducidas como perturbacién a la solucién correspondiente a medios ideales. Los
resultados obtenidos suponiendo simetria translacional son aproximadamente validos cuando las
estructuras sufren curvaturas cuyos radios son grandes comparados con las longitudes de onda y
sirven también como base para el estudio de segmentos finitos de guia.

La forma ma&s conveniente de estudiar estas estructuras, especialmente cuando la geometria
transversal no se adapta al uso de coordenadas cartesianas, es por medio de los potenciales de
Debye.

E.1.1. Potenciales de Debye de las guias

Figura E.2: Geometria de las guias

En el seno de un dieléctrico ideal, la ecuaciéon que deben cumplir los potenciales de Debye son

(V24650 =0 (E.1)
w 1 27
ﬂ:; IR /U_\//T€ 99 )‘:F (E2)

B, vy A son: la constante de propagacion o nimero de onda, la velocidad de fase y la longitud
de las ondas planas monocromaéticas y homogéneas en el dieléctrico.
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La solucién general, de acuerdo con la figura E.2, se expresard en coordenadas cilindricas
curvilineas (cartesianas, circulares, elipticas ...). Es 1til separar la dependencia funcional de las
coordenadas transversales (qq, q5) de la longitudinal z, escribiendo

V() = Yi(ga, @) Z(2) (E.3)

y descomponiendo al operador V en sus componentes transversal y longitudinal

0 . -
VZV,:-}-Z% ., Vi=eaVat+eVy (E4)

Los operadores V, y Vy afectan a las coordenadas transversales y los vectores unitarios transver-
sales €, y €y estdn contenidos en la superficie transversal S; y son perpendiculares a Z.

De acuerdo con las definiciones anteriores, el laplaciano se descompone también de la forma

82

2 2
V :Vt-f—w

(E.5)

La separacién de variables en la ecuacién E.1 se lleva a cabo sustituyendo en ella E.5 y E.3 y
dividiendo por ¥

1 5 1 92Z(2)
— V2 U,(qq, — = E.
\Ilt(Qaa Qb) Vt t(q Qb) + Z(Z) 9 22 +ﬁ 0 ( 6)
(a)=cte (b)=cte

Las constantes de separacién (a) y (b) se escribirdn en principio con la notacién

(a)=—67 ,, )=—0 = F=p+0 (E.7)

donde (. y (3, son, respectivamente, el nimero de onda de corte y el nimero de onda longitudinal
del modo en la guia. De acuerdo con ésto, las ecuaciones separadas toman la forma

ViW(qa @) = —B7 ¥e(qa, @) (E.8a)
0%z
3 Z(QZ) = —B2Z(2) (E.8b)

Para resolver la primera ecuacién es necesario conocer la estructura de la guia, elegir el tipo
de coordenadas més adecuado y aplicar las condiciones de contorno pertinentes. La constante de
separacién —f32 es el autovalor del operador V? y sus valores —ﬁczlm compatibles con el problema
transversal constituyen, en las gufas con pared metalica ideal, un espectro discreto y real, doblemente
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numerable por los indices (I, m)!. Las autofunciones ¥y,,, generan a los modos T'Ey,,,, TM;,,,. EL TEM
es un caso particular de los anteriores para (. = 0.

Por lo que se refiere a la segunda ecuacion, al considerar a la linea como indefinida, se resuelve
sin condiciones de contorno y su solucién, bien conocida, es

Z(z,t) = Aed @=B=2) 4 B el (wiHB:2) (E.9)

a la que se ha afnadido el factor temporal e/“* para poner de manifiesto que resulta de superponer
un modo que viaja en sentido positivo con otro que lo hace en sentido contrario. Incluyendo a la
dependencia de las coordenadas transversales

(7, t) = Ui(qa, qp) (A d Wi=Pz2) | Bl (Withs z)) (E.10)

Cada uno de los sumandos de la expresion anterior es una Onda plana no homogénea, con un
Numero de onda longitudinal 3., en la que los Planos de fase constante

v, =wt+ B,z =cte (E.11)

viajan con una velocidad de fase y una longitud de onda, a lo largo de la guia,

w 27
Vy = —= AZ:F
z

pero la amplitud en dichos planos W;(q,, ¢») no es uniforme.

(E.12)

E.1.1.1. Relaciones de dispersién. Parametros de corte

Dado que la resolucién del problema de contorno correspondiente a la funcién de las coordenadas
transversales determina el conjunto de autovalores ﬂglm compatibles con el mismo y que éstos estan
ligados con el numero § de las ondas planas homogéneas y con el longitudinal 3, a través de la
expresion E.7, para los Modos de propagacion designados por los indices (I, m), se cumple la Relacion
de dispersion

2 = - (E.13)
que establece una dependencia de 3, con (3, o, lo que es lo mismo, con la frecuencia w.

B se denomina Nimero de onda de corte. Definiendo los pardmetros Frecuencia de corte we (fe)
y Longitud de onda de corte A\,

_ 2T
Be

'En las gufas dieléctricas o con paredes conductoras no ideales el cardcter real de los autovalores no estd asegurado.

we=2mfe=v0:c ,, Ac (E.14)
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y teniendo en cuenta a E.2, las relaciones de dispersion anteriores pueden escribirse de las formas:

1 (2m)?
2 2 2 2 2
Zlm = ﬁ (w - wClnL) = UQ (f - Clm) (E15a.)
1 1 1
32 T Y2 E.15b
N2 2N (E.15b)
w

Larctg v,

d .
I s

L arctg vy,
Cl //,/ ///v\\ | | ]

Lactgv, : B
v | Voo z

BZZ [321 l3zO

Figura E.3: Relacién de dispersion de los modos en la guia

Wep s (fer,,) son realmente frecuencias de corte, en el mismo sentido de la encontrada en el caso
de los plasmas, para aquellos modos que son generados por los potenciales de Debye de indices
(I, m). Efectivamente, las soluciones E.10 solo corresponden a ondas que se propagan si 3, es real,
es decir, cuando la frecuencia de operacién es superior a la de corte w > w.. En caso contrario,
w < we, se dice que el modo esta en corte, o es un Modo evanescente y el potencial responde a la
expresion

U =T, e 5 el (E.16)

en la que el nimero de onda se hace imaginario puro y el modo se atenia sin propagarse. La
Profundidad de penetracion de los modos en la guia, a lo largo de la cual la onda se atenia por el
factor 1/e,
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1 v

21 = — e
Clm

5 (E.17)

es tanto mayor cuando més cercana al corte se halle la frecuencia de operacién. Asi, pues, los modos
en corte quedan confinados en los alrededores de los puntos en que se generan, tanto mas cuanto
mayor sea la diferencia w. — w. Aunque en una guia indefinida este tipo de modo no aparece, ya
que seria atenuado en el infinito, los circuitos reales estan compuestos por elementos de dimensién
finita y cuya geometria, como se vera mas adelante, no se ajusta al ideal de la figura E.2. La
solucién general de la ecuacién de onda incluye también a los modos en corte y el papel de éstos es
determinante en el comportamiento de aquellos elementos cuya funcién es la de condicionamiento
de la onda que se propaga por ellos.

La relacién de dispersiéon de los modos (I, m) puede ain escribirse, de forma andloga a la de
D.29, como w = w(f.)

w=wl +p2 v (E.18)

En la figura E.3 se presentan las relaciones de dispersion de los primeros modos de la guia,
ordenados, segin la magnitud de su frecuencia de corte, por un solo indice n = 0,1, 2---. El
primero corresponde a (. = 0, es decir, al modo TEM, y los deméas a los modos superiores. Para
cada frecuencia w pueden propagarse por la guia todos aquellos modos para los que w > we, . A la
frecuencia marcada en la figura, estos modos son los correspondientes an = 0, 1y 2, con velocidades
de fase y nimeros de onda (v, 52,), (Vzy, B2,) ¥ (Vzg, B2). Los modos n > 3 son modos en corte.
Maés adelante se vera que el modo TEM, solo puede propagarse en guias multiconductoras, es decir,
en lineas de transmisién.

El uso ordinario de las guias es en Modo unico (solo se propaga uno de los modos), preferente-
mente con el Modo dominante. Este tltimo es el modo con menor frecuencia de corte de entre los que
pueden propagarse en la guia (n=0 para las lineas, n=1 para las guias).Mds adelante se vera como es
posible favorecer la propagacién de un modo y dificultar la del resto de los mismos. Atn trabajando
en modo tnico la guia dispersa a los grupos de onda porque, como se deduce de E.18,

w v Yep, fclm
v — — . xTr = = — E.lga
2lm 5zlm /1 — x2 w f ( )
v = v, Vg (E.19Db)

la velocidad de fase v, vy la de grupo v, del modo en la guia son funciones de la frecuencia.

E.1.2. Clasificacion de los modos

Para el estudio de las guias ideales propuestas anteriormente, es 1til la clasificacién de los modos,
seglin su transversalidad con respecto al vector unitario z, en TE, TM y, como caso particular de los
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anteriores, TEM. En los dieléctricos homogéneos que forman parte de las guias, la divergencia de
los campos es nula por lo que, segin se ha visto en la seccién 4.3.1, puede utilizarse la componente
X, como potencial de Debye

Xnt, =W (E.20)

y, de acuerdo con 4.19 y E.4,

X;=BVUAZ=BV,UAZ (E.21)
donde B es una constante que se determinara mas adelante.

Si se identifica al campo transversal )?t con E (o H ), el no transversal Xnt asociado al primero
serd H (o E), de acuerdo con las leyes de Ampere y Faraday

. 1 , L] .
H=—-———VANE ,, E=—VANH (E.22)
Jwp Jwe
y con la relacién 4.15¢
Xt =CVAX;=BCVA(VUAZ) (E.23)
donde . .
—L si Xt =F
Jwp
C= (E.24)
j%a si Xy =H

Este campo no transversal puede expresarse como suma de sus componentes longitudinal y
transversal desarrollando V A (@ A b), descomponiendo al operador V 2 y haciendo uso de E.8a

- N ow o
Xnt = BC [ﬁg vz + Vt E] = Xntz z+ Xntt (E25)

Xntt es la componente de )Z'm contenida en el plano transversal® y X,,;. la componente longitu-
dinal:

= )
Xntz = Boﬁg v IR Xntt = BC Vt ?97 (E26)

Cabe resaltar que )?m tiene componente longitudinal excepto cuando B, = 0, en cuyo caso el
modo es TEM (TEMz).

Para (. # 0 puede tomarse

2Téngase en cuenta que’\z% -Vy— 0.

3V, f esté contenido en el plano transversal, segtin E.4.
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Xu. =¥ = B= E.27
nt 0,802 ( )
y escribir
X, =V, ® (E.28)
donde L 9x
o= 2 nt E.29
R (E.29)
se define como el Potencial del modo.
En cuanto al campo transversal Xt, de acuerdo con E.27, E.21 y E.29
Xt = Cﬁg Vt VAN XntzZ = 0763 Vt Xntz Nz (E30)
, expresion en la que C toma el valor indicado en E.24.
El potencial de Debye X,,;, es, por lo tanto, solucién de la ecuacién E.8a
v% Xntz (Qa, v, Z) == _/802 Xntz (Qaa dv, Z) (E31>

Recuérdese que la dependencia de ¥ = X4, con respecto a la variable z viene dada por E.9.
Segun ésto, los modos pueden clasificarse dentro de los tres tipos anunciados:

-TE: E, =0y B. # 0. Derivan de H,.

-TM: H, =0y (. # 0. Derivan de E,.

-TEM: E, =0, H, =0y B, = 0. Derivan directamente de ¥, solucién de la ecuacién de Laplace.
Por esta razén, los campos de los modos T'EM son, en parte, andlogos a los estatico.

E.1.3. Relaciones de estructura

Modos TE

En estos modos E, = 0 y las componentes transversales de los campos se obtienen en funcién
de Xy,:, = H, que, a su vez, es solucién de E.31. El Potencial TE es

1 0H i
Tt = — =g 2l
B2 0z pE e
donde, segin E.10, el signo (—) es aplicable a los modos que se propagan en la direccién 77 = +z 'y el

(+) lo es a aquellos que viajan en la direccién 77 = —Z. Es cémodo expresar el gradiente longitudinal,
cuando se aplica a modos que se propagan en la direccién 7 = +Z, de la forma

(E.32)
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~ 0 n
V.= 9, —jB.n (E.33)

De acuerdo con la definicién del potencial y las expresiones E.21, E.24, E.28 y E.30, las compo-
nentes transversales de los campos son

HI'F = v,9TF (E.34a)
ETF = ZTPHATE A (E.34b)

donde se ha definido la Impedancia del modo TE como

gTE G _ g B _wn s E.35
B- B B € (E.35)

, siendo Z la impedancia del dieléctrico. Para los modos TE correspondientes a los indices (I, m),
la impedancia toma el valor

VA w f
TE _ 4 _ Yoy . Joam
Zi' = =g v == (E.36)

Esta relacién de estructura, véase la figura F.4 es aplicable a los modos TE que viajan en una
direccién determinada 7 = £7Z.

>
E

Figura E.4: Relacion de estructura TE

Modos TM

Procediendo de forma andloga a como se ha hecho con el modo TE, se tiene que el Potencial
TM es

1 0E;

oTM =
B 0z

(E.37)



E.1. PROPAGACION GUIADA e-11

y la relacion de estructura para las componentes

EM™ — v,o™ (E.38a)
H™ — ZT% i NEM™ (E.38b)

La Impedancia del modo TM es
z™ — Z% (E.39)

En concreto

le;nM =Z\1—-22 ,, z= Yerm — f;if" (E.40)
w

y la relacion de estructura correspondiente es la que se muestra en la figura E.5.

TV

Figura E.5: Relacién de estructura TM

Modos TEM

El modo TEM resulta de hacer 5. = 0, luego la relacién de dispersion E.13 y la velocidad de
fase se reducen a

BZ:ﬁ:w\/,tT&,, Vy = =7 (E'41)
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donde v es la velocidad de las ondas planas homogéneas en el medio. Como en el caso de estas
ultimas ondas, estos modos no sufren dispersién? puesto que la velocidad de fase es independiente
de la frecuencia. También comparten la misma relacion de estructura:

Al ser nula la componente longitudinal de los campos, no es posible utilizarla como potencial de
Debye. pero puede, por ejemplo, identificarse a ” X,,,con ETEM v definir como Potencial TEM a

o
oTEM = po =~ E.42
¢ 0z ( )

con lo que, de acuerdo con E.26
ETEM — v, oTEM (E.43)

El campo magnético puede deducirse de la relacién de estructura de los modos TM (E.38b y
E.39) teniendo en cuenta que (3,)g,—0 = 3 e identificando a Ef M — ETEM y o gTM _, gTEM

ﬁTEM —

~ « PTEM TEM _ ~» _ [H
= ZrEn "N E o 2N =Z=4 7 (E.44)

Se diferencia de los modos homogéneos en que la amplitud de los campos en los planos de
fase constante es funcién de las coordenadas transversales. Con respecto a los modos TE y TM se
distingue, ademéds de por su cardcter no dispersivo, ya que vy no depende de la frecuencia, porque
carece de componentes longitudinales.

Dada la nulidad de las componentes longitudinales, el campo eléctrico puede calcularse plante-
ando un problema de tipo electrostatico en el plano transversal:

V-E=0 = V,-ETPM — (E.45a)

—

VAE=—jopH = V,ANETPM — o (E.45b)

lo que significa que el campo eléctrico de este modo deriva de un potencial que es solucién de un
problema bidimensional de tipo electrostatico en el plano transversal.

VZeTEM — (E.46)

De forma anéloga, puede verse que el campo magnético responde a un problema magnetostatico

vV, -HTEM —o | v, AHTEM —¢ | j{ﬁTEM~df:I (E.47)

4Si se introducen los efectos de pérdidas en las paredes conductoras los modos propagativos tienen necesariamente
una componente longitudinal y aparecen efectos dispersivos.
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aunque basta con resolver el problema para uno de los campos ya que el otro se deduce del primero
mediante la relacién de estructura.

Dado que un campo electrostatico nace y muere en cargas de distinto signo y situadas en
distintas superficies equipotenciales, para que una guia pueda soporta un modo TEM es necesario
que contenga al menos a dos conductores. Este es el tipo de guia definido como linea de transmision.

Por otra parte, es interesante notar que el vector de Poynting en el dieléctrico

e — FTEM , jTEMs _ l‘ETEMFﬁ
Z
, para un modo que se propaga en la direccién 7,tiene direccién axial. Su proyeccién sobre las paredes
conductoras es nula y éstas no absorben energia de la onda. Si los conductores no fueran ideales,
existirfa, de acuerdo con D.48, una componente del vector de Poyntyng normal a la superficie,
responsable de las pérdidas por conduccion, y el modo no serfa TEM. En la practica, las paredes
de las lineas son buenas conductoras y existe un modo aproximadamente TEM (cuasi-TEM).

A continuacién se considera la propagacién de los distintos tipos de modo en algunos ejemplos
tipicos de guia.

E.1.4. El modo TEM en la linea coaxial

Aunque se tome como referencia a la linea coaxial, los conceptos aqui definidos tienen validez
general. En éste tipo de linea , como se muestra en la figura E.6, el dieléctrico estd encerrado entre
dos conductores concéntricos de seccién circular: el interior, de radio a y el exterior, de radio interior
b. Se suele utilizar a frecuencias relativamente bajas (w < we; en la figura E.3) a las que solo puede
propagarse el modo TEM.

(a) (b)

Figura E.6: Linea coaxial
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Dependencia transversal

La dependencia transversal de este modo se obtiene resolviendo la ecuacién E.46. Dado que el
problema es de tipo electrostatico, se puede escribir ®7*M = —V e imponer como condicién de
contorno una diferencia de potencial Vj entre el conductor externo y el interno. Por simetria, el
potencial en el dieléctrico es solo funcion de la distancia radial p al eje z y la ecuacién de Poisson

correspondiente es
10 ( 8V>
p—]=0
pap\"0p

La solucién que cumple las condiciones de contorno impuestas es bien conocida

In(p/a)
V=W
O In(b/a)
Luego el campo eléctrico es
: Vi p
E=-V,V=— £ E.48
Vi In(b/a) p ( )

El campo H se obtiene por medio de la relacién de estructura E.44. En adelante, se denomi-
nara Onda incidente a la que viaja en el sentido positivo del eje Z y Onda reflejada a la que lo
hace en sentido contrario y a las magnitudes asociada a cada una de ellas se les denotara por los
indices (i) y (r). Segun esto, anadiendo la dependencia de z y de t, los campos de estas ondas pueden
escribirse de la forma

= V A — V {5 . _

E; _ i oJ (wi—Pz 2) H, v ¥ j(wt—P2) E.49
. Vb - V. 3
Bo(p) = — j (Wi+Bs 2) H.(p)=+——T ¥ iwttfzz) E.49b

Como se indica en la figura E.6a, las lineas de E son radiales y las de H azimutales.

Aunque, como se vera mas adelante, el diseno de elementos de microondas requiere el uso de la
teoria de campos y el conocimiento de la dependencia transversal de todos los modos posibles, en
la préctica, trabajando en modo tnico, suele bastar con representar a la guia como a un circuito de
parametros distribuidos. Para ello se definen las funciones tensién e intensidad del modo utilizado.
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Funciones tension e intensidad. Impedancia caracteristica.

Para cada uno de los modos, incidente y reflejado, se define la amplitud de la tensién como

b a
VOE/ dV:/ B dl (E.50)
a b

Vo toma el valor V; (V;.) para la onda incidente (reflejada).

También puede definirse la amplitud de la intensidad en la linea de la siguiente forma. Puesto
que el camino L3 discurre por el interior del conductor externo, circunda a la corriente I, que circula
por la cara interna de éste y a la I, que circula por la cara externa del conductor interno®. Al ser
nulo el campo interno del conductor,

jq{ Hdl=L+1,=0 = I,=-1I,=1I,
L3

o
L 1 L4 -
Iy=— H-dl=—-— nAE-dl (E.51)
EQ Z 52
Iy toma el valor I; para la onda incidente, cuya direccién de propagacién es 77 = Z, e I, para la
onda reflejada, cuya direccién de propagacion es 11 = —Z.

En el caso de las lineas, trabajando con el modo T'EM, es conveniente definir la Impedancia
caracteristica de la linea de la forma ©

b = —
} B, - di ;
z=Vi_g L Bod W (E.52)
I; f[,g ZAE;-dl I

que, como puede comprobarse, toma el valor

z.= Lz (E.53)

2 a

para la linea coaxial 7.

De esta forma, se obtiene la tensién a lo largo de la linea, como superposiciéon de las contribu-
ciones de las ondas incidente y reflejada®

®Como los conductores son ideales, los campos y las corrientes arménicas son nulos en su interior por lo que estas
iltimas solo pueden circular por su superficie.

SEsta definicién concuerda con la utilizada en los circuitos de corriente cuasi-estacionaria. En el caso general de
las guias, esto no suele ser cierto.

"Problema e-23.

8No es necesario arrastrar el factor e/“?.
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V(z) = Vie 982 4V, edB? (E.54a)

I(z) = — (Ve 9P v, edhF?) (E.54b)

, ecuaciones que son andlogas a las D.56.

E.1.5. Guia rectangular

Las guias rectangulares estdn constituidas por un dieléctrico, que normalmente es el vacio, y una
pared conductora que lo envuelve, cuya geometria transversal, como se muestra en la figura E.7, es
rectangular. En las guias estd ndar a ~ 2b.

<>

N>

y=b

x>

y=0

X=a x=0
Figura E.7: Guia rectangular

La ecuacién transversal E.31 se plantea, de forma adecuada a la geometria de este problema, en
coordenadas cartesianas

H? 2
<8x2 + ay2) X.(z,y) = =B X.(z, y) (E.55)

y puede resolverse, por ejemplo, mediante el método de separacion de variables, escribiendo
Xe(z, y) = X(2) Y(y) (E.56)
Anotando las constantes de separacién como —32 y —ﬂ;, resultan las ecuaciones separadas

d* X (z)

= —32 X (z) (E.57a)
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y la condicion de separacion

B2 =B+ B (E.58)

Las soluciones de E.55 pueden, por lo tanto, escribirse de la forma

X.(z, y) = (A1 sen Bpx + Ag cos Bpx)(B1 sen Byy + Ba cos Byy) (E.59)
donde las constantes A, B y [ deberdn ajustarse a las condiciones de contorno.

Dado que los campos derivan de las componentes longitudinales, basta con imponer a éstas las
condiciones de frontera para determinar la estructura de cada uno de los modos. A continuacién
se encuentran las condiciones de contorno para las componentes longitudinales sobre la superficie
de un conductor ideal, las cuales no se restringen a una geometria determinada de la guia, y se
determina la dependencia transversal de los modos TE y TM.

E.1.5.1. Modos TE

Para estos modos X, = H,.

Condiciones de contorno

En este caso es suficiente con exigir la anulacién sobre la superficie del conductor de la derivada
normal de H,. Esto asegura que la componente tangencial de E y la normal de H se anulan sobre
dicha superficie. La condicién de contorno para los modos TE es, por lo tanto,

H. .
<8 ) =0  Condicién de contorno TE (E.60)
ons ) g

Efectivamente, de acuerdo con la figura E.8, en la que S es la superficie del conductor y 7is la
normal a la misma,

OH, . .
<6ns )3 = (VH. - 7is)s = (ViH - i) 5

puesto que Z - 7igy = 0. Teniendo en cuenta a la definicién del potencial TE y a E.34a

it s~ (7 1) = (6 ), = 1,

donde Hy, es la componente del campo ﬁt transversal que es perpendicular a la superficie del
conductor. Luego, si se cumple la condicién E.60, H es tangencial en dicha superficie? y, por la
relacién de estructura correspondiente (E L H;), E es normal a la misma.

9, es tangencial a la superficie y, al ser Hyp = 0, H, también es tangencial.
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x>

=V

<>

N
Z
Figura E.8: Condiciones de contorno

Dependencia transversal

La condicién de contorno E.60 se concreta en

H,
a(?:c =0en z=0yz=a (E.61a)
H.
86‘y_0 en y=0yy=2> (E.61b)

De la aplicacién de estas condiciones a E.59 se deduce que A1 = 0y By = 0 y que las constantes
de separacién transversales solo pueden tomar los valores discretos

ﬂx:% K] 53/:% K] lvm:()?]-a"' (E62)

Por lo tanto, los modos forman un conjunto doblemente infinito generado por

H,, = Hy,, cos (lﬂ'f) cos (mﬂ'%) (E.63)

a

La dependencia funcional de H, excluye la posibilidad del modo | = m = 0 porque H,, = cte
y el resto de las componentes son nulas.

Las constantes de corte y de propagacion son

12 m?2

ﬂclm =T g + bT ) ﬁzlm = 62 - C2lm (E64)
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Las componentes transversales H, y H, se obtienen a partir del potencial TE E.32 y tomando
Vi = f% + ﬂ% en E.34a

H, = +Ho, (‘7 Baany (T con (12%) cos (mr) (E.65a)
Cl a a b

H,, — +Ho, (* 5% ) () cos (1x ) sen (mr ) (E.65b)
Clm

El signo (+) corresponde a las ondas incidentes (i) y el (-) a las reflejadas (r).

El campo eléctrico se obtiene por medio de la ecuacién E.34b

E., =+ZlFH, (E.66a)
E, =%Z'fH, (E.66b)

E.1.5.2. Modos TM

En este caso X, = F,.

Condiciones de contorno

Las condiciones de contorno para los modos TM se reducen a la exigencia de que se anule la
componente longitudinal del campo eléctrico

(E.)s =0  Condicién de contorno TM (E.67)

Si se cumple esta condicién, la superficie del conductor es equipotencial para ®'™ vy, como
consecuenma Et, que deriva de este potencial, es perpendicular a la superficie. Esto implica que
E = E, + E. = E, también lo es y que, dada la relacién de estructura pertinente, H es tangencial
a dicha superficie.

Dependencia transversal

En el caso de la guia rectangular, las condiciones aplicables a la superficie son

E.=0 para =0, z=a,y=0,y=0» (E.68)

de donde se deducen las mismas relaciones E.62 y E.64 para las constantes de separacion, de corte
y de propagacion longitudinal, y se obtiene para FE, la expresion

E

Zlm

= Ey,,, sen (lﬂ'g) sen (mﬂ%) ,, Lm=12-.. (E.69)

En este caso, ninguno de los indices puede igualarse a cero.
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E.1.5.3. Ordenacién de los modos. Modo T F1

Ordenacion de los modos

Como se acaba de ver, de la dependencia funcional de las componentes E, y H, en una guia
rectangular se sigue la no existencia de los modos T Fyg, T Mg y T Mo,,. Las frecuencias y longitudes
de onda de corte son, segin E.64,

v [12 m?2

Vet

. v
Clm fclm

dependen de los indices (I, m) pero no del tipo de modo. En la figura E.9 aparecen los primeros
modos no nulos ordenados por la magnitud de su frecuencia de corte '°.

ferm = by A (E.70)

f C fc01:fC20 fCll
| | !
| | |
1 2 2,24 £/
Cio
TE TEnw TEn,
TE,, TMyy

Figura E.9: Ordenacién de los modos de una guia rectangular

La frecuencia de corte inferior corresponde al modo T E1g el cual es el Modo dominante o funda-
mental. Es el que tiene la estructura més simple y de mas facil utilizacion, ya que es el tinico que se
propaga cuando se trabaja a una frecuencia superior a la primera de corte e inferior a la segunda.

Modo TEl().

Para este modo, | = 1, m = 0. Las guias rectangulares destinadas a operar con él suelen
fabricarse en series estandar, cada uno de cuyos tipos cubre una banda de frecuencia determinada:
las S, X, J, P, etc.. Asi, por ejemplo, las de la banda X, recomendadas para frecuencias entre 8.2 y
12.4 GHz, tienen unas dimensiones a = 2,286 cm y b = 1,016 cm. Si el dieléctrico, como es usual, es
aire (v = ¢), las frecuencias de corte de los dos primeros modos son

foo = 52 =656GHz , fup = - =13,1GHz (B.71)

que corresponden a las longitudes de onda de corte

Aerg =2a =4,572ecm ,, Aeyy =a=2,286cm (E.72)

1 . . ‘

9Se ha tomado a = 2b lo que hace que ciertos valores de la frecuencia de corte correspondan a més de un modo.
En la practica, a ~ 2b, por lo que las coincidencias que, como la f.;,, = fc,,, se dan para modos con indices distintos,
no son exactas.
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Como puede comprobarse, no se aprovecha todo el intervalo f.,, — f¢,, para propagar el modo
TFyo. La banda recomendada se aleja suficientemente de ambos extremos; la gufa es demasiado
dispersiva cuando la frecuencia de trabajo se acerca a la de corte del modo que se propaga y, por el
contrario, si la frecuencia de trabajo se acerca a la de corte del siguiente modo, la profundidad de
penetracion de éste puede ser excesiva.

Los pardmetros de este modo son, en general,

™ C
6010 = E ) fclo = % IB) )‘610 = 2a (E73)

1
Bzwzggx/l—:ﬁ . e C N (E.74)
Bz

5210 \/1—332

De las componentes de los campos transversales E.65 y E.66, solo H, y E, son distintas de cero.
Los campos del modo incidente tienen, pues, la forma 't

ZIE =27 (E.75)

H'! = H} cos (ﬂg) el Wi=B=2) (E.76a)
i _ i (9 i Ly i (wt—p- 2)
H. = jp.(—) Hjsen (ﬂg)e (E.76b)
T
E} = —jowuo (&) Hy ) ed (@t=p:2) E.76
= oo () Hi sen () (E.76¢)

Puede demostrarse (véase la relacién de problemas) que estos campos pueden obtenerse como
superposicion de dos ondas planas homogéneas que se reflejan en las paredes de la guia.

Si Hj se toma como real, los campos reales son

H' = H} cos (772) cos (wt — (3, 2) (E.77a)
H = -3, (%) H sen (7?2) sen (wt — 3, z) (E.77b)
E; = w Lo (%) H} sen (772) sen (wt — f; z) (E.77¢)

11Ge prescinde de los indices 1, m y se incluyen las dependencias temporal y longitudinal.
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Las componentes normales de E y las tangenciales de H generan densidades superficiales de
carga y de corriente que, de acuerdo con 3.34a y 3.35b, son

i, E = (E.78a)
€0
isNH = 7 (E.78b)

En la figura E.10 se representa a los campos y las corrientes del modo. En la figura E.10a se
muestra la amplitud de la componente H,(x, z) en un instante determinado y en un intervalo de una
longitud de onda a lo largo de la guia. Como los campos de este modo son independientes de y, esta
figura es representativa de cualquier seccién y = cte. En E.10b y E.10c se muestra a las amplitudes de
las componentes Hy(x, 2) y Ey(z, z). Por dltimo, en E.10d se dibuja esquematicamente a las lineas
de campo y de corriente en la cara lateral x = 0 y en la superior y = b. Las cargas superficiales
aparecen en las caras superior e inferior de la guia: son positivas en los puntos de origen de las
lineas de E y negativas en los finales. Las lineas de campo eléctrico son verticales y su intensidad
maxima tiene lugar en el centro, mientras que las del campo magnético se mantienen en los planos
horizontales y son, como debe ser, cerradas. Las lineas de corriente son perpendiculares a los H
tangenciales, por lo que son verticales en las caras laterales y curvas, hacia o desde el centro de las
caras, en la inferior y la superior. En estas caras, solo es recta la linea de corriente que discurre a lo
largo su eje central.

Puesto que los elementos de un circuito de microondas han de ser diseniados especificamente para
el modo en que operen, el conocimiento de esta estructura de los campos y corrientes es importante.

Componentes para circuitos T'Fqg

Un circuito de microondas estd compuesto por un conjunto de componentes activos (gener-
adores) y pasivos. La figuras E.11 y E.12 representan a algunos de los componentes pasivos mas
simples de un circuito de microondas destinado a operar con el modo T E1g, dentro de la banda
recomendada. En el comportamiento global de estos componentes juegan un papel importante los
campos del modo dominante y los de los modos en corte, especialmente aquellos cuyas frecuencias
de corte estdn mas préximas a la de trabajo. Como puede verse, la geometria de éstos componentes
no corresponde a la de una guia ideal y, en consecuencia, alrededor de las irregularidades se acu-
mula energia electromagnética que corresponde a dichos modos evanescentes y se generan ondas
propagativas reflejadas y transmitidas.

Las figuras E.11a-b representan a diversos tipos de ranura. Aquellas practicadas en la direccion
de las lineas de corriente del modo que se propaga, se califican de no radiativas porque no perturban
apreciablemente a la estructura ideal de los campos. Este tipo de ranura es 1til cuando se quiere
acceder al interior de la guia sin perturbar excesivamente a los campos. Por el contrario, las ranuras
transversales a la direccion de la corriente, las radiativas, interrumpen a dicha corriente y provocan
la acumulacion de cargas oscilantes, de distinto signo, a ambos lados la misma. La linea de dipolos
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@  Origen de las lineas de campo eléctrico

®  Fin de las lineas de campo eléctrico
Lineas de campo magnético

,,,,, Lineas de corriente

(d)

Figura E.10: Campos del modo dominante
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Ranuras
No radiativas Radiativas

(@ (b)

/3 A
T
Excitacion
Del campo eléctrico Del campo magnético

(©) (@

Atenuadores variables

(e) ()

Figura E.11: Componentes T'E1g
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Ventana inductiva Ventana capacitiva

() (b)

Ventana resonante Poste resonante
(©) (d
Z=0
Cortocircuito

Impedancia Caracteristica

© ®

Filtro para el modo TE
(2)

Figura E.12: Componentes T E1g
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asi creada radia energia y perturba apreciablemente la estructura de los campos. De esta forma se
posibilita el transvase de energia electromagnética entre el interior y el exterior de la guia.

En E.11c-d se muestran dos formas de excitar el modo dominante en la guia a través de una linea
coaxial. En el primer caso se hace uso de una pequena antena lineal, prolongaciéon del conductor
interno de la linea, en la posicién y direccién del campo eléctrico maximo: a una distancia de \/4 de
la pared inicial de la guia y de a/2 de las paredes laterales de la misma. En el segundo, una antena
de lazo excita al campo H; en condiciones andlogas a las que se acaban de describir para E,.

Las siguientes figuras E.1le-f representan a dos tipos de atenuador variable. Estdn destinados
a disipar una parte variable de la energia del modo y consisten, basicamente, en ldminas de con-
ductividad finita colocadas en posicién regulable pero tangencial al campo eléctrico de modo. La
continuidad de la componente tangencial del campo hace circular corrientes en la ldmina que disipan
energia, en tanta mas cantidad cuanto mayor es la superficie de la placa expuesta al campo eléctrico
y cuanto mayor es la amplitud de éste dltimo. En el primer caso, cuando la lamina estd proxima a la
pared lateral de la guia la atenuacién es pequena y cuando se posiciona en el centro es maxima. Si
la lamina fuera conductora ideal, el componente actuaria como un filtro que dificulta la propagacién
del modo, reflejandolo sin absorciéon de energia. En el segundo tipo, la lamina estd situada en la
posicion de campo méaximo y las distintas atenuaciones se consiguen introduciendo a la lamina en
el interior de la guia mediante un giro 6.

Los componentes representados en E.12a-b-c son elementos en los que una lamina conductora
ideal, tangencial al campo eléctrico, obstruye parcialmente a la secciéon transversal de la guia. En la
primera, la ventana inductiva, la lamina estd situada en una regién en la que predomina el campo
magnético y su comportamiento es andlogo al de una autoinduccién. En la segunda, la capacitiva,
la interaccién predominante es sobre el campo eléctrico, por lo que esta ventana es andloga a un
condensador. Por tultimo, la ventana resonante, que comparte caracteristicas con las dos anteriores,
tiene un comportamiento resonante a la frecuencia de trabajo. El poste resonante de la figura E.12d
puede comportarse como capacitivo, inductivo o resonante en funcién de la longitud del tornillo
introducida en la guia.

La figura E.12e corresponde a la seccién longitudinal de una impedancia acoplada, elemento de
gran utilidad en las configuraciones de medida en microondas. Equivale a una impedancia igual a la
impedancia caracteristica de la guia y absorbe la casi totalidad de la onda incidente. Esencialmente
consiste en una larga cunia de material cuya superficie tiene una conductividad adecuada. El campo
eléctrico es tangencial a dicha superficie, la cual genera una corriente que disipa paulatinamente a
la onda incidente. De esta forma, la onda reflejada es practicamente nula. La figura F.12f representa
al corte longitudinal de un cortocircuito, es decir, de una impedancia nula (Z= 0). Consiste en
un conductor ideal que cubre totalmente a una seccién transversal de la guia. Al ser tangencial al
campo eléctrico, anula a éste y el modo es reflejado en su totalidad.

Es interesante resaltar que estos componentes solo ejercen la funcion que de ellos se espera
cuando operan con un modo concreto, el T E1g, y dentro de la banda de frecuencias recomendada.
Asi, la ldmina conductora ideal que en E.12g aparece colocada en el plano horizontal y = b/2, es
totalmente compatible con el modo T E1g, porque su campo eléctrico es perpendicular y el magnético
tangencial a dicha ldmina, mientras que obstaculiza al T'Ey; que tiene analoga estructura de campos
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a la del modo anterior pero su campo eléctrico tiene la direccion del eje X y su campo magnético
estd contenido en los planos & = cte. Se trata, por lo tanto, de un filtro, componente de los circuitos
de la banda X, destinado a impedir la aparicién del modo T Ejy;.

E.1.6. Guia circular
E.1.7. Guia dieléctrica

La guia dieléctrica es actualmente uno de los vehiculos mas eficaces para la transmision de
informacién, especialmente una de sus variantes, la fibra éptica. Aqui se estudiaran los aspectos
fundamentales de la propagacion de ondas en este tipo de guias a través de un ejemplo sencillo: la
guia planar, la cual es un componente comun en la 6ptica integrada. Aunque su fundamento radica
en el fenémeno de la reflexion total estudiado en la seccién D.3.4, aqui se abordara el problema con
el mismo procedimiento empleado para el resto de las guias.

En la figura E.13 se muestra una seccién transversal de una guia planar simétrica. Esta consti-
tuida por una ldmina plana de dieléctrico, el Nicleo, cuya semianchura es d y cuyas constantes son
1o V €n, inmersa entre dos semiespacios infinitos, el Substrato y la Armadura, que en este caso son
idénticos y menos densos que el nicleo: sus constantes son g y €, < €. Se plantea un problema
bidimensional en el que se buscan modos que se propagan en la direccién Z y que no dependen de
la variable y (% —0).

N
X
Armadura d “o’ €,
K. >E, A
Niicleo 0 z
d .
Substrato H &,

Figura E.13: Guia dieléctrica simétrica

Como en ocasiones anteriores, la componente longitudinal del campo que se propaga en el sentido
positivo del eje Z, para cualquiera de las polarizaciones TE o T'M y, en cualquiera de los tres medios,
puede escribirse de la forma

X.(x, 2, t) = Xyy(x) e?@t5:2) (E.79)

donde X,;(x) es la funcién transversal. Esta componente es tangencial a las superficies que separan
a los distintos medios, por lo que debe ser continua para cualesquiera ¢t y z, lo que exige que la
frecuencia w y la constante de propagacién longitudinal 3, tomen los mismos valores en todos ellos.

X,i(x) juega el papel de potencial de Debye y es, por lo tanto, solucién de la ecuacién E.31
d2

3 X.i(x) = =32 X.i(z) (E.80)
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En este caso, 8. no tiene el sentido de constante de corte que posée en las guias metalicas, pero
sigue cumpliendo relaciones de dispersion del tipo de E.7.

Para que la onda se propague sin atenuacién, w y 3, deben ser reales y, como ya se ha establecido,
toman los mismos valores en los tres medios. No ocurre lo mismo con 3y (.. La primera toma los
valores reales pero distintos

On = w /o €n ,, nucleo
p— (E.81)
Ba =w/l0Eq ,, armadura y substrato

B, puede tomar valores imaginarios '?. Para modos guiados, que estén confinados en el entorno
del nicleo, es conveniente escribir

k% ., mnucleo

G2 — (E.82)
—v? |, armadura y substrato

con K y v reales y positivos. Con esta notacién, las relaciones de dipersién se expresan de la forma
%2 =32 —k? ,, nicleo

B =8 —p - (E.83)
B2 =p32+1v? |, armadura y substrato

De la igualdad de 3, en todos los medios se deducen dos propiedades fundamentales de estas
guias:

BE=p2-k2=02+12 = B.<B.<P (E.84)
Si k y v son reales y positivos, la constante de propagacién longitudinal §, tiene por cota superior
a [, y por cota inferior a 3,. Esto significa, en primer lugar, que ¢, < €,, lo que confirma que el
ntcleo debe ser méas denso que los medios exteriores por lo que la onda se confina por reflexién total,
desde el primero, en las superficies de separacién con los segundos. En segundo lugar, puesto que
las condiciones de frontera haran que el espectro de las k, v y 3, sea discreto para una frecuencia
dada, a dicha frecuencia solo podra propagarse un nimero finito de modos, propiedad que esta guia
comparte con las que anteriormente se han estudiado.

Si se concreta este desarrollo para los modos TE, la soluciéon de la componente longitudinal se
expresara, de forma general, como

Ce 7% , x>d armadura,
H,(z) =< Asen(kz)+ Bcos(kx) , —d<z<d nicleo (E.85)
Dev?® , x < —d substrato

12Gj a S, se le da un valor complejo, 3. toma también un valor complejo, puesto que debe cumplir la relacién de
dispersién, y 3 es real. La onda resultante se atenta en la direccién de propagacién. Este tipo de modos se denominan
radiativos o ”leakyT son necesarios para completar la base de las posibles soluciones pero, en lo que sigue, no seran
tenidos en cuenta.
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En el substrato y en la armadura, si v es real, la solucién general es una combinacion de exponenciales
reales. En el primero dicha solucién debe ser acotada para x — —oo por lo que solo se puede
considerar la contribucién del exponencial positivo. En la segunda, la convergencia debe tener lugar
cuando x — oo, por lo que se toma la solucién exponencial negativa. A, B, C'y D son constantes,
tres de las cuales se determinaran en funcién de una de ellas mediante el uso de las condiciones
de contorno. Para cumplimentar a estas ultimas, solo es necesario exigir la continuidad de las
componentes tangenciales de E y H en los planos x = =4d, pues, de esta manera, como puede
comprobarse, se asegura la continuidad de las componentes de los campos normales a dichos planos
(By enel caso TE y D, en el caso TM).

Dada la simetria del problema, es conveniente considerar por separado a los modos Pares, en
los cuales B = 0, y a los modos impares (A = 0) 3. Imponiendo la continuidad de H, en x = +d
para los modos pares, se tiene que

Asen(kd)e v @E=4 x>d armadura
H.(z) =< Asen(kz) , —d<x<d nicleo (E.86)
—Asen(kd)e’@td) |z < _d  substrato

La componente transversal del campo magnético se obtiene a partir del potencial ®7 definido

en E.32
J % H, , armadura y substrato

Tl — (E.87)

—j %HZ , nucleo

mediante el gradiente transversal E.34a

- 0 _rg
H=2_—o
Ay
luego
—j %z Asen(kd) e~V (z—d) , x>d armadura
Ho(w) = { —jZAcos(nw) , —d<w<d nicleo (E.88)
—j % Asen(kd)e”@+d) |z < —d  substrato

El campo eléctrico se obtiene de la componente transversal del magnético segiin E.34b, resul-
tando

. R w
ETE— _7TBpg 5 . 7TF = Ho
B
y

131,a paridad aludida en estas definiciones se refiere a las componentes transversales. La de las longitudinales es
precisamente la contraria.



e-30 APENDICE E. APENDICE II DEL CAPITULO 4

Y0 A sen(rd)e V@D x>d armadura
Ey(z) = “L0 A cos(k x) , —d <z <d nicleo (E.89)
“0 Asen(kd)e @) |z < —d  substrato

Como puede comprobarse, la simetria de las componentes transversales es, efectivamente, par.

Pero el problema no estd completamente resuelto puesto que, como ya se ha comentado, no
todos los valores de k, v y 3, son compatibles con las condiciones de contorno impuestas: ademas
de la continuidad de H, hay que asegurarse de que F, también lo es.

Dada la simetria de la guia, basta con exigir la continuidad de F, en una de las superficies
x = +d. Esto conduce a la condicion

%cos(/{ d) = %sen(/{ d) = b=atg(a) (E.90)

o Ecuacion caracteristica de los modos pares, donde se ha utilizado la notacion a = xkd y b = v d.

Procediendo de forma andloga para los modos pares se obtiene la ecuacién caracteristica de los
modos impares

b= —acotg(a) (E.91)

Por otra parte, de E.84 se deduce que
a® +b? = R? (E.92)

donde

R=wd+/1o(en —€q) (E.93)

es el radio de un circulo en el plano ab.

Para encontrar los valores posibles de a y de b se ha de resolver un sistema de ecuaciones
transcendente: E.92 y E.90 para los modos pares y E.92 y E.91 para los impares. Esto solo es
posible hacerlo de forma grafica o numérica, como se indica en la figura E.14. En la parte superior
de la gréfica se superponen, en el plano ab, las ecuaciones caracteristicas de los modos pares e impares
y se determinan las intersecciones con el circulo de radio R. En la parte inferior se representa a la
parte negativa de la funcion

fla) =atg(a) —b=atg(a) — vV R? — a? (E.94)

, correspondiente a los modos pares, y se marcan sus ceros (éstos pueden obtenerse numéricamente
mediante cualquier rutina de extraccién de raices).

Por cualquiera de estos procedimientos se obtienen las parejas de valores posibles (am,, bim) v,
haciendo uso de la relaciéon E.84, las (., (m = 0, 1,---) correspondientes a los modos pares e
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impares. Como se desprende de la grafica superior, el nimero de modos que se puede propagar a
una frecuencia determinada, es finito (cinco, de 0 a 4 en el ejemplo grafico). El nimero maximo de
modos que pueden propagarse viene dado por la condicion

1
mom< R (E.95)
como puede verse en la figura, dado que las curvas b = atg(a) y b = —acotg(a) cortan al eje a en

los puntos a = m % 7. De esta condicién y de E.93 se deduce la Frecuencia de corte, por debajo de
la cual no se propaga un determinado modo de indice m, es

W, = mr (E.96)
2d \/po(en — €4)

Los modos T'M tienen por componentes a F., E; y H, y su andlisis es paralelo al anterior. Las
ecuaciones caracteristicas son, en este caso

€ €
b= —""atg(a), modos pares , b= ——"acotg(a) , modos impares (E.97)

En €n

b=atga  — Irg, TElf

b=-actg a B

: JE_-

5 3

g,
2.5 R

2 1 3n/2 2ml 512
2z 6 8

-2.5

f=atga-b

Figura E.14: Modos de un guia dieléctrica simétrica: Determinacion de las constantes.

E.1.8. Transmision de potencia. Funciones tension e intensidad

Transmisién de potencia

En una guia ideal, la potencia transportada a lo largo de la misma, en la direccién +Z, se obtiene
integrando al vector de Poynting a través de la superficie transversal, en el dieléctrico, con ds = Z ds.
Asi, el valor medio de dicha potencia es
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x/d

-3 = (a)
x/d

5 —=(b)

~-nucleo -~

Figura E.15: Modos pares :(a) Componente H. (b) Componente E,.
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1 . 1 S o
(P) = 5 Re [ S d§] =5 Re [ E,ANH - d§] (E.98)
St St

donde solo la componente longitudinal S’E contribuye a la integral. Para un modo determinado de
impedancia Z™ (E.36, E.40 o E.44)

R 1 S . L .
§2 = EH =50 ( teIPe7 L BT 3P 7) (B eI — B e7IP:7)

1 . . ) ) . .
= o (B = B[] — B B e /7% + Bj By e?7% %) (E.99a)
(a)

En el caso de los modos propagativos, ZM = ZM* es real y (a), que es la diferencia de un niimero
complejo y su conjugado, imaginario puro. Introduciendo este desarrollo en E.98 y hallando la parte
real se tiene que

(P) =(P;) — (P:) (E.100)
donde
1 L e
(F) = 5 8 E; NHY - d5 = o5 8 |E}|* ds (E.101a)
(Pr) = 1 E*Aﬁ**-dgzl/ |ET|? ds (E.101D)
r 9 s, t t 22M S, t .

Para un modo evanescente, incidente o reflejado, ZM y 3, son imaginarias puras y la potencia
media transmitida es nula.

Luego, en las guias ideales, la potencia media es transportada independientemente por la onda
incidente y la reflejada 4, siendo la potencia (P) transmitida en la direccién +Z la diferencia entre
las transportadas por estas dos ondas.

La potencia transportada por las lineas ideales puede expresarse en funcién de las tensiones
e intensidades definidas en E.1.4 para el modo TEM. En la figura E.16 se presenta a la seccién
transversal de una linea, constituida por un dieléctrico y dos conductores ideales A y B (el ra-
zonamiento puede generalizarse a lineas multiconductoras), y se dibujan las curvas coordenadas
ge = cte y qp = cte de un determinado sistema de coordenadas. En la curva L,, g, = cte: comienza
en el conductor A y termina en el B. La L; circunda a los conductores y en ella g, = cte. Los

14Esto no es cierto en las guias con pérdidas. En este caso, también transportan energia los modos evanescentes.
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sentidos de recorrido han sido elegidos de forma que €, A €, tenga la direccién y el sentido de z 15,
con lo que

ds = dl, Adly = dl, e, A dly e

Figura E.16: Linea bifilar

Con objeto de calcular la potencia incidente, el producto escalar

E! ANHP - ds= (B} AHP) - (dly A dl)

se desarrolla mediante el uso de las reglas de los productos vectoriales mixto y triple. Sustituyendo
el resultado en E.101a

1 O N | R
<B>=/ < Hg*-dz,,> E;-dza—/ (74 Eg.dzb> qi - di,
2 Je, \Js, 2 Jea \Jz,
~—_——
(a) (b)

Como L es un camino cerrado y E; un campo de tipo electrostatico, la integral (b) se anula. La
integral (a) circunda negativamente al conductor A y en sentido positivo al B, por lo que (a) = I}
es una constante y puede sacarse de la integral sobre £,. De acuerdo con la definicién E.50,

151,05 vectores coordenados € se toman unitarios, pero no necesariamente ortogonales.
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1 1

(F) = gReVil[]=5Vi[] (E.102a)
1 *

(Br) = Wl (E.102b)

Funciones tension e intensidad

También pueden definirse funciones tensién e intensidad para modos no T EM, tanto incidentes
como reflejados, aunque de forma no tan directa como la utilizada con el TEM, [Atwater| y [Collin].
Estas definiciones permiten extender la utilidad de las ecuaciones de propagacién E.54 y las de la
potencia E.102 para dichos modos. Para ello, es interesante resaltar que todas las componentes de
un modo derivan de una sola, la longitudinal, y que, debido a las relaciones de estructura, Et y ﬁt
tienen la misma dependencia funcional de las variables transversales (sen(m %) para el modo T'E1q)
y la relacién dimensional entre ellos es la misma que entre V e I: [E/H] = [V/I] = [Z]. Pueden
tomarse las amplitudes, normalizadas mediante constantes adecuadas, como funciones de tensién
e intensidad y es conveniente elegir a dichas constantes de forma que se cumplan las expresiones
E.102. Si se cumple E.102a, debe cumplirse, segin E.101a,

1 o 1
P)=—+ [ |E/*ds= = Re[V;I}
(P) = sy | IEifds = ; RelVily

Si, se define la Impedancia caracteristica del modo en la guia, por analogia con E.52, de forma
que cumpla la relacion

v,
=_r E.1
. (E.103)

1 1
Ze . 2 . 2
Vi = <ZM /S E§\2d3> = </$ |E§]2ds> (E.104)
t t

Al escribir la dltima igualdad, se ha optado por asignar a la impedancia caracteristica el valor
de la del modo

z,=7M (E.105)

Esta no es la tnica posibilidad. Suele también definirse Z. = 1, con lo que se obtienen las
tensiones e intensidades "normalizadast, ademds, como puede comprobarse, la definicién de la im-
pedancia caracteristica de las lineas que se ha propuesto en E.52 no coicide con ninguna de las
anteriores.

De esta forma queda definido |V;| y, segin E.103, |I;|. Queda por definir la fase de la tensién y la
de la intensidad. Puesto que los modos son linealmente polarizados, las componentes de E* tienen
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la misma fase ppg, y las de H la ¢m,. Por otra parte, de acuerdo con las relaciones de estructura
de las componentes transversales y con E.103

Ef Vi
= === = YzM = YE, — YH;, = YV, — @I,

M — —t _
H I

por lo que pueden definirse las fases de la tensién y la intensidad de la forma '

Definidas, de una u otra forma, la tensién y la intensidad de los modos incidente y reflejado, las
ecuaciones que describen la evolucion de estas funciones a lo largo de una guia ideal son analogas a
las correspondientes de las lineas de transmisién E.54

Vi) = Vie 822 Ly b=z (E.107a)

1 . ,
I(z) = z (Vie 3822 _ v, e38: ) (E.107Db)

por lo que, dentro de este formalismo, todos los modos pueden ser tratados individualmente de igual
forma.

E.1.9. Pérdidas en las guias

Cuando las pérdidas debidas a la conductividad finita de las paredes de una guia, o al caracter
dispersivo de su medio interno, son grandes, la estructura de modos se ve fuertemente modificada
y el andlisis de la propagacién se complica considerablemente. Pero, en la practica, dentro de la
banda de frecuencias recomendada, dichas pérdidas son muy pequenas y su efecto puede ser tenido
en cuenta considerandolo como una perturbaciéon de pequena magnitud de la estructura ideal de los
modos. En general, las guias de pared metalica estan vacias, llenas de aire, y sus pérdidas se deben
fundamentalmente a la absorcién de energia en las paredes. A continuacién se analiza este ltimo
caso.

Considérese una onda incidente en la guia, que se propaga en el sentido positivo del eje Z, y
sea (P7) la potencia media que disipa por unidad de longitud de guia y (P) la potencia media que
transmite a través de la seccién transversal de la misma. El principio de conservacién de la energia
exige que
d(P)
Py =—-—7L E.108
(Pl = - (E.108)

Si se supone que las pérdidas de potencia en la pared son proporcionales a la que se transmite
a lo largo de la guia

16En las guias ideales, YH, = PYE; = PI, = PYV;.
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d(P)
dz

donde a,, es la constante de atenuacion de la energia.

(P) = aw (P) =

= —au (P)

La solucién de esta tltima ecuacién es

(P) = (P)oe "~

lo que significa que el valor medio de la potencia transmitida a través de una seccién transversal
S; en el punto z se atentia exponencialmente al avanzar a lo largo de la guia. Puesto que la energia
tiene una constante de atenuacion doble a la correspondiente a las amplitudes de los campos,

(E.109)

Para el calculo de «,, la constante de atenuacién de la amplitud, es conveniente expresar ambas
potencias en funciéon del campo magnético.

De acuerdo con D.50, la potencia disipada en una superficie metélica S’, cuyo radio de curvatura
sea grande comparado con la profundidad de penetracién pelicular, es

Figura E.17: Segmento de guia

1 .
(Pu) = 5 Ry |Hp|? ds’ (E.110)
S/

por lo que la potencia disipada por unidad de longitud puede calcularse, véase la figura E.17, como

11 . 1 .
P = lim = -— R, Hy|? ~ = R, H|? E.111
(i) = Jim 5 3R [ (Trfaa: 2R;§r 2l (E.111)



e-38 APENDICE E. APENDICE II DEL CAPITULO 4

Para escribir la ultima aproximacion se ha tenido en cuenta que la componente normal del campo
magnético es muy pequena, puesto que la pared se comporta como un buen conductor. De acuerdo
con ésto, introduciendo la expresién de (P) dada en E.101a

1 Lo 1 -
(Py== | E,NH; ds=-2ZM [ |H/*ds (E.112)
2 Js, 2 s,
con lo que
1 R, ¢ |HP?dl

Ay = 5 a7 =
27 fSt |H, |2 ds

(E.113)

Es interesante investigar la dependencia de la constante de atenuacion con respecto a la frecuen-
cia. De D.50 se deduce que Rs ~ f2 y, si se define a la frecuencia normalizada como f, = -, de
(&

E.44 que ZTEM — cte, de E.35 que ZTF ~ \/%, de E.39 que Z™ ~ 7”?5:1 Por otra parte, la

integral sobre L puede descomponerse en dos si se tiene en cuenta que

|H? = |Hr[* = |H + |H.|?

y que, de acuerdo con E.32, ®TF ~ 3, H,

. 1 - 1 -
H,|? ~ —|H* ~ Hy|?
Sustituyendo en E.113 las dependencias funcionales para cada tipo de modo, se tiene que'”
1
Qzrpn = Cy fz2 (E.114a)
(a)
3/2 f—%
Qoppy = Oy ————= +C3 —— (E.114b)

VR VR
(0) (c)

3/2
Qo = Oy —— (E.114c)

donde las C son independientes de la frecuencia.

En la figura E.18 se muestran los distintos términos que aparecen en las ecuaciones anteriores,
en funcién de la frecuencia. El (a) correspondiente a las lineas de transmisién operando en el modo
TEM crece con la frecuencia!®. El (b), comiin a los modos TE y TM, tiene un minimo para
fn = /3, mientras que el (c), que solo aparece en los modos TFE, decrece monétonamente con
la frecuencia. En la figura E.19 se representa la dependencia de la constante de atenuacién, en
Nepers - m™!, para gufas de la banda X con pared de cobre. Como puede verse, el modo T'E1q es
el que menos pérdidas presenta dentro de un amplio margen de frecuencias.

17 : —
18aZTEM no se normaliza porque fe;..,, = 0.
En este caso, la contribucion del dieléctrico suele ser més importante que la de las paredes.
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Figura E.18: Contribuciones a las pérdidas

a (Nepers/m)
0. 045
0.04f TE
0.035
0.03

0.025
0.02

0.015

101,20 30 40 50
/f )\\f f (GHz)

Co1 szo Cuy

—

1o

Figura E.19: Pérdidas en las paredes de una guia



e-40 APENDICE E. APENDICE II DEL CAPITULO 4

E.1.10. El segmento de guia como componente de parametros distribuidos

Circuito equivalente

En el uso normal de las guias no es necesario el conocimiento detallado de la estructura de
los campos: es suficiente con el uso de las ecuaciones de propagacién E.107 y con modelar a los
componentes como circuitos de parametros distribuidos o localizados.

) + Vs(2) -

”}(?}’>WVW i@z+h
@ i2) @

N RAz LAz .
v(2) :: v(z +.

) GAz CAz )
@ @

z z+Az

Figura E.20: Circuito equivalente

Puede comprobarse que una guia, incluidas las posibles pérdidas en las paredes y en el dieléctrico,
se comportan de forma analoga al circuito de parametros distribuidos de la figura E.20 en la que se
representa al circuito equivalente de un pequeno segmento de guia de longitud Az < A, . B R es
la Resistencia equivalente por unidad de longitud de la gufa y representa, principalmente??, a las
pérdidas a lo largo de una longitud unidad de la pared. G es la Conductancia equivalente por unidad
de longitud de la guia y representa a las pérdidas debidas a los flujos de corriente, de conduccién
y de desplazamiento, transversales a la guia. De igual forma, £ es la Autoinduccion equivalente y C
la Capacidad equivalente por unidad de longitud de la guia.

Los parametros equivalentes son, en general, funcién de la frecuencia. Esta circunstancia hace que
el tratamiento del circuito equivalente en el dominio del tiempo solo sea relativamente sencillo en el
supuesto de que, dentro del ancho de banda de trabajo, dichos parametros puedan ser considerados
como constantes. Este suele ser el caso de las lineas de transmisién cuando se propaga por ellas el
modo TEM.

Ecuaciones en el dominio del tiempo

Sean v(z, t) e i(z, t) la tensién y la intensidad en el dominio del tiempo. Sus valores en z + Az,
es decir, en la puerta (2 — 2'), son

v(z+ Az, t) ~v(z, t) + aav(z, t)Az ,, i(z+ Az, t) ~i(z, t)+ 88 i(z, t) Az
z z

Y).,.; es la minima longitud de onda de la banda de frecuencias utilizada.
20F] dieléctrico puede también contribuir a estas pérdidas.
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Si se aplican las leyes de Kirchhoff a la rama serie (1’ — 2'), resulta que

vs(z,t) = wv(z,t) —v(z+ Az t) ~

12

0 0 . .
—Az 5, v(z, t) = Az(R+ Ea) i(z, t)

Haciéndolo con la rama paralelo (2’ — 2), el resultado es

ip(z,t) = i(z, t) —i(z+ Az, t) ~

1

0 . B 0
—Az EYs iz, t) = Az (G + C%) v(z, t)

Dividiendo por Az a las ecuaciones anteriores se obtienen las de v e i en el dominio del tiempo 2!

0 AN

P v(z, t) = —(R+ E%)Z(Z’ t) (E.117a)
J . 0

d Z(Z, t) - _(g +Cat)v(z7 t) (E117b)

Las ecuaciones de onda correspondientes, Fcuaciones del telegrafista, resultan de la eliminacion
de una de las variables dependientes de la ecuacién anterior

? 0?2 0 v(z, t)
_ - _ - _ A = E.11

<6 22 £e ot? (RC+6L) ot RQ) { i(z, t) } 0 ( 8)
Ecuaciones en el dominio de la frecuencia

La ecuaciones en el dominio de la frecuencia pueden obtenerse transformando por Fourier a las
anteriores o aplicando las leyes de Kirchhoff al circuito equivalente

% Viz)==-21(2) ,, Z=R+jwLl (E.119a)
%I(z):—yV(z) y, Y=G+jwC (E.119b)

21Las ecuaciones en el dominio del tiempo solo tienen la forma simple que se presenta en las ecuaciones anteriores
en el caso de las lineas de transmisiéon puesto que en las guias, que son esencialmente dispersivas, los parametros
equivalentes deberfan expresarse como integrales de convolucién o, en el dominio de la frecuencia, como funciones de
ésta.
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Z es la Impedancia equivalente e ) la Admitancia equivalente por unidad de longitud de la guia.
R, G, Ly C pueden ser funcién de la frecuencia. De estas ecuaciones se deducen las de onda

d? 1% .
<dz2_7§> { I(iZ) }:0 b BEVE L, = +ib (E.120)

7. es la constante de propagacién compleja del modo en la guia.

Hallando la solucién general para V e I y sustituyendo en E.119 se obtienen las ecuaciones

V(z) = Vie #*4+V,e"=* (E.121a)

1
I(z) = 5 (Vie " = Vie?%) (E.121b)

donde la impedancia caracteristica viene dada por

Z
zZ,=,/2 E.122
3 (E.122)

Se comprueba que, efectivamente, el circuito equivalente propuesto modela correctamente a la
propagacion guiada del modo M.

Aproximacion de pérdidas pequenas

Las gufas se fabrican de forma que, dentro de la banda recomendada de frecuencias, los dieléctri-
cos y conductores sean buenos y las pérdidas pequenas. Se puede definir esta aproximacion mediante
la condicion de que las partes reales de la impedancia y la admitancia equivalentes sean mucho mas
pequenas que las imaginarias:

G
1 = = 1 E.123
<1, y=—7%< ( )

Escribiendo la constante de propagacion E.120 en funcién de z e y

v=kV@+ )y +35) ., k=wVLC

y aproximando hasta el segundo orden de las magnitudes pequenas,

azzg(x+y):% (R\/E—i—g\/?) (E.124a)



E.1. PROPAGACION GUIADA e-43

1/(R G\
1+8<w£_wc>] (E.124D)

Como puede verse, a, < (3, lo que permite despreciar los efectos de atenuacién en la mayoria de
los casos. No obstante, cuando las gufas son muy largas, se emplean para frecuencias relativamente
altas, transportan una potencia elevada, o constituyen elementos resonantes, el papel de dichas
pérdidas es importante y ha de ser tenido en cuenta. Como ya se ha visto, en el caso de los modos
TE y TM, la constante de propagacién es inherentemente dispersiva por lo que los pardmetros
equivalentes son, a su vez, funciéon de la frecuencia de operacion.

ﬂzzk‘[1+%(x—y)2]:w\/§

En el caso de las lineas de transmisién, trabajando con el modo TEM, los parametros equivalentes
pueden en general tomarse como independientes de la frecuencia, con lo que su estudio es méas simple.
Como puede verse, en la aproximaciéon de segundo orden, «, es independiente de la frecuencia por
lo que todas las componentes arménicas, en un grupo de ondas, se ateniian en la misma proporcion.
La velocidad de fase v, = w/(3, también es independiente de la frecuencia hasta el primer orden.
Puede lograrse que la linea se comporte como no dispersiva, hasta la aproximacion de segundo
orden, procurando que x ~ y 2.

En la mayoria de los casos practicos, pueden despreciarse los pardmetros equivalentes disipativos
R y G y tratar a la guia como ideal.

E.1.10.1. La guia ideal

Ecuaciones en el dominio del tiempo

En el caso particular de las guias ideales, las ecuaciones E.117 se reducen a

0 0 .

% 'U(Z7 t) = —£ a’l(z, t) (E125a)
0 . 0

%Z(Z, t) = —C a ’U(Z, t) (E125b)

y las ecuaciones de onda a

0? 1 02 v(z, t) 1
_ -2 N =0 ,, = E.126
<8z2 V2 8t2> { i(z, t) } V== e ( )
Como ya se ha apuntado, estas ecuaciones solo son facilmente utilizables, en el dominio del
tiempo, cuando el modo es el TEM. En este caso, identificando v, con E.41,

292 . .. I <2 . .

Esto se consigue normalmente por el procedimiento de ” pupinizacién” (del nombre de su inventor) que consiste en
aumentar artificialmente la autoinduccién por unidad de longitud de la linea incorporando periédicamente cuentas de
ferrita a lo largo de la misma.
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1 1
- VEE  VLC
lo que puede también confirmarse calculando la capacidad y la autoinduccion por unidad de longitud
de la linea coaxial (véase la relacién de problemas).

(E.127)

(%

La solucién de esta ecuacién es andloga a la obtenida para las ondas planas homogéneas en
el capitulo cuarto: es la superposiciéon de dos ondas, de forma arbitraria, que viajan en sentidos
contrarios, més unos términos constantes Vo e In?3. Si se exige el cumplimiento de las ecuaciones
de partida E.125

v(z, t) =vi(z —vt)+ o (z4+v.t) + Vo (E.128a)

i(20 1) = — Tz — 02 t) — v (2 + 0 )] + Io (E.128D)

C
R, es la resistencia caracteristica de la linea ideal; coincide en valor con la impedancia carac-

teristica pero el apelativo de impedancia carece de sentido en el dominio del tiempo.

Ecuaciones en el dominio de la frecuencia

En el dominio de la frecuencia, estas ecuaciones toman la forma

% V(z) = —jw L I(2) (E.129a)
d .
P I(z) = —jwCV(2) (E.129D)

(£) [V v 130

La solucién E.121 es ahora

Viz) = Vie B2 Ly ¢iB:2 (E.131a)

1 ) ,
I(z) = g(V;e*]ﬁzz—VreJﬂzz) (E.131b)

C

23Estos términos fueron ignorados en el caso de las ondas pero se incluyen aqui porque son significativos para las
lineas.
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que coincide con E.54. La impedancia caracteristica es real

Z, = (E.132)

NS

Si se identifica a 2. con la ZM del modo en la gufa y su velocidad de fase v, con la de E.130,
pueden determinarse la capacidad y la autoinducciéon equivalentes, por unidad de longitud, para
cualquiera de los modos TE, TM o TEM (véase la relacién de problemas).

Un problema basico. Impedancia y coeficiente de reflexion

En la figura E.21 se muestra el esquema de un problema bésico de gufas de onda ?%. El segmento
de la guia se situa entre las coordenadas z = 0, donde se encuentra la puerta de entrada, o del gener-
ador, y la z = L, que corresponde a la puerta de salida o de carga. En la practica se prefiere utilizar
la coordenada £ = L — z referida al extremo de carga. Se supone que L es lo suficientemente grande
como para que los modos evanescentes que se puedan generar en las discontinuidades existentes en
uno de los extremos no lleguen con amplitud apreciable hasta el otro extremo. El efecto de dichos
modos evanescentes se supone englobado en las impedancias Z, la de salida del generador, y Z,
la de carga de la gufa. El thevenin [Garcia Olmedo] desde el interior de la guia hacia afuera de la
puerta de carga (2 —2') se supone que es la impedancia pasiva Zr,, mientras que el correspondiente
al exterior de la puerta del generador (1 — 1’) se supone equivalente a una fuerza electromotriz V,
con impedancia de salida Z.. De esta forma, como en la guia indefinida cuando trabaja en modo
fundamental , solo es necesario considerar la propagacion de este modo y, conocidos los pardmetros
de los thevenin del generador y de la carga, el problema queda completamente especificado.

1(z=0) 1" 20 1(z=L)
Ve Ze V(z=0) Z, V(z=L) z
1 2
z=0 z=L
=L i=L-z &0

Figura E.21: Problema basico

Las ecuaciones de propagacion E.131 toman la forma

V(f) _ Vl ejﬁzf Ty e_jﬁz€ (E133a)

24El segmento de la gufa se representa simbdlicamente, como un circuito de dos puertas, por dos conductores, el
(1" — 2') que sirve de referencia positiva, y el (1 — 2) que lo hace de referencia negativa, de acuerdo con el circuito
equivalente de la figura E.20.
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1 .
1) = ?(Vlejﬁzé_vTe*Jﬁzf) (E.133b)

donde

Vi=Vie 8L yr =y, eifL

Hay dos incégnitas, las amplitudes de las ondas de tension, incidente y reflejada, y dos condiciones
independientes, en cada uno de los extremos de la guia, que determinan al problema de forma
univoca.

Estas ecuaciones pueden expresarse también en funcién del Coeficiente de reflexion de la tension
en un punto de la guia, definido como la relacién entre las amplitudes de las ondas de tensién,
reflejada e incidente, en dicho punto ?°

p(&) = % e B8 = |p(€)] 79O = pp e W P8 = |pp | Il —28:8) (E.134)

donde |p(&)| es el médulo del coeficiente de reflexion, ¢(€) su fase y

vr .
p = 7 = P(E = 0) = |pg] e (E.135)

el coeficiente de reflexién en el extremo de carga, de médulo |pr| v fase ¢r. De estas dos tltimas
expresiones se deduce que el coeficiente de reflexion, a lo largo de una gufa ideal, tiene un mddulo
constante, igual a |pr|, y una fase variable ¢ = ¢ — 2, &.

De acuerdo con esto

V(§) = VielP%E 14 p(9)] (E.136a)

1) = 5 Vel p(e)] (.136b)

C

Si se define a la Impedancia en un punto de la guia como la relacién, en dicho punto, entre la
tension y la intensidad, el coeficiente de reflexién puede expresarse en funcion de ésta, por lo que
dichos parametros son equivalentes. Efectivamente, dividiendo E.136a por E.136b se obtiene

2(5)5@23 14 p(§)

I(§) " 1-p(&)

Haciendo £ = 0 en E.137 se obtiene la relacion entre la impedancia y el coeficiente de reflexién
en la carga.

ple) = 21l —=¢ (E137)

250bsérvese que el coeficiente de reflexién de la intensidad es el de la tensién cambiado de signo.
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1+ pL Zr — 2
L c 1— oL PL ZL + Zc ( )
De E.133, E.135 y E.138, se deduce que
Z | 2.t

- Zc"‘jZLtg(ﬁz f)

Esta expresién permite ”trasladar.? la impedancia de carga hasta cualquier punto de la guia
(hallar la impedancia de la guia en £ en funcién de Zp). Es interesante considerar los casos mas
significativos, como son Z; = Z., guia perfectamente acoplada, Z; = 0, guia cortocircuitada y
Z1, = 00, guia abierta.

- En la Guia perfectamente acoplada (adaptada)

Zr=Z, = pL=0 = V' =0, Z(¢) =2 (E.140)

En este caso, la onda incidente es absorbida completamente por la impedancia de carga y no se
produce onda reflejada. Puesto que solo existe onda incidente, la impedancia a lo largo de la guia
es invariable e igual a la impedancia caracteristica.

- En la Guia cortocircuitada

_ _ Vi=-Vi = V(E=0)=
v la impedancia a lo largo de la guia

es imaginaria pura, lo que se debe al hecho de que la guia es ideal, no disipa energia, y la impedancia
del cortocircuito (Z = 0) tampoco. Dicha impedancia se dice que es una Impedancia inductiva si
X > 0, una Impedancia capacitiva cuando X < 0 y una Impedancia resonante cuando X = 0. Dado
que |pr| =1, la onda en la guia es completamente estacionaria.

- El caso de la Guia en circuito abierto 25 es similar al anterior:

Vi =Vvi

Zp =00 = pr=1 = {IT:—Iz

=
- (E.143)

y la impedancia es

26E] circuito abierto no puede lograrse seccionando la guia y dejando abierto su extremo, en comunicacién directa
con el espacio libre. La longitud de la onda es comparable con la dimensién de la abertura creada, por lo que a través
de ésta se radia una cantidad significativa de energia y Z1 # oo. Una forma de implementarlo es por medio de una
linea en cortocircuito de longitud £ = %.
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- Z.
Z¢)=3X ,, X=—— (E.144)

’ tg (8- )
Segun se desprende de lo anterior, el conocimiento de la impedancia de carga Z; determina al
coeficiente de reflexién, del que se deduce la amplitud de la onda reflejada en funcién de la incidente.
Las condiciones impuestas en la puerta de entrada permiten determinar V* en funcién de V. y Z..

Medidas basicas en guias. Razén de onda estacionaria

Las medidas basicas en las guias son aquellas que conducen a la determinacién del coeficiente
de reflexion y, en consecuencia, de la impedancia a lo largo de la gufa. En primer lugar es necesario
determinar A, () y, puesto que el coeficiente de reflexién en ¢ difiere de py, solo en el factor de
fase 727 8-€ basta con medir el médulo lpL| v la fase ¢, de dicho coeficiente en la puerta de carga.

El médulo |pz| se determina mediante la medida de la Razén de onda estacionaria %7, la cual
se define como la razdén entre los valores maximo y minimo del médulo de la tension a lo largo de
la linea

g = V(©)lmar (E.145)

Puede comprobarse que el médulo de la tensién toma sus valores maximos (minimos) en los
puntos donde ocurren los minimos (maximos) de intensidad y que en dichos puntos la impedancia
es real y méxima (minima). En primer lugar, es facil de verificar que, puesto que co > |Z| > 0,
1> |pr| = |p| > 0. Por otra parte, dado que |e7%¢| = 1, los médulos de la tensién y de la intensidad
son

\
Im

S~

; ' Re
1-|p| 1 1+l

Figura E.22: Extremos de la tensién

VOI=VIHL+p©} = [V {1+ ]pr|e/ 7258 (E.146a)

27Se suele también anotar por VSWR (Voltage Standing-Wave Ratio).
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I¢)| = 2w - pr|e?Pr=268:9) E.146b
zZ

Los médulos de la tensién e intensidad, véase la figura E.22, son maximos en aquellos puntos
donde 1+ p y 1 — p toman, respectivamente, el valor méximo 1+ |pz| y son minimos en aquellos
para los cuales 1 + p y 1 — p toman el valor minimo 1 — |pz|, es decir, los méximos de tensién y los
minimos de intensidad tienen lugar en los puntos &4, tales que

oL — 202 §maz = 2mm (E147)
Los minimos de tensiéon y maximos de intensidad tienen lugar en los puntos &, tales que

oL = 205 &min = E(2m + 1) 7w (E.148)

La longitud de onda en la guia se mide convenientemente teniendo en cuenta que la distancia
entre dos valores consecutivos de |V |min s A, /228,

Ll ZOmas 2

= 1<s<o0 (E.149)

Noétese que los extremos de la impedancia son reales y que la razén de onda estacionaria toma
el valor minimo en el caso de la guia perfectamente acoplada (toda la onda es incidente) y su valor
méximo cuando |pr| =1 (toda la onda es estacionaria).

La fase se determina localizando las posiciones en las que la tensién toma el valor minimo E.148,
en particular, el primero

(pL:47r§\—1—7r (E.150)

En la figura E.23 se representa a la parte esencial de un circuito experimental destinado a la
medida del coeficiente de reflexion en guias que operan con el modo T'F1g. Consiste en una pequena
antena que se introduce en la guia, a través de una ranura no radiativa, y en la que el campo eléctrico
induce una corriente que es rectificada por un diodo. Este posee una carateristica tension-intensidad
de tipo cuadratico, de forma que la caida de tensién Vp en el diodo es proporcional al cuadrado
de la intensidad Ip que circula por el mismo. Puesto que esta tultima es proporcional al campo
medido, Vp ~ E2. La penetracién de la antena en la guia debe ser pequeiia, para que no perturbe
apreciablemente al modo que se quiere medir, pero suficiente para que la medida pueda llevarse a
cabo. Esta antena estd montada sobre un carro que puede deslizarse a lo largo de la guia, con lo
que pueden detectarse las posiciones de los méaximos y los minimos y determinar el valor relativo
de [V (&)|maa con respecto a |V (€)|min-

28Es preferible medir en las posiciones de los minimos de tensién porque en ellas el campo es también minimo y la
perturbacion producida por la antena detectora la méas pequena posible.
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Medidor de
onda

estacionaria

‘

Seccién de la guia gufa ranurada

(a) (b)

Figura E.23: Guia ranurada

E.1.11. Circuitos resonantes. Cavidades

Los elementos resonantes juegan un papel importante en los circuitos de microondas, como en
los de radio y en los épticos. Son utilizados basicamente en la medicion de frecuencia, en osciladores
y en amplificadores selectivos. Los circuitos de parametros localizados de segundo orden resuenan a
una sola frecuencia aunque admiten frecuencias situadas en una banda centrada en dicha frecuencia
de resonancia. Esta banda es tanto mas estrecha cuanto mayor sea su factor @) de calidad; para que
el circuito sea fuertemente selectivo se requiere que @ >> 1, por lo que el nombre de resonador
se reserva para elementos que cumplen esta condicién. En microondas, los elementos resonantes,
segmentos de guia y cavidades, resuenan en una serie infinita de frecuencias, correspondiendo a
cada una de ellas un factor de calidad distinto. Las cavidades, en particular, pueden disenarse
con una ) muy elevada y, por lo tanto, con un gran poder selectivo. En el limite superior de las
microondas, en la banda milimétrica, las cavidades dejan de ser eficaces y es necesario acudir a
técnicas interferenciales, como en los resonadores de Fabry-Perot.

Los principios basicos de este tipo de componente pueden ser ilustrados partiendo de la descrip-
cion de los circuitos RLC' elementales, los cuales pueden ser utilizados como modelo de los circuitos
de microondas en las proximidades de las resonancias. Como ejemplos tipicos de resonadores en
microondas, se analiza al segmento de linea de transmisién en cortocircuito y a las cavidades rec-
tangulares.

E.1.11.1. Revision de los circuitos RLC

Segiin se vio en su momento ([Garcia Olmedo]), el circuito serie RLC' de la figura E.24 responde
a la ecuacién diferencial 27

2%Una ecuacién andloga rige para el circuito paralelo.
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+v ) - v -

AT

R L
v(t) @ VA (3
C -

Figura E.24: Circuito resonante RLC

)
U

_ 1
wo = =
. vLC
d
U_Z+uj()i+w8/2‘dt ,, donde — (E151)
L dt Q@ 1 /L
Q=g\0o

Su solucion en el dominio de la frecuencia puede expresarse en funcién de la impedancia del
circuito

_V_ oY _ v
Z=—=R [1+JQ(WO w)] (E.152)

wp es la frecuencia para la cual la impedancia del circuito es minima

y se define como Frecuencia de resonancia. A esta frecuencia la potencia media disipada en el
circuito es maxima.
1 _|V|? 1
— 2\ _ _ 2
<Pd> = R<Z > = 5 RW = <Pd>w0 = <Pd>ma$ = ﬁ |V| (E154)
v los valores medios de la energia almacenada en forma de campo eléctrico, en el condensador, y de
campo magnético, en la autoinduccién, se igualan.

o) =304 = Ll (B.1550)
WL)wy = (WL)maz = iR%() V|2 (E.155b)
We) = 3008 = 15 I (B.155¢)
We) _ @ = (We)wo = (WL)w, (E.156)
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Por debajo de la frecuencia de resonancia la energia se almacena predominantemente en el conden-
sador y por encima de la misma en la autoinduccién. De lo anterior se deduce que ) puede ser

30
0 = wo (Wem)wo - (Wem)wo
<Pd>wg <Pd>wo To
donde (Wem)wo = Wedwo + Wi)we = 2(WiL)w, v To es el periodo de la senal a la frecuencia de
resonancia. Asi, pues, Q) es 27 veces la relacion entre los valores medios de la energia electromagnética
almacenada y la disipada en un ciclo a la frecuencia de resonancia. La energia total (W,,) no es
maxima en la resonancia, aunque, como es ficil de demostrar, si lo es aproximadamente en el caso
que nos interesa, para el cual Q >> 1.

definido como

(E.157)

En las proximidades de la resonancia, donde w = wp + dw y dw/wy << 1,

)
Z~R[1+jz]=RNV1+22, Jarctg(z) ,, xEQQw—w (E.158)
— 0

La potencia disipada y, aproximadamente, la almacenada, pueden escribirse de la forma

(Pg) 1

= E.159
<Pd>wo 14 22 ( )
cuya representacién puede verse en la figura E.25
U(1+x2)
‘ ‘ ; : X
-3 -2 -1 1 2 3
Wy —AW2 W, W, +Aw/2
Figura E.25: Curva de resonancia
Aw = w(z = 1) — w(x = —1) se conoce como el Ancho de banda del circuito resonante. Es el

intervalo comprendido entre las frecuencias para las cuales la potencia disipada se reduce a la mitad
de su valor maximo (la amplitud de la intensidad se reduce por el factor %) De esto se deduce que

) (E.160)

30Véase la definicién 4.104.
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Por tltimo, resolviendo la ecuacién del circuito para @ >> 1 3! y v(t > 0) = 0, se tiene la
respuesta no forzada
Q

v cos(wot) ,, Tw=— (E.161)
wo

~
—~
~
~—
Il
~
o
®
=

donde ig = i(t = 0). Puesto que la energia, disipada o almacenada, es una magnitud cuadrética con
respecto a la intensidad,

t
W(t) =Wpe 7w cos(2wgt) (E.162)
Para @ >> 1, el argumento de la exponencial % = % es pequeno, para un tiempo t del orden
del periodo Tp, y el exponencial puede considerarse constante durante dicho periodo. Promediando
sobre el mismo se tiene que, aproximadamente,
t
(W)= (W)pe (E.163)
por lo que, en un buen resonador, el valor medio de las energias decae con una constante de tiempo
Tw >> Tp.

E.1.11.2. El segmento de linea como resonador

De acuerdo con E.142, un segmento de linea cortocircuitada, operando a la frecuencia w, presenta
una impedancia nula a la distancia £ = \/2 del cortocircuito. Puede comprobarse que un segmento
de linea real cortocircuitada, de longitud L = \y/2, donde Ao = A(wp), y con pérdidas pequenas, se
comporta como un circuito resonante RLC' en las proximidades de wy, es decir, para dw << wy.

La inclusion de pérdidas en una gufa implica que la constante de propagacion es compleja
(jJB — v =a+jf) y, segin E.121

v Vielt 4 Ve ¢

Z(€) = (©) =2, — —
1(¢) Vieve —Vre— 7§

Dado que, para una linea cortocircuitada, V" = —V?, haciendo & = )‘2—0
AO €a+jb — e~ a—jb
Z(E) =Z, catib L o aJb (E.164)
on A XA 5
0 0 0 w w
“ a2 ’7 62 ﬂ-)\ ng ﬂ-( +w0)

La hipétesis de pequenas pérdidas puede concretarse en la condicion a << 1. Si, por otra parte,
se limita la frecuencia al entorno de la resonancia , entonces i—“; << 1, por lo pueden hacerse las
aproximaciones

. g Sw . dw
et ~1ta ,, el =™ Tw v 1 Fjr—
wo

31Véanse los resultados obtenidos para el movimiento de cargas en C.16.
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Despreciando los términos de segundo orden, se obtiene una aproximacién para la impedancia

aA ) ow
Z(f):ZCTO 14+2j —

- E.165
Zc « /\0 wo ( )

Comparando con E.158 se obtienen los pardmetros equivalentes para la resonancia de esta linea

Ct)\() ™
Reqzzci 5y C)eq:ﬁ)\0
c

De forma analoga se comprueba que una linea cortocircuitada de longitud L = \y/2 se comporta
en las proximidades de wy como un circuito resonante paralelo.

E.1.11.3. Cavidades resonantes

En los circuitos de microondas es corriente el uso de ventanas y postes resonantes cuya selec-
tividad es relativamente baja. En aplicaciones donde se requiere una () elevada, suele ser necesario
el recurso a las cavidades resonantes. El modelo mas simple de cavidad corresponde a un volu-
men dieléctrico rodeado de paredes conductoras, ambos de caricter ideal. Al no incluir mecanismos
de disipacion de energia, a esta cavidad ideal le corresponde un factor de calidad infinito. En la
practica, la energia se pierde en el dieléctrico, si existe, en las paredes y a través de la ventana que
interconecta a la cavidad con el resto del circuito.

La forma mas utilizada en la construccion de cavidades es la de terminar los extremos z =0 y
z = L de un segmento de guia con planos conductores, con lo que el campo queda también confi-
nado longitudinalmente, formando una onda estacionaria en dicha direccién. Las nuevas fronteras,
supuestas conductoras ideales, exigen que H, y Et se anulen en dichos extremos. De acuerdo con
esto, los campos en una cavidad de este tipo, como en las guias de las que derivan, pueden expre-
sarse como combinaciéon de modos T'E y T'M. Con objeto de ilustrar este proceso, en lo que sigue se
estudiard la estructura de los modos resonantes T'E y, en particular, la de los T E1y de una cavidad
rectangular.

Modos TE

En este caso basta con imponer la condicion de contorno a la componente longitudinal H,.
Puesto que la onda es estacionaria en la direccion z, puede escribirse

H, = A(q1, q2) sen(B: z) + B(q1, q2) cos(f z)

La condicién en z = 0 implica que B = 0 y la correspondiente a z = L que

Ar L
ﬁzzn% = 5=, = HZ:A(ql,qg)sen(mr%),n:1,2-~ (E.166)
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Para calcular los campos transversales correspondientes, es necesario tener en cuenta que en la
expresion anterior se incluyen ondas que viajan segin las dos direcciones del eje z. Segtin E.28 y
E.29 el campo magnético transversal es

- 1 0H nmw z
TE _ z
Hi™ = 53 Vi = = gap costmm L) Vi Ala, ) (E.167)
El campo eléctrico se obtiene aplicando E.30
ETE = 7322“ Ve ANH, = jw2,u sen(nm %)?/\ Vi Alq, ¢2) (E.168)
C &

Como puede comprobarse, F; cumple las condiciones de contorno puesto que se anula en z =
0, L.

Como se vio en su momento, el confinamiento transversal discretiza al espectro de 3., por lo que
solo son posibles los valores (3, . El confinamiento longitudinal discretiza a 3. en un conjunto de
valores que se han indicado con el subindice n, por lo que la relaciéon de dispersién se convierte en
la relacién de frecuencias de resonancia

nm
W = Wimn = Vo glmn + (7)2 (E169)
En el caso de una cavidad rectangular
o = S0 Ly (24 (e (5170
= — — e — .
Imn 9 0 a b I

Modos T Fyj, rectangulares

Para estos modos, 319 = 7 y sus frecuencias de resonancia son

1 1
fion =5 w0\ 5+ 15 (E.171)

El campo longitudinal correspondiente es
x z
H, = Hycos(m—) sen(nm —
. = Hocos(n 2) sen(nm =)

Teniendo en cuenta que 881;,2 =0,V > 2 %, por lo que

na x z
H, = A Hy sen(w E)COS(T”TZ) (E.172a)

E, = _jwﬂ,ua Hy sen(m %) sen(nm %) (E.172b)
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Dado que la onda es estacionaria, al hallar la parte real de los campos, el término e/ — cos(wt).

En la figura E.26b se representa a una cavidad rectangular alimentada por una linea coaxial
en una posicion favorable para la excitacion del modo T Fig1. En la figura E.26a se representan
las lineas de campo y de corriente en la cara superior. Si se supone L > a, este modo serd el
fundamental: resuena a la frecuencia més baja posible.

x=a
AN T e e~ N T .|
X i
i i
N x=0
y z=L

®  Fin de las lineas de campo eléctrico

—— Lineas de campo magnético acoplamiento linea-cavidad
____ Lineas de corriente

(a) (b)

Figura E.26: Cavidad rectangular. Modo T F1g1

E.1.11.4. Factor () de una cavidad

Como en las lineas con pocas pérdidas, una cavidad con un alto factor de calidad puede ser
modelada, en las proximidades de la resonancia, mediante circuitos RLC' serie o paralelo. Pero ésto
solo es posible si se tiene en cuenta a la ventana de comunicacién entre la cavidad y el resto del
circuito [Atwater]. En esta seccién solo se abordard una parte de este problema, mostrando que
la cavidad, como tal, se comporta de forma compatible con el modelo propuesto y calculando la
aportacién de la cavidad cerrada a la (¢4 de dicho circuito.

Factor (Q; atenuacion de la energia

En primer lugar se determinara la ley de atenuacion temporal de la energia y la amplitud de los
campos en una cavidad con pocas pérdidas y a la cual se le ha cortado la fuente de alimentacion.
Se comprobara que el comportamiento de dicha cavidad es andlogo al del circuito RLC' descrito en
la seccion E.1.11.1.

Para conseguir este objetivo no es necesario precisar los mecanismos de pérdidas — estas tendran
lugar a través de las paredes, de las ventanas con que se comunican con el resto del circuito o en
el medio interno — sino que es suficiente con suponer que su comportamiento es lineal. Asi, pues, la
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existencia de pérdidas en una cavidad implica que, si se corta el suministro de energia, la almacenada
se ird disipando a lo largo del tiempo. Si () se define como en E.157, el valor de ésta serd alto, debido a
la pequenez de las pérdidas, y el contenido espectral de la energia almacenada y disipada estara muy
centrado alrededor de la frecuencia de resonancia. Bajo esta hipotesis, puede suponerse una relaciéon
lineal entre la energia almacenada, en un instante dado y a cualquier frecuencia, con la disipada
durante un periodo Tj 32

2
Q

luego, en una escala de tiempo lenta, comparada con la de los campos resonantes Tp, puede escribirse

<Pd> TO x>~ <Wem> << <Wem>

<Wem> = <Wem> (t)

, es decir, el valor medio temporal de la energia almacenada (o de la potencia disipada), efectuado a
la escala corta Tj, es funcién del tiempo a escala grande. Haciendo uso, como en ocasiones anteriores,
del principio de conservacion, se tiene que

(pay = - el A0 Ly

donde 7, definida de forma analoga a la expuesta en E.161, es la constante de tiempo de la energia
o escala temporal grande. De la ecuacién anterior se deduce que

t

(Wem)(t) = (Wem)oe ™

En esta misma escala, las amplitudes de los campos puden expresarse como
_1.t
\I/(t) =Vpe 2w

y, dado que la cavidad solo admite frecuencias préximas a la de resonancia, incluyendo ambas escalas
en la descripcion de la evolucion temporal de las amplitudes

1t .
U(t) = Vge 27w elwot

con lo que se comprueba que una cavidad altamente resonante se comporta como un circuito RLC
en las proximidades de wy.

Caélculo de

En la mayoria de los casos précticos, el interior de las cavidades resonantes es el aire, por lo que
las pérdidas son despreciables en el dieléctrico y éstas pueden atribuirse a la conductividad finita
de la pared metélica.

32E] considerar que las ondas en el interior de la cavidad tienen un espectro casi monocromético, centrado en la
frecuencia de resonancia, permite suponer a () aproximadamente independiente de la frecuencia.
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Aunque en una cavidad las ondas son estacionarias, resultan de la superposicién de modos que
viajan en sentidos contrarios, el teorema complejo de Poynting C.91b asegura que las energias medias
almacenadas por el campo eléctrico y por el magnético son iguales. Dado que, para el aire, e,y = €g
y i/ = po y el vector de Poyning es real, de lo que se deduce que

W) = (We) + (W) = 2(Won) = 50 [ 1P o

Las pérdidas en las paredes se obtienen, de acuerdo con D.51 y teniendo en cuenta que ﬁT ~H
en la superficie de un buen conductor, mediante la resistencia superficial

1 -
<Pd>:2Rs/ A2 ds (E.173)
S

Esto permite expresar la aportacion de la cavidad cerrada a la Q¢4 del circuito equivalente como

<Wem>w0 — z fV ‘ﬁ’de
(Paew 00 [, [F[2ds

Q =wo (E.174)

donde dg es la profundidad pelicular a la frecuencia de resonancia.

Puede obtenerse una estimacién sencilla de () con las siguientes consideraciones: En primer lugar,
como es facil de comprobar, la resistencia superficial puede expresarse en funcién de la profundidad
pelicular en la pared: R, = “2/ §. Por otra parte, (Wepm) ~ po |Ho|?V y (Py) ~ Rs|Ho2S, de
donde se deduce que el orden de magnitud de la @) de una cavidad, cerrada y vacia, viene dado por

2V

~ E.1
35 (E.175)

, es decir, por la relacién entre el volumen interior de la cavidad y el que .°cupan”las corrientes en
la pared.

E.2. Problemas

e-1. Considérese la propagacion de ondas planas, monocromdticas y homogéneas, entre dos planos
conductores situados en x = 0 y x = a. Las direcciones de propagacion estdn contenidas en
el plano xz y la onda estd polarizada en la direccion y. Demostrar que en la direccion Z se
propagan ondas planas no homogéneas de la forma:

E = Ey() eJ (Wi—P:2)

Hallar la relacion de dispersion w = w(B,), la velocidad de fase y la de grupo de dicha onda y
representarlas grdaficamente.

SOLUCION :
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X&Q xza §
* >
N
y
=N L]
z
Y

Figura E.27:

Pueden simplificarse los calculos si se tiene en cuenta que, debido a la reflexién en
las paredes, cada onda plana que viaje en la direccién 7i; debe estar acompanada
por otra que lo haga en la direccién 7iy, simétrica con respecto al eje z (véase la
figura E.27)

i1 = coSQT +sen¢z ,, 7o =—CcoSOT+ sendz

El campo eléctrico puede escribirse de la forma
E=7 (Ae—jkﬁ1f+ Be—jkﬁ2~F) = jeI0:* (Ae—jﬁzx n Be—iﬁwc)

donde se han definido las constantes 0, = ksen¢ y 0, = kcos¢ y se ha omitido el
factor comiin e /¥, Elevando al cuadrado y sumando, se tiene la siguiente relacién

2
w

B=k -5 == -3 (E.176)

2
El campo magnético se obtendria aplicando las relaciones de estructura a cada
una de esta dos ondas, pero no es necesario para la resolucion de este problema
ya que las condiciones de contorno de este campo se cumplen automaticamente si
se exigen al campo eléctrico. Dado que este ultimo es tangencial a los conductores

ideales, debe cumplirse que

E(x=0) = 0 = B=-A (E.177)
1
Ex=a) = 0 = senfya=0 = ﬂx:nﬂg (E.178)

La condicién E.178 demuestra que las ondas resultantes son no homogéneas puesto
que, en los planos de igual fase, los z = cte, la amplitud depende de =

E = FEy(z)e7@tP:2  Eo(z) ~ senfpx (E.179)
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La existencia de este tipo de modos esta determinada, por lo tanto, por la éxis-
tencia de una sola de las paredes conductoras.

La segunda condicion confinante E.178, junto con la anterior, discretiza al espectro

de 3, .
/an:nﬂ-f ) n:172
a

Para una frecuencia dada, los dangulos de propagaciéon posibles, para las ondas
planas, también estan discretizados
fn(w) -
cos op(w) =nm— =nmw—
" ka wa
También lo estan las constantes de propagacion longitudinales, dadas por la
relacion de dispersion E.176

2
w
5zn(w)2 =5 = an

c2

donde se pone de manifiesto que para frecuencias
w < we =P

0B.n se hace imaginaria y, como puede comprobarse, la expresion del campo E.179
no corresponde a una onda que se propaga; se dice que la onda esta en corte y
que w, es la frecuencia angular de corte ( véase la seccién E.1.1.1).

Una guia dieléctrica planar estd constituida por una ldmina plana indefinida, limitada por los
planos x = 0 y x = a y con constante dieléctrica €4, que estd sumergida en un medio menos
denso de constante €, < £4. Plantear en este caso las mismas cuestiones que en el problema
anterior pero suponiendo que las ondas inciden en las interfacies con un dngulo superior al
critico.

Determinar st entre los planos conductores del problema e-1 pueden propagarse modos T M y
TEM en la direccion del eje z e independientes de la variable y.

SOLUCION :

Ya se vi6 en el problema e-1 que podian propagarse modos TE.

Modos T'M

Para ver si se pueden propagar modos T'M, basta con seguir el método del poten-
cial propuesto en la teoria

TM __ ]ﬁz
oM =~ B,
C

Dado que los campos no dependen de y, el gradiente transversal es V; =2 % y

t T 9 T 32 9z

ETM _00™  jB. 9E.
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El campo magnético se deduce de la relacion de estructura

grm_ L o mrw B ZTM _ 5 Ps
t T oM AN T T Yo ~ 3

Dadoque%—ﬂ),ﬂCZﬁxYﬁz:M

La componente longitudinal es solucion de la ecuacién de Helmholtz unidimen-

sional
—2 +62)E. =0
<dx2 :”) z

cuyas soluciones son bien conocidas

E,=AsenfB,x+ Bcos(;x

Para este tipo de modos, las condiciones de contorno exigen la anulacion de la
componente tangencial del campo eléctrico

E.(x=0=0 = B=0 = FE,=Asenf;x
E.(x=a)=0 = fya=nm = ﬂ$:nﬂ'% ,, n=1,2---
Modos TEM

Considérese a un modo incidente cuyo potencial es ®7PM (3 t) = V;eiWi=62) E]
problema electrostatico correspondiente seria el de un plano conductor, el z = a,
a potencial V; con respecto al plano x = 0. Los campos son

sTEM _ Vi sreM Vi o

0 = 0 ==

- IB)

a Zoay

. La frecuencia de corte de una guia es de 1 GHz. El dieléctrico que la llena es el vacio. Hallar:

a) La longitud de onda de corte.
b) La longitud de onda de la guia para 1.2 GHz.
c¢) La profuncidad de penetracion §, para 0.8 GHz.

SOLUCION :

(a) -Dado que la guia estd vacia, la longitud de onda de corte es

c
Ae=—=0,3m
e

(b) - La frecuencia f = 1,2GHz > f. por lo que la onda es propagativa. La longitud
de onda a lo largo de la guia se deduce de la relacién de dispersién

g2 =03 -5
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donde (5, = %, = ?\% y B = % Luego
Ay = Ao Ae =45em
PYIEDY:

(c) Esta frecuencia f = 0,8 GHz es inferior a la de corte por lo que la propagacién
no es posible.

1 A0 Ac

e IPr— e o =" =
3B 21 /A3 — A2

Las guias disefiadas para operar en banda X tienen dimensiones a = 2,286 cm, b = 1,016 cm
y aire en su interior ( su uso se recomienda para el modo dominante entre 8,2y12,4GHz).
Hallar:

a) Frecuencia y longitud de onda de corte de los 5 primeros modos.

b) Hallar velocidad de fase, de grupo y longitud de onda para los extremos y el centro de la
banda recomendada.

c) Distancias para las cuales los 20, 3er, jo y 50 modos se atentan en un 99 % (aproxi-
madamente 56, ) para la frecuencia central.

SOLUCION :
En el aire, v = c.

(a) - Los cinco primeros modos son los T Ey, TEs,, TEo1, TE11 'y TMi;. A los dos
ultimos les corresponde la misma frecuencia de corte porque ésta solo depende
de los indices del modo.

Las frecuencias y longitudes de onda correspondientes son

f%:;m)q

Los valores concretos de estos parametros son

NE
~—
o
>
L
3
[\

foro =656 GHz |, fo, =131GHz , f.,, =148GHz , f., =162GHz

Aero = 4,57cem s Aoy = 2,28cem s A =2,02em s Aep = 1,85em

(b) - Las frecuencias correspondientes a los limites recomendados para el modo
fundamental y para su frecuencia central son

finf =82GHz | feet =103GHz , foup=124GHz
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e-6.

e-7.

e-8.

Las velocidades de fase y de grupo se expresan, en funcién de la frecuencia, de la
forma

Los valores pedidos son

Vfi = Lie , wvf..,=13c , vp, =118¢
Vgins = 06c , vy, =077c , Vgaup = 0,85 ¢

(c) - Trabajando a la frecuencia central, las profundidades de penetracién de los
modos en corte son

c
6ZC -
27 V f02 - c2€nt
Concretamente
Ozesp =06mm | 0z00, =4,0mm , 0y, = 3,8mm

En los apartados (b) y (c) se ve como, al recomendar unas frecuencias inferior
y superior alejadas de los extremos de la banda, se limita la despersién de las
velocidades en funcién de la frecuencia y se limita la penetracién de los modos no
propagativos en los segmentos uniformes de la guia.

Demostrar que, en una guia rectangular,

I\ 2 mA\ 2
ZTMlm—Z%‘(za) —(%)

s Cudl serd el valor de esta impedancia para una frecuencia de 4 GHz si las dimensiones de
la guia son de a =10cm y b= 6c¢cm y el modo es el TMq17?

Un modo TE1y con una amplitud de pico H,, = 1 A-m~" viaja por una guia de 7,5x3,5 cm?
con una frecuencia de 3GHz. Una pequena espira conductora de 0.1 cm? estd situada en el
centro de la seccion transversal. ; Cudles son las fuerzas electromotrices inducidas en la espira
cuando su eje coincide con cada uno de los ejes coordenados?

Hallar las cargas y corrientes superficiales para el modo TFyy de una guia rectangular y
representarlas grdficamente junto con las lineas de campo.

SOLUCION :

En la figura E.28 se representa a una secciéon de guia rectangular y a la normal 77,
hacia afuera de la pared conductora. Como los campos en el interior del conductor
ideal son nulos, las condiciones de contorno que deben exigirsele a los del interior
de la guia son
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A A
y
b
9
L
Ns
S
N
S 0
a 0
Figura E.28:
= = Ps = = -
ng- B == ,, fig \NH=7; (E.180)

€0
Particularizando para ¢ = 0, los campos del modo TF;y pueden escribirse como

H, = Acos (7 3) cos(2m i) , A=H]
H, = Bsen(mg)sen(2n ) , B=Ap, (%)

E, = —Csen (m Z) sen(27 /\%) , C=Awpu (%)

Si A se toma como real y positiva, también lo son B y C. Este modo no depende
de la coordenada y, por lo que las componentes del campo son funciones f(z, z).
El campo eléctrico tiene direccion y; sus lineas empiezan y terminan en las caras
inferior y = 0 y superior y = b. Las lineas de campo magnético estan contenidas en
los planos z = cte. En la figura E.29 se representa a una seccién de guia centrada
en z = 0.

Para dibujar esquematicamente las lineas de campo magnético es conveniente ver
los signos que toman sus componentes en la regiéon 0 <z <a ,, —% <z < );TZ

H,>0 para z<

IS

z=0— H,<0 para z>

IS

z=4— — H, >0 para z:)‘f

H, <0 para z:—%
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Luego, como se muestra en la figura E.29, las lineas de campo magnético forman
lazos con la orientaciéon indicada. Las lineas de corriente son perpendiculares a las
de campo magnético en las paredes, segiin la segunda de las condiciones E.180.

x=a, y=b

D) Origen de las lineas de campo eléctri.
O] Fin de las lineas de campo eléctrico

Lineas de campo magnético

,,,,, Lineas de corriente

X=- A J4 x=0, y=0 x=A 4
Figura E.29:

La componente del campo eléctrico es nula en z = 0. Sus valores maximos los
alcanza para

z=2 = FE,=-Csen(r7)<0

Az

z=—-% = E,=Csen(n%)>0

Las cargas seran positivas en la cara de donde parten las lineas de campo eléctrico
y negativas donde confluyen.

Calcular la contribucion argpy a la constante de atenuacion de las paredes de una linea de
transmision coazial con a = 2mm, b = 4,6mm, € = €, 1 = po, 0 = 5 x 107S - m™ y

f=100MHz, f=1GHzy f=10GHz.

Hallar la constante de atenuacion para una guia rectangular metdlica vacia recorrida por modos
TEyy. Particularizar para el modo T E1g en la banda X, a la frecuencia media de la misma, y
con paredes en las que 0—5'8107 S - m~1.

SOLUCION :

La constante de atenuacién viene dada por E.113

(4)
—_—
H?dl
o _1 R]\‘} ﬁ Al
27 \Hy)? ds
St
(B)

El problema se reduce al célculo de las integrales (A4) y (B).
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<>

A
x>
02
o

Figura E.30:

- (A) es la integral del cuadrado del campo magnético total sobre el contorno de
la seccién transversal de la guia ( véase la figura E.30).

(A>=7£ \H?dl ,, dl=+/de?+dy? ,, |H|?=|H,*>+|H.|?

Las componentes de H pueden escribirse de la forma

H,(x) = Hpcosk ,, H:Trg

Hy(z) = jHoAisenk ,, Alzm

™

De acuerdo con la figura, la integral puede evaluarse multiplicando por 2 las
integrales sobre los dos primeros tramos.

A . .
():/|H|2dl+/ |H|? dl
2 1 2

(1) (2)

La primera integral puede hacerse teniendo en cuenta que dk = 7 dz ,, y=0 =
dl = |dz|
a [" 2 2 2 a 2
(1) = / (cos® k + AT sen” k) dH:§(1+A1)
T Jo

Para la segunda integral, xt =0 = dl = |dy|

b
<2>:/0 dy] = b

(A) = HE (a + a A3 + 2b) (E.181)

con lo que
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- (B) es la integral, sobre la superficie transversal, del cuadrado del campo
magnético transversal

b a ab
(B) = / / |Hy|? de dy = — AT HJ
y=0 Jz=0 2

Si se expresa la resistencia superficial, la impedancia del modo y la constante A;
en funcién de la frecuencia normalizada f,,, = fi, el resultado toma la forma
€10

3 _1
1 C Ko f71210+2%fn13

a22120b 2raoc ,/310—1

El resto se deja como ejercicio.

Una guia de ondas rectangular tiene como dieléctrico en su interior aire y las dimensiones
de su seccion transversal son a=10 ¢cm y b=6 cm. Encontrar las frecuencias de corte para los
modos TEl(]; TEQQ; TEOl; TE11 Yy TEQl.

Una guia de ondas rectangular con aire en su interior tiene una seccion transversal de dimen-
siones a=10 cm y b=8 cm.
a) ¢ Cudntos modos TE se podrdan transmitir por la guia a frecuencias inferiores a 4 GHz?
b) s Cudles son sus frecuencias de corte?

Encontrar la velocidad de fase y de grupo de los modos TE19 y T Mo a frecuencias 1.5 veces
superiores a la correspondiente de corte.

Expresar las impedancias ZTE, ZTM y ZTEM o funcion de Z vy las longitudes de onda X y

Ay. Ordenar dichas impedancias por orden de magnitud.

Escribir las ecuactones de los campos para el modo T Fyi2 en una guia de ondas cuadrada
(a=b). Dibujar la variacion de las componentes del campo en funcion de x e y.

Demostrar que las soluciones para los campos E y H de una onda TE en una guia rectangular
satisfacen las ecuaciones de Mazwell.

Dada una guia dieléctrica, como la de la figura E.13, demostrar que B, es continuo en x = +d.

Demostrar que la ecuacion caracteristica para los modos pares TM de la guia del problema
anterior es la dada en E.97.

En una guia, del mismo tipo que las de los problemas anteriores, con d = 0,5 um, €, = 1,01 g
Y €4 = €0, se propaga el modo TEy a la frecuencia w = 9 x 10 rad - s~'. Determinar
numéricamente la longitud de onda a lo largo de la guia.

SOLUCION :
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De acuerdo con lo expuesto en la seccion E.1.7, la longitud de onda a lo largo de
la guia dieléctrica es

\ _21_ 2 _ 2
TR VR VR
donde 5
w w a
ﬁn—z\/grn 5 ﬁa—;\/gra y 5—8 ’ V—g
y

wd
a’+ > =R? ,, R=—em—€cq=15
c
Para determinar a es necesario resolver la ecuaciéon caracteristica de la guia, la
cual es transcendente. Como se indica en la figura E.31, esto puede llevarse a cabo
buscando la interseccién entre el circulo b = VR? —a? y la curva b = atg (a), o, lo
que es lo mismo, el cero de la funcién

\
F(a)

(a) (b)

Figura E.31:

F(a) =atg(a) — V R? — a?

La forma mas facil de hacerlo es con la ayuda de programas numeéricos o graficos.
Aqui se hara con la ayuda de la calculadora y una estrategia sencilla:

- Se parte del punto medio del intervalo 0 < a < R.

- Se determina el menor intervalo en que F(a) cambia de signo y se elige el valor
de a correspondiente a la mitad del mismo.
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- Se finaliza cuando el cero queda acotado con el niimero de cifras que se estime
suficiente ( en este caso, con tres cifras significativas).

En la siguiente tabla se presentan las pruebas y los resultados sucesivos. Se toma
como valor inicial (0) al a = R, para el cual, véase la figura, F' > 0.

N©° de prueba a = F~ Intervalo Cotas

1 0,7500 —0,6 01

2 1,1250 +1,4 12

3 0,9375 +0,1 13

4 0,8437 —0,3 34

5 0,8906 —0,1 35

6 0,9140 —4x103® 3 <6

7 0,9257 +0,05 67

8 0,9198 +0,02 6 8

9 0,9169 +9x107% 6<9

10 0,9154 +25x 1073 6« 10

11 0,9147 —7x107* 10« 11

12 0,9150 +6,5x 107 11+ 12  Superior
13 0,9148 —2.,6 x 1074 Inferior

Como solucion aproximada de a puede darse el valor intermedio de las dos dltimas
cotas

a=09149 = b=1,189 = xk=1830x10m~! |, v=2377x10%m™*

A = 0,2087 um

Para ondas TEM que se propagan por una linea de transmision y cuyas amplitudes son
funciones arbitrarias del tiempo, calcular la fraccion de energia incidente que es reflejada por
una resistencia de carga Ry y la que es disipada por la misma.

Para la guia de la figura E.32, calcular, en funcion de la potencia media incidente Pj, las
potencias medias: reflejada en el primer tramo de la linea P, incidente y reflejada en el
sequndo tramo, Py y Pro y las disipadas por las impedancias Z, y Z1,, P, y Pr. Comprobar
que se cumple el principio de conservacion de la energia.

SOLUCION :

Téngase en cuenta que la impedancia Z, esta conectada en paralelo con la linea
lo que implica la continuidad de la tensién y la discontinuidad de la intensidad.
Calcular la capacidad y la autoinduccion equivalentes por unidad de longitud de una guia
rectangular operando en el modo T Ey.

SOLUCION :
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Pa PL
6 A Zc Za Zc Z|=Z¢
=0 z=a z=L
Fp— Pl ——
Figura E.32:

La capacidad y la autoinduccién equivalentes por unidad de longitud de una guia
pueden obtenerse a partir del nimero de onda longitudinal y de la impedancia
caracteristica que, de acuerdo con el convenio adoptado en este texto, es la del
modo.

B.=wvVLC ,, Z.=2Z"TF=

NS

de donde 3 8
L=zTEZ= C=—2_
w wZTE
Y 2
Z 1 S
L == - 1— €10
s ez ()
Calcular la capacidad y la autoinduccion equivalentes por unidad de longitud de una linea coax-

ial y deducir a partir de estos pardmetros la impedancia caracteristica de la misma. Comprobar
que LC = e . Demostrar que la relacion que deben cumplir el radio menor a y el mayor b
para que una linea, con aire como dieléctrico, tenga una impedancia de 5092, es b/a = 2'3.

SOLUCION :

Calculo de la capacidad :

En el caso de un modo TEM, la capacidad equivalente por unidad de longitud
viene dada por
Qz t) Qo

=V W

donde
V(z, t) = Voej(wt—ﬁz) y Qzt) = Qoej(wt—ﬁz)

son el potencial TEM, entre el conductor interno y el externo, y la carga por
unidad de longitud que hay en la superficie interior del conductor externo ( véase
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Figura E.33:

la figura E.33). Estas magnitudes pueden calcularse en funcién de la amplitud del
campo eléctrico Ej.

Dado que el campo eléctrico deriva del potencial de la misma forma que lo hace
el electrostatico y que la simetria de la linea es cilindrica

Eyp=-A"
p

El potencial se obtiene calculando la circulacion del campo eléctrico

b
Vb:—/ Eodp:Alné = A:L(]b
a a lna
y Vi o
- p
Bp=-—271 E.182
0 ln%p ( )

—

Para calcular la carga se hace uso de la la condicién de contorno oy = D(b) - iy,
donde o es la densidad superficial de carga en p =b.

\% 1
Q0:27T600:27T€070 = C=2megy—+
Int In?t

a a

Calculo de la autoinduccién :

La autoinduccién equivalente por unidad de longitud se calcula planteando un
problema analogo al magnetostatico.

2 WmO
L =
)

donde W,,q es la energia magnética contenida en la unidad de longitud de la linea
e Iy la intensidad que recorre al conductor superior en la direccién positiva del
eje z, como se muestra en la figura E.33.
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Hallando la circulacién del campo magnético a lo largo del camino [ que rodea al

conductor interno, se tiene que

L

plp
2T p

La densidad de energia y la energia por unidad de longitud son

1 I b b
wm0:2—Bg . Wmoz/wmodv:/ioln = £:2ilnf
I v 7 a T a

donde v es el volumen de una seccién de linea de longitud unidad.

De los resultados anteriores se deduce que

LC=pe

Impedancia caracteristica :

I L Zo. b
Z. = [ _
¢ C 27Tlna

27 Z¢e

b
—=e % =23
a

Para el aire, Zy = 1207, luego

(E.183)

El dieléctrico de una linea coazial soporta sin ruptura un campo eléctrico mdzimo E,,. Hallar
la impedancia caracteristica dptima para que la linea transporte la mdzima potencia. ;Cudl es
esta potencia maxima en funcion de E,, y el radio a del conductor interno ¢ Supdngase que
el radio externo tiene un valor fijo b pero que puede variarse la razén x = b/a, donde a es el

radio del conductor interno.

SOLUCION :

El campo eléctrico, segin se vio en E.182 del problema anterior, puede ser expre-

sado en funcién de z

v 5
Eo=—2_ 2
In(z) p
Su valor méaximo se alcanza para p = a
xVo p
E =—"=
T pIn (x) p

La potencia media transmitida por una onda que viaja en el sentido positivo del

eje z es
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donde ds = pdpdeZ.
Substituyendo V{ por E,.qz,

_ 2rb*ER,, In(x)

mazx
ZO x2

(P)

El valor z,,,, que hace maxima a la potencia transmitida es solucion de la ecuacion

d <ln (z)

dz 2

):0 para l<zr<oo = x=e3 =165

lo que, teniendo en cuenta que el dieléctrico es aire, corresponde a una impedancia
caracteristica ( véase el problema anterior, expresiéon E.183) y a una potencia
maxima

Z.=30Q ,, (P)naz =3 x1030> E2

ax

Suponer que en un punto z=0 de una guia, cuyo dieléctrico es el vacio, se genera una onda
en el modo TFE1g a una frecuencia inferior a la de corte. Calcular los valores instantaneo y
medio del vector de Poynting y demostrar que la energia no se propaga hacia el interior de la
quia.

SOLUCION :
A la frecuencia de trabajo, la onda esta en corte por lo que hay que substituir
B = 7

020 = L o_ ¢ ~3a

jﬁzlo - /1_ (ff )2
€10

Los valores instantaneo y medio de la componente longitudinal del vector de
Poynting son

§:(t) = ~By(t) Hult) ., (8:) =~ RelB, H]

Para el modo T'E;g, los campos complejos son

He = = (%) Hosen (25) ¢ (55) g
5210 a
Ey = —jwuo (ﬁ) Hy sen (H) e_(%) edwt
T a

De las expresiones anteriores se deduce que

<Sz> =0

Por otra parte, hallando la parte real de los campos y haciendo 6,,, = 3a

S.(t) =wpo ((;%) ngi2 (ﬁ) sen? (ﬂa—x) sen (2wt)
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Ro=25Q
+
N — R =50Q
v R =500 .
z=0 z=L
Figura E.34:

expresion de la que se deduce que la energia se desplaza de forma oscilante con
media nula y que su amplitud se ateniia, sin disiparse, con una profundidad de
penetracién mitad de la correspondiente a las amplitudes.

En la linea de la figura E.3/ se cierra el interruptor ent = 0. Suponiendo que v(z,0)=i(z,0)=0,
hallar v(z,t) e i(z,t) parat > 0.
SOLUCION :

La solucién general de la ecuacién de onda en una linea sin pérdidas, se compone
de dos términos, de forma arbitraria y que se mueven en direcciones opuestas con
velocidad v, mas un posible término constante

v(z,t) = wvi(z—vt)+v(z+vt)+ V)
1
i(z,t) = —vi(z—vt) —v.(z+vt)] + Lo
R.
Dadas las condiciones iniciales del problema, V5 =0 e Iy = 0.

Estas ondas se reflejan sucesivamente en ambos extremos de la linea y tardan en
recorrer su longitud L un tiempo T = % Se analizara dicha solucién en el intervalo
0 <t < 2T. Se empezara por la primera mitad del mismo

-1)—-0<t<T.

Durante este intervalo, la onda que se genera al principio de la linea no ha llegado
aun al final de la misma, por lo que no existe onda reflejada

vi(z,t) = wvi(z —vt)
1
vi(z,t) = R—vil(z —ot)

La resistencia total que presenta la linea es

vi(z, t)
vi(z, t)

Rl(z, t) = = Rc

Mientras no tenga lugar una reflexion, la resistencia presentada por la linea es
independiente de la posicién y del tiempo e igual a la resistencia caracteristica.
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Figura E.35:

En consecuencia, para determinar v;; solo es necesario aplicar la condicién de
frontera en el origen z = 0. La figura E.35 representa al circuito equivalente de
esta condicién, donde la tensién de entrada v.(t) es la funcién escalén

0 para t<0
1 para t>0

%w—wWw,,ww—{

v1(0, t) = v (—vt) = gVO u(t)

Como t = (t - %)z:o

2 z
vz 1) = 5 Voult = 2)

En la figura E.36a se representa a la funcién v, (0, ¢), en funcién de ¢, y en la E.36b
a la funcién v (z, t9) en funcién de z.

v4(0,t) vi(zty

wln
o

z=v t 0
(a (b)
Figura E.36:

-(2) =T <t<2T.

La tension incidente llega al extremo z = L en el instante t =T, por lo que

v (t) = g Vou(t — T)
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y aparece una onda reflejada que se propaga en sentido negativo del eje z. La onda
total puede escribirse de la forma

va(z, t) = v (t) + vpa(z, t)

e t) = = lat) vl )

C

Para determinar a la onda reflejada, se debe aplicar la condicién de frontera en
el extremo de carga z = L ( se hard primero para R; arbitrario y, después se
particularizard para el caso de .2coplamiento perfecto” R = R.)

UQ(L,t) 2
R, = ——~—~ - =L, t)= i(t) = - Voult=T
L ’iQ(L, t) = UZ(Z ) val() pL3 Ou( )
donde
:RL_RC
PL=R, + R,

Para obtener la expresién de la onda reflejada en un punto arbitrario de la guia,
basta con tener en cuenta que se propaga en el sentido negativo del eje por lo
que, en vyo(z = L, t),
z
rﬁﬁ+f+m) = ty=-T
v L

2=
2 z
U’I”Q(Z7 t) = PL g‘/{)u(t‘f' E - 2T)

La constante t; es necesaria para ajustar el instante inicial (¢t = 7)) de partida de
esta onda desde el extremo de carga.

El enunciado especifica una resistencia de carga igual a la caracteristica, por lo
que el coeficiente de reflexion es nulo y no tiene lugar la reflexién. Luego, para
Ry = Rca

2
vra(z,t) =0 = wy(z, t) = ng

En la figura E.37 se muestra una linea de transmision cuya carga estd formada por una
resistencia y un condensador. Calcular la diferencia de potencial entre las placas del conden-
sador y dibujarla para el caso R = R.. Suponer al condensador descargado inicialmente y
RC <<T =1L/v,t<2T.

SOLUCION :

Para simplificar, se supone que el interruptor se cierra en t = —7T' de forma que el
escalén de tension llega al final de la linea en ¢t = 0. Como en el problema anterior,
se consideran dos intervalos:

-(1)—=-T<t<o.
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7z=0 7=L.

Figura E.37:

La onda no ha llegado todavia a z = L y solo existe una onda incidente

vz, t) = vir(z, t) = Voult — % +T)

-(2)—=0<t<T.

va(z, t) = wil(z, t)+vma(z t)
in(2 ) = ;C[vﬂ(z, B = vra(z, 1)]

La onda incidente llegaa 2z =L ent =0

’Uﬂ(L, t) = %u(t)

Simplificando la notacién

wa(Ly 1) — va(t) = Voult) + vn(t)

a(Lot) = iat) = - Vou(t) - or(e)

La figura E.38a representa la condicion de contorno que se aplica en z = L

1 t
va(t) = i2(t) R+ — io(t) dt
C Jo
Derivando doa(t) din(t) )
V2 . 12 12
dt =R it O
donde, para t > 0
dva(t)  duv(t)
dat  dt
dis(t) 1 du(t)
dt R, dt
va(t) = Vo +u(t)
1
io(t) = —[Vo—vr(t)]

e-T7
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A
ve(®)
2V0 1
v -
+ R v(t 0.8
I Vo (t -
@ wo :
C — ve@® s
B t
z=L [ 1 1.5 2 2.5 3 L
T
(a) (b)
Figura E.38:

Substituyendo, la ecuaciéon diferencial puede escribirse de la forma

., T=(R+R.)C

dvu.(t)  v.(t) Y
dt T T

La solucion general es

v () —Ae T +V, = va(t) = 2Vp+ Ae+

Para determinar la constante A basta con tener en cuenta que la caida de tensién
en un condensador debe ser continua, por lo que

%—Ur(t20+):2‘/b+A

U2(t:0+):{7z2(t:0+)R:_A}}§C A=V, para R=R.

De acuerdo esto

o) = Vo (1-e77)
velt) = 2%(1_6—%)

La figura E.38b representa a la tensién v.(t).

e-28. Una linea de impedancia caracteristica de 100 €2, longitud L=30 cm y cuyo dieléctrico es el
vacio, estd cortocircuitada en un extremo y tiene conectada en paralelo una capacidad en el
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otro. Hallar el valor de dicha capacidad para que el conjunto resuene a la frecuencia fo =
125 M Hz.

SOLUCION :

El circuito de la figura E.39a puede representarse como en la figura E.39b, donde la
impedancia equivalente de la linea contocircuitada, vista desde la entrada, equivale
a una autoinduccién L ( se emplea la misma notacién que para la posicién del
extremo de la linea).

@tfe(t) - C Z. > @t/e(t) —g) L

7=0 z=L
(a) (b)
Figura E.39:
Escribiendo
Yo =jwC

,Ja admitancia del condensador, e
r 1
chU ch tg(ﬁ L)

,Ja admitancia equivalente de la linea vista desde z = 0, la admitancia total a la
que se aplica la tensién de entrada es

chO =

Ye=Yc + Yeo

En resonancia, esta admitancia debe ser nula. Teniendo en cuenta que el dieléctrico

es el vacio y, por lo tanto, 3 = 3y = “2

1

C=—  —127pF
wo Zctg(Bo L) P

La linea cortocircuitada equivale, en este caso, a una autoinduccién, de forma que

2
) wh 1
}/Q(W) :](JJC ( —u)2> sy WO:\/Tic = }/6((.&)0) =0

La linea de la figura FE.40 tiene un dieléctrico con €, = lyu, = 1, opera a 300 M Hz y tiene
una longitud de 1,2m. Ry = Ry = Z. =50Q, C =1/(37)107°F y Vo = 10V Hallar:
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R,
C
+
@ Vo Zc
- R,
7z=0 z=L
Figura E.40:
a) Amplitudes.
b) Impedancia de entrada.
c) Coeficiente p en los extremos.
d) Potencias disipadas.
SOLUCION :
Este tipo de problemas se reduce, basicamente, a la aplicacion en la entrada
z=0— ¢ =Ly en el extremo de carga z = L — £ = 0 de las condiciones
establecidas
V(E=0) 1 .
A - =7 Zp =Ro+——=50—3550Q
( ) - I(é-:O) L 5 L 2+ij )

(B) — VE=L)=W-I{=L)R

Las amplitudes pueden calcularse directamente de la aplicacién de las condiciones
anteriores. El resto de las magnitudes solicitadas en el enunciado se deducen de
dichas amplitudes.

(a) - La tensién y la intensidad vienen dadas por
V(E) = VielBE L yre—iBE

1 o A
19 = L (viereovre)
donde, por tratarse de una linea cuyo dieléctrico es el vacio, 8 =

Substituyendo en (A) y (B) y resolviendo el sistema de ecuaciones resultante

Vi=155—44,76V |, V' =—-159—j157V

También puede solucionarse el problema desde otros puntos de partida como, por
ejemplo,
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(c) - Calculando primero el coeficiente de reflexién p(¢). En el extremo de carga
ZL — Zc

= 2L % 02504
Z1+ 2. J

PL
En el de entrada ‘
pe = lpr /#7200 = —0,4 + 50,21

donde ¢}, es la fase de py.
(b) - Calculando la impedancia Z({ = L)

o o ZL +chtg(ﬁL)
Ze=L)=2 Z.+jZrtg(BL)

=20,1+ 10,30

(a) - Y calculando las amplitudes mediante el circuito equivalente de entrada que
se muestra en la figura E.41

Ry
‘ )
+ +
?% ZE=1) VE=1D)
©O
=L
Figura E.41:
VoZ(=1L) ,
V(€ =1L) S R R
. — L)e-ibL
yio VE=1Le —1,55— j4,76V
pe + 1

Vi=pVi=—=159—3157V
(d) - La potencia media consumida por la resistencia R; es
(P) = %Re[[({ =L)V*¢=L)] = %Rl |I(¢ = L)|?> = 0,50 watios
y la consumida por Ry
(Pp) = %Rg 11(¢ = 0)|? = 0,2watios
La potencia consumida por la totalidad del circuito es
(Pp) = %Vo RelI(§ = L)] = 0,7watios

Dado que la linea no tiene pérdidas, se comprueba que esta ultima es igual a la
suma de las dos anteriores.
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R,
+
Vi Zc
z=0 7=
Figura E.42:

Calcular la impedancia de carga de una linea de transmision sabiendo que tiene una impedancia
caracteristica de 60 €, que su razon de onda estacionaria es S=4 y que en la carga existe un
minimo de corriente.

Sea una linea de transmision en circuito abierto (E.42), Z. = 5082 y longitud 5/16 X. Calcular
el voltaje en el extremo de carga st se alimenta con un generador de impedancia interna
Ry =202 y Vp =10 V.

Una linea de transmision tiene Z. = 750, vy = 200 m/us, f=1 GHz, S=4, &min=10 cm.
Hallar Z,.

Ezxpresar la razon entre la potencia media reflejada y absorbida por la impedancia de carga de
una linea de transmision en funcion de la razén de onda estacionaria.

Una linea de transmision sin perdidas tiene una carga normalizada % = 0,540,75. La longitud
de onda sobre la linea de transmision es de 40 mm. Calcular:

a) Impedancia a 8 mm de la carga
b) Valor del coeficiente de reflexion en la carga
c) Valor de S

d) Distancia del primer minimo

En la figura E.48 se representa a una linea, de impedancia caracteristica Z, = 508 y cargada
con la impedancia Z; = 22 + 7,55 2, que estd conectada en paralelo con un segmento del
mismo tipo de guia en cortocircuito. Este ultimo estd situado a una distancia d de la carga y
tiene una longitud . Hallar los valores minimos de d y | para que la guia quede perfectamente
acoplada en su entrada, es decir, para que la impedancia de entrada sea igual a la tmpedancia
caracteristica.

SOLUCION :

Para resolver este problema, se trasladan las admitancias del cortocircuito y de
la carga al punto z = 2y, véase la figura E.44, y se impone la condicion

1
Yzozyc:g vy Yoo =Yoo+ Yo

C
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Ze;é; . Zc Zy
z=0 z=z4 z=L
- d -
Figura E.43:
T
Y(Zz=0)=Y, Yo Yo
z=0 z=z
Figura E.44:

e-83

donde Y, es la admitancia total en z = 25 y Y..0 ¥ Y70 las del cortocircuito y de
la carga trasladadas a dicho punto. De esta forma, la linea queda perfectamente

acopladay Z(z=0) =2, = i

Si se normaliza la ecuaciéon anterior, dividiendo por )., se emplea la notaciéon

1
o= ., n=tg(Bd
tg(B1) 5d)
para las incoégnitas y
YV =a+jb

para la admitancia normalizada de la carga, se tiene que

I1+j(a+37b)n
a+jb+jn

1+ja=

Hallando la parte real y la imaginaria de esta ecuacién y despejando se tiene

~1)—

f = Ma-1)-b
a

B l1—a+ab
= b—«o

Eliminando « entre las dos ecuaciones se tiene que

A2 +Bn+C=0



e-84

e-36.

e-37.

APENDICE E. APENDICE II DEL CAPITULO 4

donde A, B y C son funciones de a y b.

Operando se obtiene el par de soluciones

ap =087 ,, ay=0_87
m = 0742 ) e = 0795

Los valores normalizados de las longitudes, son

{ 1 1
=2 o artg(—) +0.5 = ~0,14 40,5 = 0,36

A T o

Se ha tenido en cuenta que la tangente tiene una periodicidad de %)\. De forma
analoga,

di 1
dN == —art = 0,0063
1 =5 = 5 -artg(m) =0,
d 1
dY ==L = — artg(ny) +0,5 = 0,39
A 2T

s Cudl es el valor de Q para una cavidad cibica vacia, con paredes de cobre y aristas de 3 cm,
que trabaja a la frecuencia de resonancia del modo TFEig1? (60-5'8107S - m~!). Comparar
el resultado comn la estimacion que se obtiene en funcion de los volimemes .°cupados”por los
campos y por las corrientes.

SOLUCION :
De acuerdo con el texto, la frecuencia de resonancia del modo T F1y; es fig1 ~ 7TGHz
y el campo magnético
H, = Hycos(m E) sen (m E)
a a

x z
H, = —H z z
I osen(wa)sen(ﬂa)

El factor Q) es
<Wem>w101 _ 2 fV |H|2dv _ 3
(Pwrn 0101 [y |H[2ds 6101

Q = win

El orden de magnitud se estima con la ayuda de la expresion

0 2V 1

0~ g =5

Sd101  d101

Hallar las cinco primeras frecuencias de resonancia para una cavidad rectangular vacia, de
dimensiones a = 3cm, b= 1cm y L = 9cm. Estimar, de la misma forma que en el problema
anterior, el valor de Q) para cada una de estas frecuencias. Supuesto que, en un instante inicial,
la energia almacenada se halle tgualmente repartida en las prorimidades de estas resonancias,
& Como evolucionardn en el tiempo las relaciones entre las energias correspondientes a las
ultimas resonancias y la correspondiente a la fundamental ¢
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F.1. Ejemplos de multipolos radiantes

Los ejemplos siguientes ilustran como, en la naturaleza y en la préactica, existe una gran variedad
de sistemas eléctricamente pequenos que radian predominantemente como multipolos simples. Parte
de los ejemplos propuestos pueden ser tratados con mas rigor en el seno de la mecénica cudntica o
mediante los potenciales de Lienard-Wiechert. No obstante, dentro de las condiciones impuestas en
cada caso, los resultados que se obtienen son siempre significativos.

F.1.1. Molécula apolar; dipolo con orientacién fija

Como se muestra en la figura F.1, el modelo méas simple que se puede hacer de una molécula
apolar es el que la representa como una nube, esférica y uniforme, de carga negativa, que rodea a
un nucleo positivo puntual. Se supone que un campo aplicado tipico actia perturbando ligeramente
esta distribucién, de forma que los centros de carga se desplazan una distancia 7, que es muy inferior
al radio de la distribucién a. Puesto que el niicleo es mucho méas masivo que la nube electronica, se
supone que éstos estan practicamente quietos y que los electrones se mueven con respecto al mismo.
La fuerza sobre la nube electrénica es, por el principio de accién y reaccion, igual y contraria a la que
actia sobre el nicleo. La figura F.1 muestra al nicleo desplazado una distancia —7), con respecto al
centro de cargas negativas. Suponiendo que los centros de carga estan desplazados inicialmente una
distancia 7, se investigardan las caracteristicas de la radiacién emitida en la oscilacion libre de una
molécula de tipo hidrogendide. Aplicando la ley de Gauss puede calcularse el campo en la posicion
del nicleo y la fuerza que las cargas negativas ejercen sobre las positivas f__;.

= 1 - e —e
E.-dr=— _dv = FE=—_7 =
/S €0 Jo P dregad P’ P ama’

donde p_ es la densidad de carga de la nube.

La fuerza sobre la carga negativa, referida al centro de carga positiva, es

f-1
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nucleo

nica

Figura F.1: Molécula apolar

e —82 62

f=eE = Fy=—k? ., k

4dmega’  dwegad

La ecuacién del movimiento del centro de carga negativa con respecto al ntcleo corresponde a
un movimiento arménico de frecuencia angular wg y pulsacién fj.

&F, K
W = —WOTp 9 wo = E = 27Tf0

El momento dipolar de la carga es, en consecuencia,

-

d = —erpcoswotTy - dy, = —€T

Tomando como valor tipico del radio molecular a ~ 107'%m, se obtiene una frecuencia de
radiacién fy ~ 2,510 Hz y una longitud de onda Ay ~ 1,210~ "m = 120nm que corresponden al
infrarrojo cercano.

F.1.2. Antena dipolar lineal

Es conveniente puntualizar que en la literatura de antenas se califica como Antena dipolo, o sim-
plemente ”dipolo”, a sistemas radiantes que, por su dimensién, no son representables en términos
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multipolares, salvo como agrupacién de dipolos. La antena que aqui se trata corresponde a lo que
en terminologia de antenas se denomina ”pequenio dipolo”; es una antena lineal de hilo conductor,
alimentada en el centro, como se muestra en la figura F.2, cuya dimensiéon maxima L es eléctri-
camente pequena. Se supone que el didmetro ¢ del hilo es, a su vez, mucho menor que L, lo que
permite suponer que la corriente que la recorre es unidimensional. Dada la simetria del problema es
de esperar que la carga acumulada en cada instante en la parte superior y en la inferior de la antena
seran iguales y de distinto signo, por lo que el término mas significativo de la radiacion serd dipolar
eléctrico. Con las hipétesis de partida es posible determinar aproximadamente la forma en que la
corriente se distribuye a lo largo de la antena y, aplicando la ecuacion de continuidad, la distribucién
de carga y el momento dipolar. Considerando un segmento elemental de la antena, como se muestra
en la figura F.2, que estd recorrido por un intensidad i(2’,¢) y que acumula una carga lineal py, por
unidad de longitud

+L/2 ]

— | (p<<L<<)\

A N\
@ 2 =0 é%\kz’) \ |yz +AZ')

z zZ+A7
pL
-L/2 1
Figura F.2: Antena dipolar eléctrica
Y
ap 5 A2
/ 7 dF——/atdv . i(2 + A ) —i(2t) ~
AS v _aaLtLAZ/
1o/} apr
= — =
0z ot
Si se supone que la corriente es armonica
: -1 8[0(,2’)
I(Z,t) = Io(2)e? " = =—
(z b ) O(Z )e pr ]w 82/

En general, el calculo de la distribucion de corriente en una antena es un problema de contorno
complicado. En el caso actual, Iy(z") puede deducirse facilmente mediante un desarrollo en serie
alrededor del origen 2z’ =0
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0l (2) 1 8210(2’) 9
I ~J , p— P , o e NI I
Io(z)_Ig+< = Z/Oz+2 2 Z/Oz + ~ Iy + Az

donde A es una constante que puede estimarse como A ~ Ip/A. A debe ser una longitud préxima a
la de las ondas en el medio exterior. Luego los términos despreciados son del orden Iy/(2'/)\)? <<
Iy/(2'/\) y la serie converge para L << A. Ademds, la corriente debe ser continua en el origen y
nula en los extremos de la antena

Io(Z/ == 0) == I(_) 2
IO = = Io(zl) = IO <1 — L|Z,’>
Lz =xLy=0
por lo que se dispone de una expresion analitica aproximada de la distribuciéon de la corriente en
funcién de la amplitud Iy. De aqui se deduce que

L
21 2 IyL
PLw = iio = dy, = 2/2 przl dz' = 07
J 0 2jw

F.1.3. Electréon en orbira circular; dipolo que gira

Ya se vi6é en su momento que un electréon atrapado en un campo magnético gira a la frecuencia
ciclotrénica . = eéo /(7em). Una carga puntual que gira con frecuencia &y puede tomarse también
como modelo clasico de electrén en un orbital atémico simétrico. Dado que la velocidad equivalente
del electrén no es relativista en estos casos, se vera que la radiacién emitida es principalmente de
tipo dipolar eléctrico pero que también existen contribuciones cuadripolares significativas.

Radiacién dipolar eléctrica

De acuerdo con la figura F.3, la trayectoria de la particula puede expresarse como

—

7p(t) = ro(cos wot T + sen wot y) (F.1)
En notacién compleja

—

p(t) = 70(T — jy)e’ " (F.2)
El momento dipolar eléctrico resultante es

on - _6710(5 - ]@\)

lo que corresponde a un dipolo que gira en un plano perpendicular a z. La intensidad de la radiacién
dipolar eléctrica viene dada por 5.79, donde
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Figura F.3: Electréon en érbita circular
A dy = —jero{(Z — j7) cosh — % send eI #}

|7 A doy|? = €2r2(1 + cos0)

(Z(9)) = f(0) = %(1 + 00829)

La intensidad emitida en el plano que contiene al dipolo, (§ = 7/2), es igual a la méxima emitida
por el dipolo fijo, mientras que en la direccién perpendicular al mismo, ( = 0), la intensidad es
el doble de dicho maximo. Esto es asi porque, como puede verse en la figura F.4, en el primer
caso se observa un dipolo oscilante perpendicular — la proyeccion de d., sobre 7 no contribuye al
campo observado — que produce un campo linealmente polarizado, y en el segundo se ve un dipolo
giratorio transversal que equivale a dos dipolos oscilantes cruzados, los cuales producen un campo
con polarizacion circular en la direccion de cz;,. Visto desde esta tltima posicion, el dipolo arrastra
en su giro al campo de radiacion con el retraso temporal correspondiente.

Momento magnético

Puede comprobarse que el electréon en érbita circular tiene momento magnético estatico y que,
por lo tanto, no emite radiacién dipolar magnética.
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Figura F.4: Polarizacion de la radiacién
. 1 - L., 1 - L= ,
m = — [ r"AJdV = e " ANUO{r — (1) }) dv
2 /. 2¢ /.,
1 1
= 56771,(15) ANTU(t) = 567”8 Wo

Radiacién cuadripolar eléctrica

Ademds del campo de radiacién dipolar eléctrico, de frecuencia wy, el electrén orbital radia
campos multipolares de orden superior. El cuadripolar eléctrico, aunque de menor importancia que
el anterior, también es significativo y radia a la frecuencia 2wg. En el dominio del tiempo

Qui = ¢ [ (el Bar®) 817 = 7y(0)} dv' = ef3rary — Baard)

Sustituyendo para r, y rg los valores correspondientes para la trayectoria 7,(t) F.1, con «, § =
T,y

1
Qzz = —3 67’(2) (cos®wot — g)

1
Qyy = —3 erd (sen*wot — §)

Qoy = Qua=—3 er% senwgot coswot
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Estas expresiones pueden desarrollarse en funcién de senos y cosenos de la frecuencia doble, con
lo que las @, tendran componentes de frecuencia 2wy e independientes del tiempo (estéticos o de
frecuencia nula). Solo los términos de frecuencia doble contribuyen a la radiacién. Escribiendo estos
altimos con notacién compleja

2 2 s M2wo — 2 27 wot
0= Q= —j Q%P = Qo =—Berf - (¢¥)

se pone en evidencia que la radiacién cuadripolar eléctrica del dipolo eléctrico giratorio tiene lugar
a frecuencia 2wy. En forma matricial

- 1 —j 0
Q2p =Qo| —j —1 0
0 0 O
luego
_ ~ S 3 . .
szo'n:%(@"—yy)(l‘—w):—irodwseWe”
y

A Qaw, - 71)|* = (Qo)*sen®d (1+ cos®8) = (Qo)*(1 — cos™0)

lo que hace que la radiacién cuadripolar sea mucho mas directiva que la dipolar. Puede comprobarse,
ademas, que la relacion entre las potencias radiadas en cada uno de estos términos puede ser estimada
como

P, WOT0y2 (g0 y2 _ (V052

5 ~ (=) =(kro)” = ()

Py c c
donde vy es la velocidad de la carga en su giro. La aproximacién dipolar empezard a ser ineficaz
cuando la velocidad de la particula se acerque a la de la luz, en cuyo caso la aproximacién de los
campos de radiacién exigird un niimero grande de términos multipolares.

En los datomos con velocidades muy inferiores a la de la luz, y en cualquier sistema radiante
de cargas en érbita circular, la radiacién dominante es la dipolar eléctrica. Se suele decir que las
transiciones cuadripolares atomicas estan prohibidas pero, de hecho, estas lineas de radiacién pueden
detectarse mediante medidas precisas y presentan un gran interés para la identificacién de dtomos
y para la determinacién de las condiciones de excitaciéon de muchas fuentes de radiacién.

F.1.4. Radiacién de un momento magnético en precesién

La figura F.5 representa a un dipolo magnético rigido 173, como puedan ser los de spin u orbitales, !
sometido a un campo externo By. El dipolo precede alrededor del campo, adquiriendo una proyeccién

'Se entiende que un dipolo rigido es aquel que, sometido a un campo magnético externo moderado, no altera
apreciablemente su magnitud
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constante en su direccion y otra giratoria en el plano perpendicular. Esta iltima genera una radiacién
dipolar magnética andloga a la del dipolo eléctrico giratorio . El par T' que actiia sobre el dipolo y
su ecuacion del movimiento vienen dados por

>
Byl 2

>
wL

X

Figura F.5: Precesiéon del momento dipolar magnético

Fe s B dL  1dm
=m —_ - =

0T dt T dt
donde T', la razén giromagnética, es el factor que relaciona al momento angular T con el momento
dipolar magnético. Escrita en funcion de la frecuencia de Larmor wy,

dm - 5
EZWL/\TTL sy CUL:—FBO

Esta es la ecuacién tipica de precesion del vector m con velocidad angular &Jr,. Dado que precede
alrededor del campo aplicado, el momento dipolar tiene una componente paralela constante 17|, que

no radia, y una perpendicular giratoria

my =myo(cos wpt T + sen wrt y)

que produce la radiaciéon dipolar magnética mencionada mas arriba. Esta energia radiante es de
dificil detecciéon porque los campos que pueden aplicarse en la practica producen frecuencias de
Larmor pequenas y, consecuentemente, una baja intensidad de radiaciéon. En los sistemas atémicos,
la precesién se determina midiendo la frecuencia a la cual absorben energia, lo cual puede hacerse
con mayor sensibilidad que para la emisién.

Efecto Zeeman

Si al electrén en orbita circular que se ha considerado anteriormente se le somete a un cam-
po magnético externo moderado, su momento magnético precedera con una frecuencia de Larmor
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wyr, << wp. Se puede demostrar que, bajo estas condiciones, la Unica alteraciéon practica que sufre
la 6rbita, y su momento magnético, es el efecto de precesion. Sean Ty, Yo y 2o los vectores unitarios
de un sitema de referencia solidario con la érbita y Z, ¥ y z los del sistema de laboratorio, en el que
EO = ByZ. T se tomard de forma que gire en el plano z = 0 y se hard coincidir con Z en ¢t = 0,
mientras que ¥ (, es un vector unitario auxiliar en la direccién de la proyeccién de o sobre el mismo
plano. a es el dngulo que m y Zp forman con 2y el que 3y forma con el plano z = 0. Véase la figura
F.6.

N>
o
N>

trayectoria

Figura F.6: Efecto Zeeman

Con respecto a sus ejes, la trayectoria del electrén es descrita por la ecuacién

—

7p(t) = ro(cos wot T + sen wot Yo)
donde
Ty = coswptT+ senwpty

~/ ~
Yo = cosayy+senaz

= —senwrtcosal+ coswptcosay+ senaz
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luego

F=ry [ (coswotcoswrt— senwytsenwrtcosa)x
+ (coswpt senwrt 4+ senwot coswrt cos )y

+ senwptsena? ]

Los productos de senos y cosenos pueden desarrollarse en funcién de los arcos suma y diferencia,

con lo que, el momento dipolar resultante es

{ (14 cos a)] cos(wg+wr)tT + sen(wo + wr)ty]
+ (1 —cosa)| cos(wyp —wr)txT — sen(wp —wr)t Y]
+ 2

senasenwot z }

>
BO
=
dw0
=
d
"W+ 0
= >
d(A)O+ (,OL n
=
EwOT WV E
W

Figura F.7: Polarizacién de las lineas Zeeman

Contiene pues las componentes armonicas simples

-

dy, = —jerpsenaz

-

1 PPN
duptwy, = —3 ero (1 £cosa)(T+57)

La precesién introduce tres frecuencias dipolares eléctricas de radiacién, ademés de la la dipolar
magnética a wr. La frecuencia wy es radiada por un dipolo oscilante orientado en la direccién z y
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produce radiacién linealmente polarizada, como se muestra en la figura F.7. Las wg & w;, proceden
de dipolos que giran en el plano z = 0 en sentidos contrarios y producen radiacién polarizada
circularmente, cuando se observa desde el eje z, y linealmente, cuando se observa desde el plano
z = 0. Asi pues, en la direccion del campo magnético se detecta un Doblete con polarizacion circular
y frecuencias wg + wy, y en la direcciéon perpendicular se observa un Triplete con polarizacion lineal
y a las frecuencias wy y wg + wr.

_2q

\_/

O+

Figura F.8: Oscilacién fundamental de un nicleo

F.1.5. Radiacién v

La radiacion cuadripolar eléctrica es caracteristica de la emisién v nuclear. Los ntcleos mas
simples pueden ser representados como esferas uniformemente cargadas, constituidas por un fluido
nuclear practicamente incompresible. La oscilacion de orden inferior, que es predominante, presenta
simetria con respecto a un eje y a su plano diametral — oscila entre las formas de elipsoide prolato de
revolucién (alargado) y oblato (achatado) — generando una estructura cuadripolar eléctrica lineal
como se muestra en la figura F.8.

F.1.6. Ejemplos de multipolos artificiales

En la figura F.9 se presentan algunos ejemplos de antenas y agrupaciones de antenas cortas que
pueden ser tratadas como multipolos. Sus reglas de generaciéon son andlogas a las de los multipolos
estaticos: para generar un multipolo de un orden superior a uno dado, se desplaza el multipolo
original una pequena distancia y se sitia en su posicion de partida a un multipolo de igual magnitud
y signo contrario. En (a) se muestra la antena dipolar magnética ya estudiada, en (b) a un dipolo
hertziano cargado — las dos bolas que cargan sus extremos son, en definitiva, condensadores con una
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Figura F.9: Ejemplos de antenas multipolares

capacidad muy superior a la del hilo, con lo que la corriente a lo largo del mismo puede suponerse
independiente de z—, (c) es una antena cuadripolar eléctrica y (d) una antena dipolar magnética.

F.2. Radiacién, absorcion y dispersion

F.2.1. Aceleradores de particulas

Es interesante analizar como los resultados obtenidos en la seccién 5.3.2.2, para la intensidad
(5.127)

e 16m2¢eg ¢ (1-3,-R)®
y la potencia total (5.138) radiadas por una particula
1 et s 23 A B2 32
P = FEOW%{(EﬁLCBp/\B) —(Bp-E)} = (F.4a)
e et > 2 A B2 72
= mm{(EJrCﬁp/\B) —(Bp-E)} (F.4b)

, se aplican en los casos tipicos de los aceleradores lineales y circulares.



F.2. RADIACION, ABSORCION Y DISPERSION 13

Aceleradores lineales

En este tipo de aceleradores, el campo magnético es nulo y un campo eléctrico E, uniforme y
constante, acelera a las particulas cargadas en su misma direccién.

Distribucién angular de la radiacion :

Situando al eje del acelerador en la direccién z (véase la figura F.10)

E:E02)7 /B;:/Bpgn Bp:ﬂ.p/’z\ (F5)

Figura F.10: Diagrama polar de radiacién. Movimiento lineal

La direccién de observacion R forma un angulo 6 con el eje z y

A~ 2 .
Z,(R, t) ° 32 sen? 0 !

p (1 — B, cos0)> (F-6)

= 1672 gocC

La férmula de Larmor para la intensidad radiada por particulas lentas se ve aqui modulada por
el factor direccional o~° que, en el caso ultrarelativista (Bp =1—x , z < 1), acentlia fuertemente la
radiacion en la direccién frontal del movimiento. En el problema 5-23 se muestra como la intensidad
de radiacién en la direccién de la marcha es estrictamente nula (~ senf) pero es maxima en
direcciones préximas a la anterior, de forma que para 7, > 1 la mayor parte de la energia se emite

dentro de un semicono cuya apertura es del orden de Af = %

Relacién entre la potencia radiada y la suministrada por el acelerador :

En los aceleradores lineales, la fraccién de la energia suministrada a las particulas que se pierde
por radiacion electromagnética suele ser despreciable: la potencia radiada F.4 puede expresarse de
la forma
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; En)? k.7
Pri 6meg c3m? (o) (F.7)
donde i

E — ac

€50 dx

es la fuerza aplicada (el trabajo que el campo acelerador realiza por unidad de longitud) sobre
la particula cargada. La intensidad radiada por ésta es, por lo tanto, independiente de su propia
energia y funcién de la que el acelerador le cede por unidad de longitud.

Una medida inversa de la eficiencia energética en la aceleracién de cargas puede darse por medio
de la relacion entre la potencia radiada y la suministrada por el acelerador
d&ye d&ue dx

- P 5
dt ~ de ar Foc

, es decir, por

Pqg 1 e 1 (d&w>

d€ac 402 3
Sgae 6meg ctm? B, \ dx

Esta fraccién tiende a infinito cuando 3, — 0, pero, como se expuso en la seccién 5.4.2 dicho
limite queda excluido en este analisis. En el caso 3, — 1,

lim P _ 1 e2 d&uc
Bp—1 % 6meg ctm?2 \ dx

Un valor tipico de ddggc puede ser el de 10 MeV -m ™!, por lo que, en el caso més desfavorable, el

del electrén, puede comprobarse que, incluso para particulas ultrarelativistas, la fraccién de energia
perdida por radiacién es despreciable.

Aceleradores circulares

Se ha visto que, en los aceleradores lineales, la energia radiada suele ser una pequeiia fraccién de
la que se emplea en incrementar la energia de las particulas, por lo que, en la practica, la primera
no constituye un factor limitante en el diseno de los mismos. Por el contrario, en los aceleradores
circulares es necesario, ademas, suministrar energia para mantener la de las particulas en un valor
determinado. Efectivamente, una carga en movimiento circular uniforme estd acelerada, lo que
hace necesario compensar la energia que ésta pierde por radiacién. El objetivo de los anillos de
almacenamiento es, precisamente, el de conservar a las particulas en una érbita cerrada y a un
cierto nivel energético. Se vera que este aporte de energia si es un factor que, en la préctica, limita
las cotas de energia alcanzables por este tipo de aceleradores. En lo que sigue se supone que un
campo magnético uniforme mantiene a las cargas en una trayectoria aproximadamente circular. El
campo, la velocidad y la aceleracion forman en cada instante un triedro rectangulo

By LB, LB 13,
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Figura F.11: Diagramas polares de radiacién. Movimiento ciclotrénico

Distribucién angular de la radiacion :

Si se elige un sistema de coordenadas tal que, como se muestra en la figura F.11-a, el eje z
coincide con la direccién de la aceleracién instantanea, el y con la del campo y el z con el de la
velocidad, se tiene que

ENB ., GINB L 2116
R =senfcos 7 + sensen ¢y + cos 0z

En la figura F.11-b se representa a la seccion zz y en la F.11-c a la yz.

Desarrollando el triple producto vectorial que aparece en la expresién F.3, ésta se concreta en ?

2Problema 5-25.
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S o € |E |2 senfcos¢ \°
(R t) = 16m2epc (1 — ﬁpcos 6)3 [1 a <’yp(1 — Bcos 9)) ] (F-8)

lo que, como en el caso de los aceleradores lineales, supone que las cargas radian preferentemente en

la direccién frontal, aunque la intensidad no se anula para § = 0, y que, como puede demostrarse, la

mayor parte de la energia se emite dentro de un semicono cuya apertura es del orden de Af = %
p

Pérdidas por radiacion :

Para los aceleradores circulares, la potencia radiada F.4b toma la forma

4 32
e* B
_ £2 32 F.9
" 6megdmd By (F.9)
y, dadas las definiciones de la frecuencia y del radio ciclotrénicos B.12 y B.16, la energia que la

particula pierde en cada ciclo es

2 e .
AW, =P, —— = — L7
¢ Q|  3e0 T

donde 27/|€2| es el periodo y 7. el radio del movimiento ciclotrénico.

Para particulas ultrarelativistas 8, ~ 1y

e2 &t

AW, = —S &
7 3egmA B 1.

lo que puede constituir una fracciéon apreciable de la propia energia de la particula: para un elec-
trén de 5GeV, v, ~ 10%. En un acelerador con 7. = 10m, AW, ~ 6 MeV - ciclo y en otro con
re = 10 Km, AW, ~ 6 KeV - ciclo. Las pérdidas crecen segtin £* y decrecen como el radio r. del
acelerador, lo que hace muy costosa la aceleraciéon de particulas a muy alta energia. Los grandes
aceleradores actuales, y los que estan en construccién, tienen radios kilométricos y requieren un
esfuerzo econdmico multinacional.



Apéndice 1

Tensores

El electromagnetismo se expone en este texto dentro del marco de la Relatividad Especial y se
desarrolla a partir de principios basicos. La utilizacién de un espacio de Minkowski, con estructura
matematica de espacio puntual afin euclideo, referido a sistemas de coordenadas lineales, requiere
el uso de una fraccién de la teoria tensorial, la cual se supone que el alumno domina previamente.
No obstante, dado que los enfoques y nomenclaturas empleados en los textos de tipo matematico o
fisico son muy diversos, a continuacion se proporciona un resumen de dicha teoria con la extension
suficiente y necesaria y con la nomenclatura y notacién que se emplearan en dicha exposiciéon
[Lichnerowicz, Lanczos|.

I.1. Espacios vectoriales

I1.1.1. Definicién de espacio vectorial

Definicién 7 (Espacio vectorial) Se define como espacio vectorial al conjunto E, a cuyos el-
ementos llamaremos vectores, en el cual estan definidas dos leyes de composicion: una de suma
vectorial y otra de multiplicacion por un niumero.

La suma vectorial establece una correspondencia entre cada pareja de vectores T,y € E con un
tercer vector Z € E de acuerdo con las siguientes propiedades:

a) Propiedad conmutativa
T+y=y+7

b) Propiedad asociativa

—

T+ (G+2)=@+7y)+72
¢) E contiene a un vector nulo 0 tal que
F+0=7

I-1
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d) Todo vector T € E tiene un opuesto —% € E tal que
T+ (—%)=0

La multiplicacion por un nimero ' X\ € R hace corresponder a cada vector ¥ € E otro vector
7= Mr € E de acuerdo con las siguientes propiedades:

e)

1Z2=2
f) Propiedad asociativa con respecto a la multiplicacion por un nimero

AMp@) = (A\p)@

g) Propiedad distributiva con respecto a la suma de nimeros

AN+ p)Z = Ao + pud
h) Propiedad distributiva con respecto a la suma vectorial
MTZ+Y)=\C+ Ny

(De forma andloga puede definirse un espacio vectorial sobre el cuerpo de los niimeros complejos
C).

1.1.2. Base de un espacio vectorial

Definicién 8 (Sistema de vectores linealmente independientes) Es un conjunto de vectores
Zi,i=1,...,p, tal que la ecuacion

MT1 4+ 0Ty =0
solo se cumple si \y = --- =\, = 0.

p es el orden del sistema.

Definicién 9 (Base de un espacio vectorial) FEs cualquier sistema de vectores linealmente in-
dependientes €;,1 = 1,...,n, cuyo orden n es mdximo en E,.

Diremos que E tiene dimensién n y lo anotaremos por E,,. 2

'Ma4s adelante se definird el concepto de escalar. Se considerars que A es un escalar.
2En adelante solo se consideraran espacios de dimensién finita, p. ej.: n = 4.
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1.1.3. Componentes de un vector

Puesto que n es el orden maximo de cualquier sistema de vectores linealmente independientes
en F,, anadiendo un vector Z, no nulo, a una combinacion lineal de los elementos de una base €,
se obtiene

F4+ME A+ oo+ M, =0

donde al menos uno de los \; es distinto de cero puesto que en caso contrario el orden de la base
seria n+1.

Despejando & en la ecuacién anterior
Z=2z'e, + ...+ 2"€,
donde z*,i = 1,--- ,n se definen como las componentes del vector I con respecto a la base é;.

En adelante haremos uso del convenio de Einstein ? para la suma sobre indices repetidos

i=Y z'é=1'¢ (I.1)

n
1=

1

Sean ¢€; y €’; dos bases de E), y escribamos
> o J 0. 1.2
€ =ale; (1.2)
donde las ag son las componentes de los vectores de la base €; con respecto a la base ¢’;.

De igual manera, escribiendo las componentes de €’y con respecto a €; como b?C
€'y, = b}, € (1.3)

Con objeto de disponer de una identificacién rapida de estas transformaciones, llamaremos
”directa.? esta dltima e ”inversa.2 la primera, aunque una y otra son equivalentes dado
que ambas son mutuamente reciprocas. Efectivamente, sustituyendo 1.2 en 1.3

e, =bjalé;
¥, puesto que los ¢/; son linealmente independientes

alb :5i5{0 : j#k (L.4)

3Segiin este convenio, un monomio en el que aparezcan parejas de indices repetidos representan a una suma sobre
todos los posibles valores de dichos indices. En lo que sigue, cada pareja de indices repetidos contendra a un subindice
y a un superindice. En una expresion polinomial, los indices que se repiten en un monomio pueden cambiar de nombre
con tal de que no tomen ninguno de los del resto de los indices del mismo monomio.
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Este resultado se deduce del hecho de que las transformaciones directa e inversa
constituyen dos sistemas de ecuaciones mutuamente reciprocas y, por lo tanto, las
matrices de sus coeficientes son reciprocas entre si

(b)) = (af)

luego sus determinantes son no singulares:

b= b = —

|a5]

1
=—£0
a

La 5; definida en 1.4 * es la delta de Kronecker, la cual es simétrica (5; = (53 ), y cuya
matriz

es la matriz unitaria, o identidad °.

Cualquier vector T puede ser expresado con respecto a ambas bases en funcion de
sus componentes

. . L o
T=ua'e;, =a'ale;=a"¢;

donde las 2”7 son las componentes de Z con respecto a la base ¢';. La ley de transfor-
macién directa para las componentes es, por lo tanto,

2 = afa:i (I.5)

De la misma forma obtenemos la ley de transformacién inversa para las coordenadas

zt = b;l‘,j (1.6)

Las z' reciben el nombre de componentes contravariantes del vector puesto que sus
leyes de transformacion son las contrarias de las de los vectores de la base.

4E] primer miembro es la suma de los n términos que resultan de darle al indice i todos los valores posibles. Dadas
las propiedades de la suma, es posible alterar el orden del producto y cambiar el nombre a i: bl a{ = 5%. También
puede cambiarse el nombre de los indices no repetidos del monomio pero, en este caso, ha de cambiarse también en
los demés monomios de la expresién: af b}, = 67 .

®Se recurrird ocasionalmente a la notacién matricial pero en general es preferible el uso directo de las expresiones
indexadas.
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1.1.4. Espacio vectorial Euclideo

Definicién 10 (Espacio vectorial Euclideo) Es un espacio vectorial en el cual se define
una tercera ley de composicion que llamaremos producto escalar y que a cada pareja de
vectores T, le hace corresponder un nimero real I - i con las siguientes propiedades:

a) Propiedad conmutativa

— —

Fg=7-
b) Propiedad asociativa para la multiplicacion por un nimero
(AZ) -7 =Z- (\J) = A(Z - 9)

¢) Propiedad distributiva con respecto a la suma vectorial

— — - =

T (Y+2)=2-y+7-2

d)

Z-7=0 VI siysolosi §=0

Se dice que un espacio vectorial P, es propiamente euclideo ¢ cuando la norma de

un vector
|z = (@) =27 (L.7)

es definida positiva (||Z]] > 0 V& # 0). En Relatividad no se utilizan espacios propia-
mente euclideos.

1.1.5. Funciones métricas covariantes

Los productos escalares de los vectores de una base reciben el nombre de funciones
métricas covariantes

9ij = € - €5 = gji (1.8)
Al cambiar de coordenadas mediante 1.2
gk = €k - € = (aj, ¢) - (a] &)
con lo que las leyes de transformacién inversa y directa son:

g =akalgl; .. G o= biblgi (1.9)

Estas funciones métricas se dice que son covariantes porque las leyes de transfor-
macién de cada uno de sus indices son las mismas que las de los vectores de la base.

SEn este caso, como en otros, la nomenclatura no es uniforme en todos los textos; aquf se sigue la de [Lichnerowicz].
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El producto escalar entre dos vectores se expresa en funcién de las mismas como

B = gija'y’ (1.10)
donde se pone de manifiesto que el producto escalar de dos vectores es una forma
bilineal y simétrica (g;; = g;i) con respecto a las componentes de ambos vectores. Es
facil de demostrar que, ademas, es no degenerada. Efectivamente, de acuerdo con la
propiedad d) del producto escalar, ¥-¢y =0 V¥ <& ¢ = 0. En particular esto es
cierto para ' =6, a =1,2,--- , n, con lo que

95y =0

Yy, puesto que este sistema de ecuaciones solo admite la solucion y’ = 0, el determinante
de sus coeficientes debe ser distinto de cero

Geov = |gz’j‘ 7A 0

[.1.6. Ortogonalidad

Se dice que dos vectores 7,3y # 0 son ortogonales si ¥ -4y = 0. El proceso de ortog-
onalizacién de Smith asegura que en cualquier espacio euclideo pueden encontrarse
infinitas bases ortogonales definidas por las relaciones

& & =0 Vi#j

En los espacios propiamente euclideos es posible hallar bases ortonormales, tales
que

I[.1.7. Base adjunta; funciones métricas contravariantes

Se pueden definir componentes covariantes y contravariantes de un vector en un
espacio no euclideo; para ello no es necesario recurrir al concepto de producto escalar.
Sin embargo, dado que los espacios que se utilizaran son euclideos, abordaremos este
tema de forma especifica para este tipo de espacios [Lanczos].

Definicién 11 (Base adjunta) Se dice que €7 € E,, es una base adjunta a la base €; € E,,,

& - el = (L.11)

Puesto que los vectores €; constituyen una base, los ¢/ pueden expresarse como
combinacién lineal de los anteriores

el = gl'e; (1.12)
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donde ¢’! son las funciones métricas contravariantes (componentes de los vectores de
la base adjunta con respecto a la base original). La matriz (gij ) es la reciproca de la
(9ij) como puede comprobarse multiplicando ambos miembros de la ecuacién anterior
por ¢,

—

&&= g - &

y haciendo uso de la definicién de g;;,

9 gin = 6}, (1.13)
de donde se deduce que
ij —1 ij 1
(97) = (9i7) = Geon = |g"| =
YGeov

y N

1

g = =

Gcov

donde A’" es el cofactor o adjunto del elemento gj;. Dada la simetria de las funciones
métricas covariantes, las contravariantes también lo son.

Multiplicando 1.12 por é* se obtiene una definicién para las funciones métricas
contravariantes analoga a la dada para las covariantes en la expresion 1.8

g =ek. e (1.14)

Por otra parte, 1.12 puede invertirse dando lugar a

& = gijé’ (L.15)

Las g;; son, en consecuencia, las componentes de los vectores de la base ¢; con
respecto a la base adjunta.

Como puede comprobarse haciendo uso de 1.12, 1.15 y 1.13, la base adjunta de la
base adjunta de una base dada es esta tultima, con lo que la propiedad de adjunciéon
es mutua y la colocacién de los indices en posiciéon superior o inferior es cuestién de
convenio.

Es facil de comprobar que las funciones métricas contravariantes transforman sus
indices como las componentes contravariantes de un vector.
ij _ pipd tkl rj i J kl

g7 = bibg o g =apalyg (1.16)

y que los vectores de la base adjunta se transforman también de forma contravariante

e (1.17)

> 11 )
e’ =bje )y e
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[.1.8. Componentes covariantes de un vector

Como se ha visto, cualquier vector puede ser expresado con respecto a una base
¢; en funcién de sus componentes contravariantes z'. Puesto que la base dual también
es base de E,, ese mismo vector puede representarse con respecto a esta tultima en
funcion de unas componentes covariantes x; de la forma

F=ux;é (1.18)

cuyas leyes de transformacién son las mismas de ¢;

/ —_—

T, béxz . x; = agarz (I.19)

/
J

Sustituyendo 1.12 en 1.18 se comprueba que las funciones métricas también relacio-
nan a las componentes covariantes y contravariantes de un vector
i

xj = gjixi - Tt = gijxj (1.20)

También es ttil expresar las componentes co y contravariantes de un vector como
proyecciones sobre las bases adjuntas

e (1.21)

I
8y

Tj=1XT"€j sy x

1.1.9. Invariantes

El producto escalar puede escribirse de las siguientes maneras:
T = giya'y’ = gVaiy; = vy’ = ly; (1.22)

Como puede comprobarse transformando cualquiera de estas expresiones, el pro-
ducto escalar es una cantidad invariante frente a los cambios de base. En general,
cualquier magnitud ¢ cuya ley de transformacién de coordenadas sea

¢ =¢
recibird el nombre de escalar. En particular, la norma ||Z|| de un vector es un escalar.

Conviene distinguir entre un escalar, o tensor de orden 0, y una componente de un
tensor que es invariante con respecto al cambio de base ( en la relacién de problemas
se propone demostrar que el conjunto de los (5;'- puede ser considerado como el de las
componentes mixtas de un tensor y que éstas son invariantes).
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I1.2. Espacios tensoriales

1.2.1. Definiciones

Definicién 12 (Producto tensorial) El producto tensorial es una ley de composicion que
a cada pareja de vectores ¥ € I, e ij € F}, les hace corresponder un tercer vector, que
anotaremos como T ® i, perteneciente a un espacio E, ® F, de dimensién np 7, segin
las siguientes reglas:

a) Propiedad distributiva del producto tensorial

Para cualesquiera ¥,71,%2 € Ep, §,y1,%2 € F, y Z€ Gy

1

®

2)
7 2 ®

v:
@y

8y

R (h +
T3)

4+
(fl + X9 +

2
Y

\J) =1
=

&
1®

808

b) Propiedad asociativa del producto por un escalar

Dado un ) € R arbitrario

c) Base del espacio producto

Si ey f; son dos bases cualesquiera de E, y F,, los np elementos ¢; ® f; forman
una base de F, ® F),.

d) Propiedad distributiva del producto mailtiple

—

(FRy)7=2

®

(TRZ)=FRyR Z

El simbolo ® denotara, por lo tanto, al producto tensorial entre vectores o espacios
vectoriales.

En adelante se denotara por 7;; = ¢; ® f; a los elementos de una base del espacio
producto II,,, = E, ® F),, con lo que el producto tensorial de dos vectores ¥ = z' ¢; e
¥ =1’ f; se expresa como

oo - i i o=
TRy =ax"y 7
Lo mismo puede hacerse en funcién de las componentes covariantes o mixtas, aunque,

de acuerdo con las limitaciones impuestas en este resumen, se postpondra el uso de
estas componentes al momento en que se concrete el uso de espacios euclideos.

"Z® § es el producto tensorial de los dos vectores y E,, ® F, el producto tensorial de los dos espacios vectoriales.



I-10 APENDICE I. TENSORES

Se utilizara, para los elementos del espacio producto, la notacién

T =T9%; =T 'y

donde
Tij — xiyj T/kl — x/ky/l
son sus componentes.
Definicién 13 (Tensor) Un tensor asociado a los espacios E,, F,,G,--- es cualquier el-
emento T de £, ® [, ® G, --- dotado de una estructura de producto tensorial.

Definicién 14 (Tensor afin euclideo) Se define como tensor afin euclideo, de orden p y
dimension n, a cualquier elemento T del espacio

E,(Lp)zEn®En"'®En

p veces

potencia p-esima de un espacio euclideo E,.

Nota importante: En lo que sigue se sobreentendera que los tensores utilizados son
afines y euclideos y que los espacios E,, estaran referidos a la base €; o su adjunta é7.

[.2.2. Componentes de un tensor euclideo

Un tensor T de segundo orden (p=2) ® referido a una base, resultante del producto

tensorial de la base ¢;, con si misma o con su adjunta ¢’, puede ser expresado en funcién
de componentes doblemente contravariantes 7"/, covariantes 7;; o mixtas 7%; y T;7:

T=T97; Tij = & ® & (1.23)
T =Ty 7 ., i@ gd (1.24)
T=T,7 ., 7l =& (1.25)
T=T7; 7= ®E (1.26)

En general, las componentes de un tensor no tienen por que ser el producto de
componentes vectoriales sino elementos cuyas reglas de transformacién en un cambio
de coordenadas corresponden en cada indice a las de un vector del mismo tipo (contra
o covariante). En consecuencia, para determinar si un conjunto de elementos indexados
tienen el caracter de componentes de un tensor, es tutil considerar la siguiente definicion
como regla de contraste tensorial:

8La generalizacién a ordenes superiores es inmediata.
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Definicién 15 (Componentes de un tensor) El conjunto de nf elementos T ...,
donde p = r + s, son las componentes r veces contravariantes y s veces covariantes
de un tensor de orden p y dimension n, st al cambiar de base se transforma como el
conjunto de las componentes contravariantes de un vector de dimension n, con respecto
a cada uno de los indices superiores y como las componentes covariantes del mismo
con respecto a los inferiores.
y

. / . -/ . . )
15 il 31 J1 i Js ey ?
T s gt a,; b, a,; bjg T Gleee g

Js 11 Jh . s

De las expresiones 1.12 y 1.15 se deduce que las funciones métricas relacionan a
los distintos tipos de componentes actuando como operadores de subida y bajada de
indices, de la misma forma que en la expresién 1.20 para las componentes de un vector.
Asi, por ejemplo,

Segiin puede comprobarse por la expresién 1.9, las funciones métricas constituyen
las componentes de un tensor g de orden p=2, el cual recibe el nombre de Tensor
Meétrico o Fundamental.

Sustituyendo 1.2 en I.23 se obtiene la ley de transformacién para las componentes
doblemente contravariantes de T

T:Tijafazgk®gl:T/kl7pkl (128)

y de forma analoga para las demas componentes:

TR afaé-Tij ., T”'j:b};b{T/kl (I.29)
W= WHT; L, Ty=afdlTy (.30)
= HdT L, 19— dy (La)
TR = dyT T =T (1.32)

Definicién 16 (Escalar) Se define como escalar, o tensor de orden p=0, a toda magni-
tud invariante frente a los cambios de base.

¢'=¢

I.2.3. Algebra tensorial

Pueden definirse operaciones algebraicas sobre uno o mas tensores cuyo resultado
es otro tensor:
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Definicién 17 (Suma tensorial) Dados dos tensores P y @, de una misma dimension n
y un mismo orden p, se define como tensor suma a aquel T' cuyas componentes son la
suma de las de los sumandos.

Por ejemplo

T = P9 4 QY (1.33)

Definicién 18 (Producto tensorial) Dados dos tensores p®) Y @(Q), de una misma di-
mension n y de ordenes p y q, se define como tensor producto a aquel

T = pl) g Q)

de orden pq resultante del producto tensorial de los dos primeros °.

Por ejemplo - -
T”kl = PUQM (134)

Definicién 19 (Contraccién tensorial) Dado un tensor P®) de orden p, se define como
tensor contraido del anterior a aquel T'?~2), de orden p-2, cuyas componentes resultan
de igualar un indice contravariante y otro covariante de las componentes de P®) y
sumar sobre los mismos.

Por ejemplo

PIQu=T"; =R

La expresién anterior muestra también como el producto tensorial puede combinarse
con la contraccion para dar lugar al Producto tensorial contraido.

El producto escalar de dos vectores es el producto tensorial contraido de los mismos.
También es un escalar el resultado de contraer los indices de un tensor de segundo orden
o el de contraer todas las parejas de indices de un tensor de orden par.

En todos estos casos es facil demostrar que, efectivamente, el resultado de estas
operaciones con tensores es un tensor.

I.2.4. Regla algebraica de contraste tensorial

Dadas nP cantidades indexadas es importante disponer de criterios que permitan
discernir si éstas constituyen las componentes covariantes, contravariantes o mixtas de
un tensor. Ademas del contraste tensorial basico, proporcionado por la definicién 15,
también es 1til el uso de la siguiente regla que, por sencillez, se ilustrara mediante
ejemplos concretos:

9Véase que esta definicién se deduce de la 12.
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Las cantidades indexadas T'(ij) son las componentes doblemente covariantes de un tensor de
orden 2, si las cantidades T'(ij)x? , donde T es arbitrario, son las componentes covariantes de un
vector.

Cambiando de base, dado que el indice i es covariante, segiin 1.19

T'(kl)a!! = b {T(ij)2’}
y, transformando z/ de acuerdo con 1.6

{T'(kl) = b T(if)}a" = 0

l

Dado que z’' es arbitrario,

T'(kl) = b T(ij)

La regla anterior es facilmente generalizable. Por ejemplo, 7'(ij) serdn las compo-
nentes doblemente contravariantes de un tensor si T'(ij)z;y; o T'(ij)Pi;, donde &4 y P
son arbitrarios, es un escalar. Es interesante comprobar que si 7'(ij)z;z; es un escalar,
T(ij) seran las componentes doblemente contravariantes de un tensor si 7(ij) = T'(ji)

1.3. Espacios puntuales

1.3.1. Definiciones

Definicién 20 (Espacio puntual afin) Es un conjunto &,, a cuyos elementos se denom-
inard puntos, en el cual estd definida una correspondencia entre cada pareja ordenada
de elementos (A,B) y un vector AB € E,, de acuerdo con las siguientes propiedades:

a) Propiedad reciproca

—

AB=-BA
b) Propiedad triangular
AB = AC+CB
¢) Unicidad

Dado un punto O € &, arbitrario, a cada vector d € E, le corresponde un punto A y
solo uno, tal que OA=a

Se dird que E, es el espacio vectorial asociado a &,.
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Definicién 21 (Espacio puntual euclideo) Es un espacio puntual afin cuyo espacio vec-
torial asociado es euclideo.

Definicién 22 (Sistema de referencia de un espacio afin) Se denomina Sistema de ref-
erencia de un espacto afin al conjunto de un punto arbitrario O € &,, que se lla-
mard origen de coordenadas, y una base ¢; € E,,. Se anotard por S = (O, ;).

Definicién 23 (Coordenadas rectilineas de un punto) Se definen como coordenadas
rectilineas de un punto X € &,, con respecto al sistema S, a las componentes de
Z=0X € E, (podrdn ser, en consecuencia, de tipo covariante o contravariante).

Definicién 24 (Campo tensorial) Es un tensor Ce E}lp), de orden p y dimension n, que
es funcion de las coordenadas de los puntos X € &,.

Los espacios puntuales que se consideraran en adelante son euclideos. En éstos puede
hablarse de distancia o, preferiblemente, de intervalo entre dos puntos X e Y, definido
como

sxy = \/ | XY

admitiendo que éste puede tomar valores imaginarios dado que la norma puede ser
negativa.

Las componentes del vector XY vienen dadas por la diferencia entre las coordenadas
de los puntos X e Y y son invariantes frente al cambio (traslacién) del origen del sistema
coordenado.

Sea S = (0,¢;) el sistema resultante de trasladar el origen de S = (O, ¢;) desde el
punto O al O.

Con respecto a S

y con respecto a S

—

—0X=00+0X=00+% ,,

&Ry
Iy
1
Q,
1
1,
_l_
<y

con lo que
XY =X04+0Y =0Y -0X=(y"—2")é =

OY —0X = (y' — ') &
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La norma de XV puede escribirse de la forma
) . . . . .. . .
XY =gy — 2y —a’) =g (yi — @) (y; — ;) = (' — ") (yi — 2:) (L.35)

Los sistemas de referencia que se emplearan en la asignatura son rectilineos '° y,
segun la definicion anterior, todos los puntos del espacio puntual estan referidos al
mismo origen y a los mismos vectores de base. De esto se deduce que los vectores de la
base €;, los coeficientes de la transformacién de coordenadas aé y las funciones métricas
¢ son constantes, independientes de las coordenadas del punto. En Relatividad Gen-
eral se utilizan coordenadas curvilineas con lo que, por ejemplo, las ¢ son funciones
de las coordenadas del punto y dependen de la distribucion de masa en el Universo.

1.3.2. Transformaciones de coordenadas

Sean S = (0,¢é;)y 8" = (0, ¢;) dos sistemas de referencia. Las coordenadas contravari-
antes de un punto X con respecto a S son las componentes z* de ¥ y con respecto a S’
las 2" de z'.

—. — .-
i —

P =0X=2"e;=00+F=0"¢;+2"€ = (07 +alz’)e;

donde 0”7 son las componentes del vector 0’0 con respecto a S’ y se ha hecho uso de
1.2. Las transformaciones de coordenadas entre S y S’ son pues

=07 falat o’ =o' + bia” (1.36)
aly = 0} + bl s v = 0; + a7 (1.37)

1.3.3. Anadlisis tensorial en coordenadas rectilineas
1.3.3.1. Derivacién de escalares y vectores

Dada una funcién escalar y diferenciable ¢(a), donde a es una variable continua,
también son escalares su incremento

Ag = ¢(a) — p(a+ Aa)

y su diferencial

do = Jim {6(a) - d(a+Aa)}

10y éanse las referencias generales para las definiciones de coordenads curvilineas, sistema de referencia natural, etc..
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Dos escalares importantes son, el cuadrado del intervalo
- 92 ) . . . .. ) .
XY =gij(y' — ")y —2!) = 9" (yi — i) (y; — ;) = (' — 2")(yi — 1) (1.38)
y el cuadrado del intervalo entre dos puntos préximos de coordenadas z' y z° + da’

ds? = g;; da' da? = dx' dx; (1.39)

La derivada A
o _ . dla) = da+Aa)

do Aa—0 Ao

solo sera escalar si « lo es.

De forma aniloga, puede afirmarse que si ¢ es un vector, A#é y di son vectores,
. dii(« .
mientras que d(a) solo es vector si a es escalar.

Para un campo escalar ¢(X)

9¢

3 idxi = (grad ¢); dz' = grad ¢ - dZ (1.40)
x

d¢p =

Dado que d¢ es un escalar y dz* son las componentes contravariantes de un vector,

gjl son las componentes covariantes de un vector, de acuerdo con la regla de contraste

tensorial.

Definicién 25 (Gradiente) Se define como gradiente de un escalar a un vector grad ¢
cuyas componentes covariantes (contravariantes) son las derivadas parciales del es-
calar con respecto a las coordenadas contravariantes (covariantes). Se define al oper-

ador gradiente como
o)

1
€ 9at

grad —
> 9
el 8901

Puede confirmarse el caracter vectorial del gradiente teniendo en cuenta las reglas
de derivacién de funcién de funcién

g oxI i
oz’ Qx't Oxd
y haciendo uso de 1.36
0 ;0 0 .0
= — — =q’ — 1.41
Ox't b OxJ o ox!, ¥ ox; (L41)

se obtienen las leyes de transformacién de las componentes covariantes y contravari-
antes del operador gradiente.
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Las componentes del gradiente pueden emplearse en operaciones tensoriales (op-
eraciones cuyo resultado es un tensor) sobre tensores. En el curso se hard uso del
las siguientes operaciones definidas sobre campos escalares ¢(X), vectoriales #(X) y
tensoriales T(X)

- Operadores Laplaciano y D’Alambertiano: Se define el Laplaciano como el produc-
do contraido de las componentes covariantes y contravariantes del gradiente (producto
escalar de operador consigo mismo) en el espacio cartesiano tridimensional

0 0

2= 54 oa

., =y, 2 (1.42)

En el espacio de Minkowski utilizado en este texto, se define el D’Alambertiano
como

— 0o 0

[ pEuRE

b =20 ot 2?23 (1.43)

Es claramente invariante. Su aplicacién sobre un escalar (vector) da como resultado
a otro escalar (vector).

- Divergencia de un vector: Producto escalar del operador gradiente con el vector

div @ = gz (L44)
- Divergencia de un tensor de segundo orden:
(div T) = %7;] (1.45)
- Rotacional de un vector:
(rot );j = gzj - SZ; (1.46)

Es facil comprobar que las operaciones definidas anteriormente tienen caracter ten-
sorial

1.3.4. Expresion de las leyes en forma manifiestamente invariante

Una ley fisica expresada tensorialmente como

T=0 (1.47)

"1as definiciones que siguen pueden aparecer de forma distinta en otros textos. Aqui se expresan para un cierto
tipo de componentes y coordenadas pero, sin mas que rotar indices, pueden obtenerse expresiones equivalentes.
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,donde 0 es el tensor nulo, estd expresada en forma invariante frente a los cambios de
base vectorial.

Con respecto a un sistema de referencia determinado, para cada componente, se
tiene que
T =0
il

- i, j j .
y, multiplicando por a;; - - b;} ceag b;f, se obtiene
1 s

/3] il
1 . Y
T By =0

Si, ademas, T es invariante frente a los cambios de origen, dicha ley tendra la misma
expresion con respecto a todos los sistemas de coordenadas y se dira que esta expresada
de forma manifiestamente invariante. Por esta razén, la expresion de las leyes en forma
tensorial es de gran utilidad para el desarrollo de la teoria de la relatividad .

1.4. Problemas

Nota: Los espacios utilizados en los problemas son de dimensionn =4, t=0---3.

I-1. Sea €; una base del espacio vectorial E, y €’'; un conjunto de vectores cuyas componentes con
respecto a la base anterior son:

ey = (—1,0,0,0)
el = (0,1,2,0)
et = (0,0,1,0)
e = (1,0,0,1)

a) 4 Pueden los €'j tomarse como nueva base ?
En caso afirmativo :
b) Ezxpresar los vectores de la primera base en funcion de la sequnda.

c) Hallar los coeficientes de las transformaciones directa e inversa asi como los determi-
nantes de las mismas.

d) Comprobar la reciprocidad de las transformaciones directa e inversa.

SOLUCION :

El conjunto de nuevos vectores puede expresarse de la forma dada en 1.1

5’0 —€p

ey = €1 +2é I
~ o T=2x€
62 == €9

—/ —

€3 = €0 +e3
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(a) - Para que este conjunto pueda constituir una nueva base, segin 1.3, ¢/, = b} ¢;
siendo |b}| # 0. Efectivamente, en forma matricial

= il =-1

—~
~e
S—
I
= o O =
OO~ O
O~ N O
—_ o o o

donde el indice superior denota a las filas y el inferior a las columnas.

(b) - Resolviendo el sistema de ecuaciones se obtiene la transformacién inversa

=/

50 _60
éy = el
& = € +é%
(c) - Los coeficientes de la misma son
-1 0 00
; 01 -2 0 j 1
7\ — Il — - _
@=1 00 10] = ol = gy =
10 1

(d) - Multiplicando las dos matrices se comprueba su reciprocidad

toal =5, = (i) (al) = (5)

-1 0 0 0 -1 0 0 0 1000
0120 01 -201] _ 10100
0010 00 10] [0010
1 0 01 10 01 0 0 01

1-2. Supongase que Ey y My son espacios vectoriales euclideos dotados de unas métricas que, con
respecto a las bases €é; y ern;, vienen definidas por

donde x* € R.

a) ¢ Qué tipo de espacios euclideos son ¢
b) Hallar las funciones métricas covariantes y contravariantes asi como sus determinantes.

c) Hallar las bases adjuntas.



1-20

APENDICE I. TENSORES

d) Dado un vector de componentes x* = (4,3,2,1) en E, y M,, hallar las componentes
covariantes y la norma en ambos espacios.

SOLUCION :

(a) - &1 es propiamente euclideo y M, euclideo, segiin la nomenclatura seguida en
el apéndice.

(b) - o
11| = gij '
Se hara solo la parte correspondiente a Mj.

La matriz de las componentes doblemente covariantes del tensor métrico se ob-
tiene identificando a los coeficientes del polinomimio que define a la norma. El
primer indice representa a las filas y el segundo a las columnas

(9i5) =

oo o~
oo~ o
|
o~ oo
_— o oo

Las componentes doblemente contravariantes son , segiin 1.13

gjlgikzai = guzizg’b’b 99 21:007733

1

De otra forma -
(97) = (945)

(c) - Segun la definicién de la base adjunta

(d) - Bajando el indice de 2’

xT; = gij :L'j = (4, —3, —2, —1)

. Clasificar las bases eé; y ern; del problema anterior segun los criterios de ortogonalidad y

ortonormalidad y encontrar el tipo de transformaciones de base que dejan invariantes a las
componentes de los tensores métricos del problema anterior.

SOLUCION :
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Por definicién, g;; = ¢; - ¢;.

Como ||éé;|| = 1, esta base es ortonormal. Por otra parte, ||eg|| = 1, ||één|| = —1,
para a =0, 1, 2, 3, por lo que esta otra es simplemente ortogonal.

Dada la definicién de las componentes g;;, éstas seran invariantes en transforma-

ciones a nuevas bases que tengan las mismas propiedades de ortogonalidad que la

base de partida. En el primer caso las nuevas bases han de ser ortonormales y en
. -/ _ -/ _

el segundo ha de cumplirse que ||ééy|| =1, ||€el, || = —1.

I-4. Demostrar que, para transformaciones entre bases ortogonales,

SOLUCION :
k

> —/
€ =a;e, =

S T2
€ = ag [|€5]]
puesto que las bases son ortogonales.

1-5. Demostrar que el producto escalar entre dos vectores X - i es invariante frente a los cambios
de base.

SOLUCION :

Tyt =glay" = (z-9)’

311

-y =gij 2’y = gij bipb] ©
——

I-6. Demostrar que los 5; pueden ser considerados como las componentes miztas de un tensor de
sequndo orden y que éstas son invariantes con respecto al cambio de coordenadas.

SOLUCION :

De acuerdo con 1.4

J o dpi _ dpl st sl]
5k—aib —aibk(sl—dk

1I-7. En el espacio My definido anteriormente se tienen dos vectores cuyas componentes son

a) Hallar las componentes Tij y Ty del tensor T=7® .

) =

b) Hallar las componentes T}, del tensor con respecto a la base ey =(—1) ¢
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(a) -

i,/

APENDICE I. TENSORES

¢ ® e

= (4, -3, =2, —1)

4 -8 —12 -16
3 -6 -9 -—-12
(TZJ) = (CC y]) | 2 4 —6 -8
1 -2 -3 -4
De forma analoga se obtiene (Tij )
(b) -
T4, = bibl T'9 = bib) " T}
y, dado que,
IR R i S
7 ? : i ) b{ — (_1)l55
—p)

Th = ()*sis] gm 1,

(71)(k+l) Tkn gnl _ (71)(k+l) Tklgll —

puesto que g™ es diagonal. Luego Tho=(-1)T%g" =4... y

4 -8 12

-3 6 —9

(T;cl) = 92 4 6
-1 2 =3

demostrar:

—16
12
-8
4

I-8. Dado un tensor T cuyas componentes doblemente covariantes son simétricas (antisimétricas),

a) Que las componentes doblemente contravariantes tienen el mismo tipo de simetria pero

que ésto no es cierto para las componentes mixtas.

b) Que las propiedades mencionadas se conservan en la transformacion de base.
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I-9.

1-10.

I-11.

I-12.

Dado un tensor ﬁ(p), donde el orden p > 1, demostrar que de la contraccion de una determi-
nada pareja de indices de sus componentes resultan las componentes de otro tensor T(P=2) Y
que, st p = 2n, la contraccion total de las parejas de indices del tensor es un escalar. ; Cudl
es el efecto de emparejar a los indices de distinta manera ¢

Demostrar que si T'(ij)z;x; es un escalar, para & arbitrario, solo puede asequrarse que T'(ij)
sean las componentes doblemente contravariantes de un tensor si T(ij) = T(ji).

En el espacio puntual euclideo &4, asociado al My definido anteriormente, se considera a
los puntos A y B, cuyas componentes contravariantes con respecto al sistema de referencia
S=(0, &) son OA" = (1,2,3,4) yOB' = (4, 3,2, 1).

a- Hallar las coordenadas covariantes de dichos puntos con respecto al sistema de referencia
§'=(0', €;), donde OO" =" € ye; = (—1)"¢.

b- Demostrar que ||OA| # |O'All y que ||AB|| es invariante frente al cambio de sistema de
referencia.

Probar que los operadores Laplaciano, divergencia y rotacional definidos anteriormente son
tensoriales (Aplicados sobre los tensores correspondientes dan como resultados a otros ten-
sores).
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Apéndice 11
Mecanica Analitica no relativista

Este apéndice resume los fundamentos de las formulaciones lagrangiana y
hamiltoniana del movimiento de un sistema de particulas [Leech, Goldstein,
Landau y Lifchitz CA].

I1.1. Formalismo lagrangiano

El formalismo lagrangiano permite expresar las leyes del movimiento, en funcién de
coordenadas generalizadas, de una forma canodnica que es aplicable tanto en sistemas
de referencia inerciales como acelerados. En primer lugar se deducen las expresiones
generales de las ecuaciones de Lagrange y, a continuacion, se trata el caso particular,
pero frecuente, en que las fuerzas aplicadas pueden derivarse de funciones potenciales.

I1.1.1. Ecuaciones de Lagrange; expresion general

Considérese a un sistema Sy de N particulas sometido a un campo de fuerzas ! y
representado en un espacio, denominado espacio de configuracién, de 3N + 1 coorde-
nadas. En este espacio, cada particula viene referida espacialmente por tres de estas
coordenadas y la evolucién temporal de Sy se representa por una curva o trayectoria
de 3N + 1 dimensiones.

Si se parte de un sistema de referencia inercial y se utilizan coordenadas cartesianas

(z3,t) = (v1,91,21,22,--.,2N,t), las ecuaciones del movimiento pueden escribirse de la
forma
d . , . dx .
Fi:£(miazi):mixi )y azizd—t@ ,, 1=1,...,3N (I1.1)

'No se incluyen en este resumen a las fuerzas de ligadura y, en cualquier caso, se supone que las fuerzas aplicadas
son continuas

II-1
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donde F; es la i-esima componente de la fuerza aplicada a Sy. Puesto que en el espa-
cio ordinario cada particula de masa m, viene representada por tres coordenadas de
posicion, el valor de m, se repite para tres valores de i en el espacio de configuracién.
Estas ecuaciones son de segundo grado en las variables de posicién, por lo que por cada
punto (z;0,%) del espacio de configuracién pasan infinitas trayectorias de Syr; cada una
corresponde a un valor inicial distinto de la velocidad z;g.

En adelante se hara uso del convenio de Einstein de suma sobre los subindices
repetidos en las variables 2, de acuerdo con el cual la energia cinética de Sy viene dada
por

(IL.2)

y I1.1 puede expresarse como >

_d,aT

=aly) o T=TE) (IL.3)

A partir de estas ecuaciones, validas para sistemas de referencia inerciales y carte-
sianos, se buscaran otras equivalentes utilizables en sistemas de referencia de tipo mas
general. Para ello se consideran las transformaciones de coordenadas

qi = qi(x,t) )y i=1,...,3N (I1.4)

donde ¢; es una funcién continua, derivable e inversible salvo, posiblemente, en las
fronteras del dominio del problema *. Las transformaciones inversas son

zj = x;(q,t) s j=1,...,3N (IL.5)

La aparicién de t como variable explicita en la transformacién indica que el sistema
(q,t) estd en movimiento con respecto a (x,t) y puede no ser inercial.

Para expresar 11.3 con respecto al nuevo sistema de coordenadas, se procedera de
la siguiente forma:

or o
og 77 og;

donde ¢; = %. Derivando I1.5

dj _ Oz, . 9%

AR T LT

(11.6)

Zpara esta regla no cuentan los indices de las masas m;.

3La dependencia de una funcién de las variables x; y 4;, para i = 1,...,3N, se anotard por f(z,).

4Estas condiciones se cumplen en la mayor parte de los casos practicos como, por ejemplo, en las transformaciones
a coordenadas esféricas, cilindricas, etc..
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de donde se deduce que

Oi: O
T _ 9 (IL7)
9g;  0g;
porque % no es funcién de ¢;. Luego
BT . 8$j

.
dq; 77 dg;

Derivando temporalmente

i(g)—m.j<%+m.i.i(%)
dt og;" 77 og; - T dt dg;
a b

El término (a) del segundo miembro se denomina componente de la fuerza gener-
alizada, actuante sobre Sy, y se escribe, de acuerdo con II.1

_ p 9%
Q=1 0

(I1.8)

Por lo que respecta a (b), el orden de derivacién de % y % puede invertirse, con
lo que
. 0x; 0T
B it Al
g g

(b)

De acuerdo con esto y con II.8, las ecuaciones del movimiento II.3 quedan expre-
sadas en la forma general de Lagrange

_d 0T oT

que, como es facil de ver, se reduce a I1.3 para coordenadas inerciales y cartesianas. El
termino g—; esta ligado a la curvatura de las superficies coordenadas y, por lo tanto, se
anula en el caso de las coordenadas cartesianas; fisicamente corresponde a las fuerzas

ficticias: de Coriolis, centrifuga, etc.

T =T(4,q,t) (11.9)

I1.1.2. Ecuaciones de Lagrange para fuerzas que derivan de un potencial

Las fuerzas pueden derivarse de energias potenciales en dos casos importantes. En
primer lugar, las fuerzas conservativas pueden derivarse de una energia potencial W(x)
que solo depende de las coordenadas de posicion.

oW, Wy W
Oxi e 8xj 8qi N 6qi

F, = (11.10)
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Por otra parte, aunque la fuerza electromagnética sobre una particula ® cargada
depende de la velocidad de ésta, es posible encontrar una energia potencial U(zx,i,t)
de la que derivarla. La fuerza de Lorentz ©

—

F=e(E+7xB) (IL.11)

puede expresarse en funcién de los potenciales electromagnéticos, el escalar ¢(z,t) y el
vector A(z,t)

HA
ot
B=VxA (I1.12)

Teniendo en cuenta que

V(@(t) - Az, t) = (#(t) - V)A(z, t) + (A(x, t) - V)T(E) +0(t) x (V % Az, 1))+ Az, t) x (V x 7(t))
=0 =0

, puesto que ¥ no depende de las coordenadas x, luego

—, —,

TxB=0x(VxA)=V(@ A)—(7-V)A

| 09 04 0@ A
e o o T e

— (V)| = —en(p— 7 A) — e

dado que df(dgi’t) = g—{ +(7-V)f. Expresando explicitamente 7- A = &j Aj,el dltimo término

de la ecuacién anterior puede escribirse como

dA;(z,t d 0 -
M =———(¢p—7-A)
dt dt 8%’1
por lo que, si se define como energia potencial electromagnética ” a

5Se consideran sistemas de una sola particula. La interaccién entre particulas cargadas, incluso en el marco prerel-
ativista, se propaga con velocidad finita lo que complica su tratamiento méas alld de los objetivos de la asignatura. En
el caso relativista estas consideraciones se extienden a todo tipo de interacciones.

SE. J. Konopinski,.Flectromagnetic fields and relativistic particles”, McGraw-Hill

"Aqui se emplea para U la denominacién de ’energia potencial’ porque es una funcién, con dimensién de energfa,
de la cual puede derivarse la fuerza, pero hay que tener en cuenta que, al depender de la velocidad, representa a una
fuerza no conservativa.
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—,

Uz, i,t) = e(¢— 7 A) (IL.13)

las fuerzas pueden derivarse de ésta segiin la expresion

49 _ 0 \utw i) (I1.14)

F=(o5—

Las fuerzas generalizadas son, en este caso,

. (%j o d 6U 6U aij .
=t = @ow;  ou;) 00
i\, 0q,) 9%, &t 0g;) D, Bu

Teniendo en cuenta I1.7

o d

8U 8.fj 6U aij’ 8U 8:1/‘j
= % — — (—— —

9i; 04 \0x; 0 | Oz, Ogg

Qi ( )

y dado que U = U(z,%,t) y zj = z;(qg;, 1)

ou _oU 0 oU _ 0Ud;  OU O,
d¢;  0i;9¢; ' Oq;  0ij 0q; = Oxj g

d o 0

Qi = (%87% - K%)U(q,q,t) (I1.15)

Tanto en el caso de las fuerzas conservativas como en las de Lorentz se define la
funcién Lagrangiana como la diferencia entre la energia cinética y la potencial

lo que permite escribir las ecuaciones de Lagrange en la forma

d oL, oL

o) " ge = (IL17)
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I1.2. Formalismo hamiltoniano

El formalismo hamiltoniano se desarrolla en el espacio de las fases, el cual tiene
6N + 1 dimensiones. Ademas de las 3N coordenadas generalizadas ¢; del espacio de
configuracién 2, en el de las fases se definen otras 3N coordenadas independientes p;,
denominadas cantidades de movimiento generalizadas o momentos conjugados

Pi = 5 (IL.18)

Se dice que ¢; y p; son un par de variables conjugadas.

Introduciendo la definicién de p; en las ecuaciones de Lagrange 11.17

oL

=— 1.1
o (IL.19)

Di

A diferencia de lo que ocurre en el espacio de configuracién, por un punto (g, pio, to)
pasa una sola trayectoria de Sy °.

En sistemas inerciales y coordenadas cartesianas, los momentos conjugados de un
sistema de una particula cargada, de masa m y carga e, son

pi = mi; +eA; (I1.20)

El primer término del segundo miembro es la cantidad de movimiento cinética de la
particula y el segundo la cantidad de movimiento electromagnética. Esta tltima, en
ciertos casos, puede interpretarse como momento potencial.

I1.2.1. Ecuaciones de Hamilton

Las ecuaciones de Hamilton representan una alternativa, en el espacio de las fases,
a las ecuaciones de Lagrange. Si se deriva L(q,,t) con respecto al tiempo, se reagrupan
los términos y se hace uso de 11.19, se obtiene

d OL

—|gipi — L| = ——,
o7 laipi — L] 5

Definiendo como funciéon de Hamilton o hamiltoniano a

H(q,p,t) = pidi — L(q, 4, 1) (I1.21)

8Las ¢; son variables dependientes en el espacio de configuracién, aunque aparezcan de forma explicita en las
expresiones.

9 . . . so. ;. s s

Esta circunstancia es 1til para el desarrollo canénico de la mecanica estadistica.
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el resultado anterior puede escribirse como

dH 9L

lo que pone de manifiesto que el hamiltoniano es una constante del movimiento para
aquellos sistemas cuyo lagraniano no depende explicitamente del tiempo.

Las ecuaciones del movimiento en el espacio de las fases pueden obtenerse de la
siguiente forma:

Diferenciando H(q,p,t)

oH  oH OH
af = 2 ag 4+ Y ap, +
90, " T o Pt o

Haciendo lo mismo sobre la definicién I1.21 y teniendo en cuenta I1.18 y I1.19
L
AH = —pda; + s dps — i

De la comparacién de las dos expresiones de dH se obtienen las ecuaciones de
Hamilton o ecuaciones candnicas del movimiento

. OH . OH
qi = Op; ) bi = EY
oL OH
= = _Z 11.23
ot ot ( )
De esta dltima ecuacion y de 11.22 se deduce que
dH OH
— = 11.24
dt ot ( )

La comparacién de esta ecuacion con el segundo grupo de las ecuaciones canédnicas
sugiere la interpretacién de H y -t como variables conjugadas. Este sistema de 6N + 1
ecuaciones puede reducirse en el caso de que existan variables ignorables o ciclicas,
aquellas g; o p; que no aparecen explicitamente en el hamiltoniano. En este caso sus
variables conjugadas p; o ¢; son constantes del movimiento.

I1.2.2. Expresiones particulares del hamiltoniano

Las funciones L y H tienen dimensiones de energia y H, en particular, puede ser
interpretada en muchos casos de interés como la energia total del sistema. Esto no
es siempre cierto por lo que, en cada caso, se hace necesario analizar con cuidado las
ecuaciones de balance energético. Como ya se ha visto, el hamiltoniano solo es una
constante del movimiento si no depende explicitamente del tiempo, circunstancia que
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no se da en el caso general electromagnético. A continuacién se exponen las expresiones
de H en los casos mas usuales.

Si solo se consideran transformaciones de coordenadas independientes del tiempo,
del tipo z; = z;(q), sustituyendo II.6 en II.2

T = Ajrqiqr . Air(q) = oM 90 0
J

Derivando T con respecto a ¢; y multiplicando por la misma, se obtiene

oT
7 — = 2T
T4,

Para fuerzas conservativas y transformaciones independientes del tiempo, W = W (q) y

oL aT

Pi= 7 = 7
" 0¢; 0g;

con lo que de I1.21 y I1.18
H(q,q) =T+ W

que puede ser interpretado como la energia total del sistema. Efectivamente, el trabajo
realizado por las fuerzas conservativas entre dos puntos de la trayectoria es

2
/ F.di = AT = —AW (I1.25)
1

y AH = AT + AW =0

Las fuerzas electromagnéticas no son conservativas en el caso general y, para po-
tenciales V(z,t) y A(x,t), %—% # 0 por lo que H no es una constante del movimiento.
Operando en coordenadas cartesianas en I1.20

piiii = ma:lz + GJIZAZ =2T 4+ ev- /Y

de donde

N 2
H(7, §it) = — (ﬁ—eA(f’, t)) + e (1) (11.26)

I1.3. Principios variacionales

Los principios variacionales permiten el desarrollo compacto y elegante de muchas
de las teorias fisicas. De entre los muchos posibles, aqui se trata exclusivamente del
principio de Hamilton, el cual constituye una alternativa para la deduccién de las
ecuaciones de Lagrange.
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I1.3.1. CA&lculo de variaciones

Como paso previo al enunciado del principio de Hamilton se plantea el problema
matematico de la bisqueda de las condiciones de estacionariedad de la integral

to
1:/ F(z,,t)dt (I1.27)
t

1

donde F es una funcién conocida y diferenciable, t es la variable independiente, = = x(t)
la curva o camino a lo largo de la cual se realiza la integral, & = ‘fl—f y t1 y to los extremos
fijos de la integracién. Las curvas z(t) son arbitrarias, salvo en sus puntos extremos
x1 =x(t1) y x2 = x(t2), y derivables.

Se trata de encontrar aquellos caminos, curvas extremales, a lo largo de los cuales
I se hace estacionaria (toma un valor méximo o minimo local). La determinacién de si
la curva extremal corresponde a un maximo o mimimo es un problema mas complejo
pero puede ser resuelto empleando criterios de tipo fisico.

Supédngase que z(t) es extremal y considérese la integracién a lo largo del camino
z(t) = z(t) + an(t) (I1.28)
donde a es un parametro y 7(t) es una funcién derivable y tal que
n(t1) =n(tz) =0 (11.29)
pero, por lo demas, arbitraria.

Derivando I1.28 con respecto a la variable independiente t
T=da+an
La integral I1.27 es ahora funcién de a.
to

ra)= [ Flasa

1

= —dt = + ="

0l (a) 2 gF /lﬁ2 oF OF . gt
da ¢y, Oa . 6@77 oz

Integrando por partes el segundo término del integrando y teniendo en cuenta que
7 es nula en los extremos,

2 9F OF1™ [ d OF
/t @Udt— [U&J ) —/t ﬁa(@)dt
——

1 1

=0
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oI(a) [ [OF d OF
9a ‘/m ”[ax‘dt(aﬁ} “

Puesto que z = (z),—0 es una curva extremal

[al(a)] 0 = fzn[aF d 6F]dt20
da a=0 t1

Luego

o i\ o
y como 7)(t) es arbitraria, los caminos extremales deben cumplir la ecuacién de Euler

oF d OF

r i\ oz
junto con las condiciones de frontera z(t1) = =1 y z(t2) = xz2. F(x,4,t) es una funcién
conocida. Si se toma F = L(q,q,t) las ecuaciones de Euler resultan idénticas a las de
Lagrange, las cuales, por ser de segundo orden, tienen solucién tinica con las condiciones
impuestas.

)=0 (11.30)

I1.3.2. Principio de Hamilton

De lo visto en el apartado anterior, para los sistemas de particulas sometidos a
fuerzas que pueden ser derivadas de un potencial, la accién hamiltoniana, definida
como

[
A= L(q,q,t)dt (I1.31)
t1
toma un valor extremo para una trayectoria real que pase por los puntos ¢;(t1) = ¢i1 y
qi(t2) = Gia-

El principio de Hamilton suele expresarse en la forma
0A=0 (11.32)

donde ¢ A es la variacién de primer orden alrededor del valor de A para una trayecto-
ria real. El resultado anterior, que aparece como ultima consecuencia de las leyes de
Newton, puede ser tomado como principio si se postula la forma del lagrangiano. Esta
es una via muy conveniente para repostular la mecanica y el electromagnetismo, en
forma manifiestamente invariante, dentro del marco de la relatividad de Einstein.
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Formulario de series y transformadas
de Fourier

II1.1. Introduccion

En este apéndice se fijan los convenios y notaciones utilizados en el texto para los
desarrollos y transformadas de Fourier y se recojen las principales propiedades de los
mismos [Arfken y Weber], [Spiegel et al.].

I11.2. Desarrollo en series de Fourier

Desarrollo en funcién de senos y cosenos

En el espacio de Hilbert L?, senn{ y cosn(, donde n = 0, 1---, forman una base
completa de las funciones que son de cuadrado integrable en el intervalo I = ¢ € [(p, o+
27|. Esto permite aproximar a estas funciones, dentro de dicho intervalo, mediante un
desarrollo en serie de Fourier '. Una de las expresiones mas comunes de este desarrollo
es

N | =

f(Q) = fof(Q) = s a0+ Z an cosn@'—i—z by,senn( ,, Ce€l (IIL.1)
n=1 n=1

[s¢(¢) = fsf(¢ +27) es una funcién periédica, con periodo 27, que representa a f(()
en /.

Dado que las funciones de base son ortogonales

'Es necesario y suficiente que la funcién que se aproxima tenga un nimero finito de discontinuidades finitas y un
numero finito de méximos y minimos en I [Arfken y Weber].

III-1
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Cot+2m
/ _ Topn N # 0

/CO senn( senn'( d¢ = { 0 "0 (I11.2a)

Co+2m
/ _ Topn' 1 7& 0
/CO cosncosn'Cd( = { o n o — 0 (I11.2Db)
Co+2m

/ sennCcosn'CdC =0 ,, ¥Yn,n (I11.2¢)

o

, los coeficientes del desarrollo se obtienen de la forma:

1 Co+2m
o = 2 [ fQeosngde ., n=0,1,-
T J¢o
1 Co+2m
b, = / f()sennCd¢ ,, n=1,2,--- (IT1.3)
T J¢o

por lo que ay/2 es el valor medio de la funcién en I

- = ()1 (ITL.4)

Desarrollo en funcién de exponenciales complejos

Una forma mas compacta de esta serie se obtiene haciendo uso de las formulas de
Euler para los senos y cosenos

Q= 3 enel™ (IIL5)
donde 1 1
co = @ sy Cp = 7(an_jbn) yy C—p = 7(0””_'—]671) 29 n>0 <III6)
2 2 2
o)
1 Cot+2m )
Cn = f(C) e]”( d( IR n:()? :l:lﬁ (1117)
2m ¢o

Las expresiones de ortogonalidad se reducen a

Cot+2m o,
/ eImC eI d¢ = 2 Gy (I1L.8)
¢o
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En la practica las series deben truncarse puesto que solo es posible utilizar a un
numero finito de términos. Puede demostrarse que la funcién

N
N = D deel™
n=—N
minimiza al error cuadratico medio

Co+2m
£2(dy) = / F(O) = Fn(O)P d¢
G

0

cuando d,, = ¢,, por lo que fy representa a la mejor aproximacién cuadratica en funcién
de los 2N + 1 primeros términos de f;.

Otras notaciones

Para las variables temporales y espaciales se emplearan las notaciones

wot = dC =wodt , I} =t¢€ [tl, t1 + TQ]
(= (IH.9)
kox = d(=kodxr , I,=x€ [z1, 21+ Ao

wo es la frecuencia angular fundamental, fy = wy/27 la frecuencia y Ty = 1/fy el
periodo. ky = es el numero de onda y \g = 27/ky el periodo espacial en la direccién z.

I11.3. Transformadas de Fourier

En el texto se aplica la transformada de Fourier a funciones f(7, t) que dependen
de las coordenadas temporales y espaciales.

Transformadas temporales

Una condicién suficiente para que una funcién sea transformable por Fourier es que
sea de cuadrado sumable. En el dominio del tiempo

/ F(, D) dt = finita (IIL.10)

Salvo en el caso de funciones armoénicas, se supone que, en lo que sigue, todas las
funciones son de cuadrado sumable.
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Aqui se convendra en utilizar la siguiente versién del Par de transformadas de Fourier
temporales 2:

1 & ;
F{f(F 0} =f(r,w) = py / f(7 t)e7“tdt ,, Transformacién directa (III.11a)

FHIF w)}y = f(Ft) = / f(7,w)el¥tdw |, Transformacién inversa  (II1.11b)

w, la Frecuencia angular o, simplemente, frecuencia, es la variable conjugada del tiempo
t en la transformacién. Puede escribirse como

_27T

w=2rf T

)3 es la Densidad espectral de

donde f es la Frecuencia y T el Periodo del arménico. f(7, w
7, t) por unidad de intervalo de

f(7, t) (amplitud del arménico e 7/“! contenido por f(
w)

Magnitudes arménicas

Las magnitudes armodnicas tienen una densidad espectral singular, solo es distinta
de cero para un solo valor wy de la frecuencia, y una amplitud fy finita:

f(7 t) = fo(F) e w0t (I11.12)

por lo que, de acuerdo con III.11b y II1.30a,

f(7, w) = fo(f) d(w — wo) (I11.13)

fo(r) = / N f(7, w) dw (IIL.14)

2La constante de normalizacién 1/(27) puede repartirse de forma arbitraria entre la transformada directa y la
inversa y el signo del nicleo también es materia de convencién, por lo que ha de verificarse con cuidado la notacién
empleada en otros textos y tablas. La que aqui se utiliza es la extensién de la empleada para las series.

3Aunque f(7, w) y f(7, t) son funciones distintas, se anotardn con el mismo nombre. Se distinguirdn por el argu-
mento o por el contexto en que se empleen.
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Transformadas espaciales

En el nicleo de las transformadas espaciales se tomara el signo contrario al utilizado
para las temporales.

Flk, t) = (2717)3 /3 (7, t) ed (B g3y, (III.15a)

FE ) = [ Flk, ) eI ED g (I1L.15b)
k3

k= (kg, ky, k.) es el vector de las variables conjugadas de 7 = (z, y, k). Aunque f(lg, t)
no corresponde necesariamente a una onda, k se denominara Vector de onda. d3r = dx dy dz
es el elemento del volumen espacial infinito de integracién r? y d3k = dk, dk, dk, el

del volumen de integracién infinito del espacio de los niimeros de onda k3 . k puede
escribirse de la forma

. P
k:kﬁ:%ﬁ =

donde k es el Nudmero de onda, 7 €l Vector unitario de onda y A la Longitud de onda.

k
k

Transformadas espacio-temporales

De acuerdo con los convenios establecidos

R 1 . >

1R 0) = / F(7, 1) eI @R g3 gy (I11.16a)
7T 7’3,t

f(7, t):/ks £k, w)ed @D B gy (II1.16b)

Esta doble transformacién equivale a la descomposicién de f(7, t) en un espectro
continuo de Ondas monocromdticas planas con una densidad espectral f (E, w). Los paramet-
ros E, i, f, w y A adquieren propiamente el apelativo ”de onda”. Se define como Fase
de la onda plana monocromatica a

<pEwt—l;-f’:wt—k:ﬁ-f':wt—k:£:27r(ft—%):w(t—é) (II1.17)
vf

¢ es la distancia a lo largo de la direccién de propagacién 7t y v; es la Velocidad de

fase definida como
vf = <d£) = (IT1.18)
dt p=cte

=~ &
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Transformadas de funciones reales

Conjugando (*)a las transformadas inversas es ficil de comprobar que, para fun-
ciones reales f(7, t), se cumple

-,

P w) = f7F —w) ,, frkt)=f(=kt) ,, fw k)= f(-w, —Fk) (I1L.19)
En particular, si f,(7, w) y fi(7, w) son las partes real e imaginaria de f(7, w),
(7, w) = fr(F, —w) ,, funcién par dew (I11.20a)

fi(7, w) = = fi(¥, —w) ,, funcién impar dew (III.20b)

En este caso, aunque no es necesario, el dominio de la frecuencia puede limitarse al
rango positivo:

(7 w) = (7, )] 3959 5 f(7 1) =2 /OO @ W)l coswi — o(F, W) dw  (ITL21)
0

II1.4. Propiedades

Las transformadas de Fourier son obviamente lineales. Otras propiedades utiles son

Transformada de la derivada

afltl . 0 . 0 . T
f{@t =jwf(w) = 97 v %H—]kw , V— —jk=—jkn (I11.22)
Transformada de la integral

f{/ flt dt} - ji)f(w) = /()dt—> iw (I11.23)

J

Traslacién en el dominio del tiempo y en el de la frecuencia

cF{f(t—t))} = fw)e ¥ = cF 1 {f(w—wy)} = f[t] e« (I11.24)
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Teorema de Parseval

Para f[t] y g[t] reales

/ T feldt = o / " f () g (@) dw = 2 /0 T @) 6 (@) + f(—w) g (—w)] dw
- 27r/00° W) + I () g(w)] dw =
= 4rm /OO Re[f(w) g% (w)] dw (IT1.25)

Valor medio de funciones armdnicas

e 1 . 1 .
(Re[f[t]] Relg[t])) = 7 /0 Rel[f[t]] Relg[t]] dt = 5 Re[f[t] g"[t]] = 5 Re[fo 9o] (II1.26)
Teorema de la convolucién
Sean f[t] y g[t] reales
F{ft=glt]} =F {/_Oo ft=1)gt) dt'} =27 f(w) g(w) (IIL.27)

Relaciones de dispersion de Kronig-Kramers

Para una funcién f[t] real que cumple, por lo tanto, las relaciones III.20 y que
ademads es nula para t < 0, sus partes, real f.(w) e imaginaria f;(w), estd relacionadas
mediante las Relaciones de dispersion de Kronig-Kramers

P/ w2 fi(w) do' (I11.28a)

Filw) = —27‘“ P /0 h ﬁ fr(w) do! (IT1.28b)

oo oo
0 w'—0,w’ >0

es la parte principal de Cauchy de la integral fooo.

donde
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Relacion de incertidumbre

Si (a, B) = (t, w), (z, kz), (y, ky), (2, k-) son dos variables conjugadas, las anchuras A«
y A de las funciones f(«a) y f(f) cumplen la relacién de incertidumbre que en mecénica
cuantica recibe el nombre de Heisenberg:

AaAS > % (II1.29a)
< a?|f(a)]? do
(Aa)? = f‘“oo I 2) | (II1.29b)
oo [f(af? do
Transformada y expresiones de la Delta de Dirac
{6(€—&)} = oy
por lo que de acuerdo con III.11
1 [ ,
0 —60) = 5 / eI E=80) N dp = §(¢p — €) (I11.30a)
™ —0o0
1 -
5(7— fo) = —J (P=p0)C g3 I11.30b
=)= s [, © ¢ (I1L30)

I11.5. Problemas

II-1. Desarrollar por series de Fourier las funciones periddicas de la figura IIl.1. Representar los
madulos y las fases en funciones de w.

f(t) o

A
t t
to Ot+T12 4t / 0 \/ T

Figura III.1:

II-2. Demostrar las siguientes propiedades de la transformada de Fourier:
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s =]
b) F[Af[t] + Bg[t]] = AF(s) + BG(s), donde G(s) = Flg[t]]

d) F

III-3. Demostrar el teorema de la transformada de Fourier de la convolucion y el de Parseval.
SOLUCION :

Teorema de la convolucién

o0

cw) = FUo oy =7 [

'=—00

_ [/too f(t—t’)g(t’)dt’]e_j‘”tdt

27 t=—o00 '=—00

o= tgte)at | =

Intercambiando el orden de integracién

Clw) = /t T [1 /t - f(t—t’)e_j“tdt] dr

=0 2 ——00

I
Para realizar la integral (I), se hace el cambio variable
t=7+t ,, dt=7 =

1

I—erm// f(r) e Tdr = et f(w) =
™ T=—00

Clw =27 f(w) - / T gt e dw = 21 f(w) g(w)

2’]'(' '——00

Teorema de Parseval

Sean f(t) y g(t) reales y transformables

r= [T soswa= [T g | [T s a] a-

=—00 =—00 =—00

— o [ @) g [ sweta =2 [T g ds

=—00 t=—00 =—00

donde se ha tenido en cuenta que, por ser g(t) real,

G (@) = o /°° g(t) e+t di

2m t=—o00
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11I-4. Calcular y representar la transformada directa de Fourier, o inversa, de las siguientes fun-
ciones:

a)
b)

c)
(1 —T/2<t<T/2
f3(t)_{0 L t<—T/2, t>T)/2

d)
fa(t) = f3(t) cos(wot)

fo(t) = cos(wot) 0<t<NTj w _2m
0 L t<0,t>NTy, 7 “°7 1,
f)
1
fﬁ(t):§(1+008000t)f3(t) i) T:TO

SOLUCION :
(a) -

1 o0 ) 1 )
g1(w) / 5(t—t0)e*3“’tdt: — e Iwlo
t

T o oo 27

Para representar a una funcion compleja caben dos alternativas: representar la
parte real y la imaginaria o el médulo y la fase.

Re[g1(w)] = % cos (w , Im[g(w)] = —% sen(wtp)

to)
91() = 5= 1, arglon()) = —arctg(wto)

La delta de Dirac tiene un espectro plano ( de médulo plano). El factor e /“% en
el espectro, se corresponde en este caso con un retraso f; en la funcién temporal.
Esto es cierto para cualquier otra funciéon transformable. Efectivamente :

(b) - Haciendo el cambio de variable a =t — tg

FLI(t—to)} = et - /OO fla)e 2 da = f(w)e 9wt

2 —
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1)

A £0) T 2Tt
1
t

R / N/
T2 N T2 \/ o w \y/ o \/
_2WT 21T
- AQ):»

(a) (b)

y

Figura III.2:

(c) - La funcién a transformar es un pulso cuadrado, de duracién T, y simétrico
con respecto al origen. Su transformada es

1 /T/2 piwt gr sen(wT/2)

Jw) =52 T T TLT)2

Su espectro, representado en linea de trazo fino en la figura II1.2-b, es real y
simétrico. Si se define como anchura temporal a At =T y como anchura de fre-
cuencia a la distancia entre los dos primeros ceros del espectro Aw = 47?, se pone

de manifiesto la complementariedad existente entre ambas anchuras
At Aw = 47

de forma que un pulso de poca duracién es ancho espectralmente y viceversa (
Estas definiciones de anchura no coinciden rigurosamente con las del principio de
incertidumbre).

(d) - El efecto inverso al descrito en (b) se logra multiplicando por el factor
temporal e 7“0, El espectro sufre un desplazamiento de wy. En este ejemplo, se
multiplica f3 por un coseno (cosx = % [ej"” — e*jx] ), con lo que el espectro de dicha
funcién se desplaza en wy y —wgy y se semisuma, como se muestra en trazo grueso
en la figura III1.2-b.

(e) - Compruébese que cuanto mayor es el nimero de periodos que incluye la
funcién, mas estrecho es el espectro alrededor de la frecuencia wy.

(f) - Véase que esta funcién temporal tiene las pendientes continuas, lo que implica
que su espectro es mucho mas limitado en frecuencia que el de fs.
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I1I.6. Ejemplos con Mathematica

4

Existen ”paquetes”de Mathematica, dedicados a la transformada de Fourier, que
son mas completos y eficaces que lo que se ofrece en esta seccién. Solo se pretende
ilustrar, de forma simple y directa, algunas de las relaciones fundamentales entre las
representaciones en los dominos del tiempo y de la frecuencia. El factor % = \/%7 %ﬂ,
utilizado en el resto de este texto, se reparte aqui entre las transformadas directa e
inversa y el signo de las exponenciales se invierte, con objeto de ajustarse al convenio

seguido por Mathematica.

I11.6.1. Transformada analitica
I11.6.1.1. Ejemplo 1°

Relacion entre la pendiente temporal de la funcion y el agrupamiento de su espectro

Se utiliza como funcién de referencia al coseno levantado o ventana de Hanning que
es nula fuera del intervalo I; =t € [-T1/2, T /2|, tiene una pendiente continua y suave
dentro del mismo.

hlt]:= %(Cos[zgt] + 1) (M.IIL1)

hGraf = Plot[h[t]/.T — 1,{t,—0,5,0,5}, PlotRange — All,

(M.IIL.2)
PlotStyle — {RGBColor[1,0,0]}]
Estas caracteristicas se traducen, en el dominio de la frecuencia, en un espectro muy
agrupado alrededor de la frecuencia central. Ademads, como hlt] es real y simétrica, su
espectro es también real y simétrico. Dicha transformada es

T

Trh = \/127 Simplify [ /_ 21 h(t] (Cos[2n f t] + I Sin[27 f t])dt] (M.IIL.3)

2

A continuacién se representa para T =1

TrhGraf = Plot[Trh/.T — 1, {f, —20, 20}, PlotRange — All,

(M.IIL4)
PlotStyle — {RGBColor[1,0,0]}]

4Basados en un programa de A.Salinas .
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Obsérvese que el espectro se extiende a w € (—oo0, o) pero esta muy centrado en el
origen w = 0.

La funcidén f[t] es parecida a la anterior

1 27 t
fe] =5 (1 - Cos[ - D (M.IIL5)
fGraf = Plot[f[t]/.T — 1,{t,—0,5,0,5}, PlotRange — All, (MLIIL6)
PlotStyle — {RGBColor|0, 1, 0]}] S
pero tiene pendiente infinita en los extremos del intervalo I —¢.
Show[hGraf, fGraf] (MLIIL.7)

Como puede comprobarse, su espectro estd mucho mas disperso que el de hlt]:

T

1 2
Trf = —— Simplif fit] (Cos|27 f t| + 1 Sin[27 f t])dt M.IIIL.8
7= Sttty [ 6] (Cosl2n 1] 1 Sinf2r £ ¢ha] (MLIILS)
TrfGraf = Plot[Trf/.T — 1, {f, —20,20}, PlotRange — All, (MLITL)
PlotStyle — {RGBColor[0,1,0]}] o
Show[trhGraf, trfGraf] (M.IIL.10)

I11.6.1.2. Ejemplo 2°

2T .

Desplazamiento de un espectro a la frecuencia w = Tt

Como se muestra en el problema III-4, al multiplicar una funcién temporal por el
cos(wot)

(MLIIL11)

hd[t ] := h[t] Cos| |

TO
el espectro de la funcién resultante es la semisuma de los espectros originales desplaza-
dos a las frecuencias +w;. Esto se debe a los términos ¢ 7“0 que componen al cos(wyt).

hdl es el resultado de modular h[t] con una frecuencia fy = T%) =10

hd1Graf = Plot[{hd]t]/.{T — 1,T0 — 0,1}},{t,—0,5,0,5}, PlotRange — All,

(M.IIL12)
PlotStyle — {RGBColor[0,0,1]}]
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Las partes positiva y negativa del espectro apenas se solapan:

T

Trhd = \/127 Simplify | /_ ; hd[t] (Cos[27 f t] + I Sin[27 f t])dt] (M.IIL.13)

2

Trhd1Graf = Plot[Trhd/.{T — 1,T0 — 0,1}, {f, —20, 20}, PlotRange — All,

(M.IIT.14)
PlotStyle — {RGBColor[0, 0, 1]}]
Si la frecuencia de modulacién se reduce a fy ~ 1,43
hd7Graf = Plot[{hd]t]/.{T — 1,T0 — 0,7}},{t,—0,5,0,5}, PlotRange — All, (MIIL15)
PlotStyle — {RGBColor[1,0,1]}] o
Show[hd1Graf, hd7Graf] (M.IIL.16)
el solapamiento es notable:
Trhd7Graf = Plot[Trhd/.{T — 1,T0 — 0,7}, {f, —20, 20}, PlotRange — All, (MLIIL17)

PlotStyle — {RGBColor[1,0,1]}]

I11.6.1.3. Ejemplo 3°

La delta de Dirac :

La funcion Delta de Dirac puede representarse como limite de funciones de area
unidad y anchura decreciente, como las h(t), una vez normalizadas, o los pulsos gau-
sianos. )

ef(i)
pulso(t_) := avr (ML.III.18)

donde a es la semianchura del mismo. Dando a este parametro el valor a =1

pullGraf = Plot[pulsot]/.a — 1, {t,—3,3}, PlotRange — All,

(M.IIL.19)
PlotStyle — {RGBColor[0,0, 1]}]

Los pulsos de anchura decreciente a =1, a = 0,5 y a = 0,1, tienen alturas crecientes

ay/w
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pul123Graf = Plot[{pulso[t]/.a — 1,
pulso[t]/.a — 0,5, pulso[t]/.a — 0,1}, {t, —3,3}, PlotRange — All, (M.III.20)
PlotStyle — {RGBColor[0,0, 1], RGBColor[0, 1, 0], RGBColor|1, 0, 0]}]

pero su area es independiente de la anchura y unitaria:

intPul = / pulso[t]dt (ML.IIL.21)
intPulGraf =
Plot[intPul, {a,0,5,5}, PlotStyle — {RGBColor|0,0, 1]}, PlotRange — {0, 2}]
(M.IIL.22)

Las transformadas de estos pulsos tienen la misma amplitud maxima —— pero su
™

V2T
2

semianchura es 7, con lo que At Aw ~ 2

1 o0 .
TrPul = \/ﬂ/—oo pulso]t] (Cos[w t] + I Sin[w t])dt (M.IIL.23)

TrPul123Graf = Plot[{TrPul/.a— > 1, TrPul/.a— > 0,5, TrPul/.a— > 0,1},
{w,—20,20}, PlotRange — All, (M.IIT.24)
PlotStyle — {RGBColor[0,0, 1], RGBColor[0, 1, 0], RGBColor[1,0,0]}]

Como se aprecia en la grafica, cuando la anchura 2¢ — 0, la anchura de la trans-
formada é — o0 y la densidad espectral se hace constante \/12?, como corresponde a la
Delta de Dirac.




Apéndice IV

Relaciones vectoriales y diadicas

IV.1. Productos

a-(bAT) = b-(GAG)=¢ (@ND)
an(bAE) = b(@-é) —é@-b)
i (be) = (a-b)c,, (@b)-é=ab-e
il = a

IV.2. Gradiente

V(f+g9) = V[f+Vyg

V(fg) = fVg+gVf

V@-b) = @-V)b+B-V)a+an(VAL) +bA(VAQI)
ViR = 79 wr=r L V)= gr

IvV-1
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IV.3. Divergencia

V-(@@+b) = V-@a+V-b
V-(fd) = fV-da+a Vf
V-(@Ab) = b-VAG—a-VAb
V-VAG = 0
V.-Vf = V%
V-7 = 3
IV.4. Rotacional
V A (@+0b) VAG+VAD
VA (fa) fVANG+VfAG
V A (@A D) av-b—bV-a+b-V)i—(@-V)b
VA(VAQ) V(V-ad) -V
VA (V) 0, VAF=0
. da
V A d(u) Vu/\%

IV.5. Laplaciano

Vi V(V-@)—VA(VAQ)

2 2
0“ay 0%a,

1
Vi) = ama
9% a
25 x
Vid = 0x2

7 + 5.2 (Solo en cartesianas)

V.15
V.16
Iv.ar
IV.18
V.19

e e N N T N
~— — ~— ~— ~— ~—

V.20

(IV.21)
(IvV.22)



IV.6. TEOREMAS INTEGRALES

IV.6. Teoremas integrales

/V-édv

%

/V‘;dv
%

/(VAa)-ﬁds
S

oy
3
N
»
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o,
»

St

=
=

SI

31
QU
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QU
»

56— 06— 56— 5 5 55

~
U
s

V-3

(IV.23)
(IV.24)
(IV.25)
(IV.26)
(IV.27)

(IV.28)
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