
Electrodinámica.

Bernardo Garćıa Olmedo 1
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Constantes f́ısicas

c velocidad de la luz 2, 997 924 58× 108 m.s−1

µ0 permeabilidad magnética 4π × 10−7 H.m−1 ' 1, 256 64× 10−6 H.m−1

ε0 permitividad eléctrica 8, 854 187 8× 10−12 F.m−1

e carga del protón 1, 602 189 2× 10−19 C

me masa en reposo del electrón 9, 109 534× 10−31 kg

mp masa en reposo del protón 1, 672 648× 10−27 kg

k constante de Boltzmann 1, 380 662× 10−23 J.K−1

h constante de Plank 6, 626 176× 10−34 J.s

Conversión de unidades

1 eV = 1, 602 189 2× 10−19 Julios

1Tesla = 104 gauss
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2.8.6. Tensor enerǵıa-momento del campo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113

3. Medios macroscópicos 115
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Prólogo

Este libro es una continuación del [Garćıa Olmedo] aunque existe alguna diferencia de notación
y estilo, aśı como cierta redundancia en los contenidos de uno y otro. Éste parte de la repostulación
de las ecuaciones de Maxwell en el marco de la relatividad restringida y desarrolla preferentemente
los aspectos dinámicos del electromagnetismo, como los de propagación y radiación, aśı como la
teoŕıa de circuitos de parámetros distribuidos.

El contenido se organiza en cinco caṕıtulos y un cierto número de apéndices. El primer caṕıtulo,
que pudiera haberse incluido entre los apéndices, suministra la base relativista. El resto de los
caṕıtulos contiene una exposición del núcleo básico de la teoŕıa. Los apéndices son de dos tipos: los
que ampĺıan el contenido de los caṕıtulos y cuyo contenido no es necesario para el flujo lógico de
los mismos, numerados con letras mayúsculas, y los de tipo matemático, que recuerdan o recopilan
información que será de uso frecuente y que están numerados por cifras romanas. Al final de la
mayor parte de los caṕıtulos y apéndices se incluyen secciones de problemas, parte de los cuales
están resueltos, y programas de Mathematica que ilustran y complementan al resto del texto.

Granada 5 de abril de 2001
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Caṕıtulo 1

Cinemática relativista

1.1. Introducción

Este tomo se dedica al estudio del campo electromagnético dentro del marco de la relatividad
especial por lo que, a modo de introducción, comienza con una revisión de los aspectos básicos de
la cinemática y la dinámica relativistas.

El cuerpo fundamental de la F́ısica está constituido por la Mecánica y el Electromagnetismo, la
primera desarrollada principalmente por Galileo y Newton y el segundo por Faraday y Maxwell. La
aplicación al electromagnetismo de los conceptos clásicos de espacio y tiempo, concretados en las
transformaciones cinemáticas de Galileo, presenta dificultades esenciales que fueron soslayadas por
Einstein (1905) al encuadrar ambas disciplinas dentro de su Teoŕıa de la Relatividad Restringida.
La Teoŕıa General de la Relatividad, desarrollada posteriormente, incluye a la anterior como caso
particular.

- La Relatividad General es válida a escala cósmica e incluye al campo gravitatorio además del
electromagnético.

- La Relatividad Especial, o Restringida, es aplicable a ”pequeñasregiones del universo tales que
el espacio-tiempo, que en la teoŕıa general es curvo, pueda aproximarse como plano. A diferencia
de la anterior, no incluye al campo gravitatorio en su estructura interna.

Ambas teoŕıas imponen un ĺımite 1 c ≡ 2,99792458 108 m.s−1 a la velocidad de propagación de
las interacciones y tienen a la Relatividad de Galileo como ĺımite de baja velocidad (v << c), como
exige el principio de correspondencia.

La teoŕıa de la relatividad suele calificarse de çlásica.en cuanto a que no es cuántica y, en con-
secuencia, basa sus descripciones en el concepto de trayectoria continua (ĺınea del universo de la
part́ıcula). No obstante, tiene el mismo grado de modernidad que la cuántica y como ella, dista de
ser cerrada y definitiva. A pesar de los esfuerzos realizados, no parece cercana la consecución de

1Actualmente el metro se define en función del segundo y de la velocidad de la luz. La definición del segundo se
basa en una transición hiperfina del Cesio 133 mientras que para la velocidad de la luz se toma este valor como exacto.

1
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una teoŕıa unificada que contemple de forma coherente a todas las estructuras e interacciones de la
naturaleza.

Los textos sobre esta materia [Bergmann, Brédov et al., D’Inverno, Gómez, Jackson, Konopinski,
Landau y Lifchitz FT, Matveyev, Panofsky y Phillips] hacen uso de convenios, notaciones y nomen-
clatura muy diversos . Los utilizados aqúı, se establecen en esta revisión y en los apéndices I y II.

1.2. Revisión histórica

La f́ısica clásica se ocupa de la descripción de los fenómenos f́ısicos con respecto a referencias
adecuadas de espacio y de tiempo — Sistemas de referencia — y su correlación mediante leyes
f́ısicas. Se entiende genéricamente que un fenómeno f́ısico es un conjunto de sucesos elementales, o
acontecimientos, entre los cuales existe una relación causal. Las leyes f́ısicas constituyen la expre-
sión, fundamentalmente en lenguaje matemático, de la evolución básica de dichos fenómenos. En el
desarrollo de la F́ısica cabe distinguir a dos tipos de participante, el observador- experimentador y
el teórico, aunque a veces se funden en uno solo; el primero prepara las experiencias y describe su
evolución, registrando los distintos sucesos con la ayuda de un metro y un reloj y el segundo expresa
los fenómenos y su interrelación mediante leyes de carácter ” universal”. Una forma de expresar esta
universalidad es mediante principios de relatividad, los cuales determinan para que familia de obser-
vadores las leyes establecidas son válidas. El principio de relatividad de Galileo — o Galileo-Newton
— está basado en conceptos absolutos del espacio y del tiempo. A finales del siglo pasado se pone
de manifiesto que este principio, si bien es compatible con las leyes de Newton, no lo es con las de
Maxwell, lo que conduce a la siguiente disyuntiva:

- Si las leyes de Newton son válidas en todos los sistemas inerciales y, por lo tanto, las coordenadas
se transforman según las transformaciones de Galileo, las ecuaciones del campo electromagnético
vaŕıan de un sistema inercial a otro, por lo que debe existir un sistema privilegiado, el del Ether, en
el que las ecuaciones de Maxwell se cumplen en su forma usual y con respecto al cual la velocidad
de la luz es precisamente c.

- Si las leyes de la f́ısica son invariantes frente a las transformaciones de Galileo, las del electro-
magnetismo han de ser modificadas en consecuencia.

- Existe un principio de relatividad distinto al de Galileo que mantiene invariantes a las leyes de
Maxwell. Es preciso reformular las leyes de la mecánica.

Einstein, de acuerdo con la tercera opción, postula unos nuevos principios de relatividad, el
segundo de los cuales establece la invarianza de la velocidad de la luz , que encuadran adecuadamente
a las ecuaciones de Maxwell pero que exigen una revisión de la mecánica. El rango de universalidad
de las leyes se extiende como consecuencia de una concepción de carácter no absoluto del espacio-
tiempo. El observador relativista puede, dentro de este contexto, prescindir de los metros y ordenar
espacialmente dos sucesos, ocurridos en dos puntos determinados, midiendo el tiempo invertido por
la radiación electromagnética en un viaje de ida y vuelta entre dichos puntos2, como se muestra en
la figura 1.2.

2Este es el principio empleado por los radares, en la banda de las microondas, y por los taqúımetros actuales, en
la banda óptica.
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Las teoŕıas de la relatividad tratan de como distintos observadores ven el transcurso de una expe-
riencia determinada. Proporcionan, por lo tanto, las leyes de transformación de todos los parámetros
y magnitudes f́ısicas que intervienen en la misma. El principio de relatividad de Galileo establece
que las leyes de la mecánica son expresadas de una forma única por una familia de observadores
que están en reposo con respecto a unos sistemas de referencia privilegiados denominados Sistemas
Inerciales. Estos son los sistemas en los que se cumplen las leyes de Newton de inercia, fuerza y
reacción. Las inconsistencias que resultan del intento de adaptación de la relatividad de Galileo al
electromagnetismo llevan a Einstein a proponer sus principios de relatividad restringida, sustenta-
dos sobre el mismo conjunto de sistemas de referencia inerciales que los de Galileo. Más adelante,
en su teoŕıa general, eliminará todo privilegio entre sistemas de referencia.

Como principios previos a los de relatividad deben citarse los de Homogeneidad e Isotroṕıa,
según los cuales el espacio es isótropo y homogéneo y el tiempo homogéneo. Esto significa que una
cierta experiencia, realizada en las mismas condiciones iniciales y de contorno, transcurre de la
misma manera cualquiera que sea el lugar, orientación e instante inicial de su ejecución.

1.2.0.1. Electromagnetismo y relatividad

Como se vió en el tomo anterior, el electromagnetismo en el vaćıo puede expresarse mediante un
conjunto de ecuaciones de campo, las de Maxwell, más la ley de fuerza de Lorentz. Maxwell deduce en
principio dichas ecuaciones basándose en un modelo mecánico del Ether lumińıfero, medio hipotético
a través del cual se supone que se propaga la interacción electromagnética, aunque más tarde, en
vista a las dificultades conceptuales impuestas por los modelos posibles del ether, prescinde de éste
para enunciar sus leyes de forma análoga a como hoy la conocemos. En el vaćıo, estas ecuaciones
son

∇ · ~E =
ρ

ε0
(1.1a)

∇∧ ~E = −∂ ~B

∂t
(1.1b)

∇ · ~B = 0 (1.1c)

∇∧ ~B = µ0 ~ + ε0 µ0
∂ ~E

∂t
(1.1d)

y la ley de fuerza

~F = e( ~E + ~v ∧ ~B) (1.2)
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Dentro del marco de la relatividad de Galileo, las leyes de transformación de los campos son

~E ′ = ~E + ~V ∧ ~B (1.3a)

~B ′ = ~B (1.3b)

3

Pero estas leyes de transformación, aunque aplicables y útiles en el rango ya mencionado de bajas
velocidades, no dejan de presentar dificultades conceptuales porque son el resultado de imponer a
los campos un principio de relatividad que las ecuaciones de Maxwell necesariamente incumplen4.
Efectivamente, la ecuación de onda para cualquier componente cartesiano φ de los campos, en
regiones en las que ρ = 0 y ~ = 0, es

(
∇2 − 1

c2

∂2

∂t2

)
φ = 0 , , c =

1√
µ0ε0

(1.4)

La forma de esta ecuación, como es fácil comprobar, no es invariante frente a las transformaciones
de Galileo, debido a que en ella aparece la velocidad de la luz c (Véanse los problemas 1-1 y 1-2).
Como cualquier otra velocidad, ésta se transforma según la ley de composición de velocidades,
~c′ = ~c − ~V , al pasar a otro sistema de referencia. Si las transformaciones de Galileo son aplicables
a las leyes de Maxwell, la forma de estas últimas es variable y debe ser posible la medida de los
distintos valores de c cuando se cambia de sistema inercial. En particular, debe ser posible medir
la velocidad de la Tierra con respecto al sistema privilegiado del Ether, o sistema absoluto, en el
cual dichas ecuaciones tienen la forma canónica usual y con respecto al cual la luz se propaga con
velocidad c.

La controversia suscitada en su tiempo es objeto ya de la historia y puede verse en [Jackson,
Panofsky y Phillips, Whittaker]. La primera experiencia encaminada a determinar la velocidad de
la Tierra con respecto al sistema del Ether se debe a Michelson y son muy numerosas y variadas
las realizadas desde entonces. A pesar de que la Tierra circula alrededor del Sol con una velocidad
de unos 30 km.s−1 los resultados indican que la velocidad de la luz es invariante hasta ĺımites del
orden del cm.s−1 [Ohanian].

De las hipótesis emitidas para justificar el resultado negativo de dichas experiencias, aferrándose
sin embargo a la concepción absoluta del espacio y del tiempo, citaremos solamente la de Lorentz,
según la cual los metros se contraen como consecuencia de su movimiento a través del Ether,
debido a la resistencia material del mismo, y la de Poincaré, que postula una ralentización de los

3En las transformaciones en las que el orden ćıclico de los vectores de base se invierte, ~B ′ = − ~B.
4Si se aproxima hasta el primer orden en β ≡ V/c a la ley de Einstein para la transformación del campo magnético

, se obtiene ~B′ ' ~B − ~V
c2
∧ ~E (2.60); para obtener el resultado galileano es necesario, además, suponer que c → ∞.

No se debe olvidar que las ecuaciones de Maxwell no son compatibles con las transformaciones de Galileo. Esto hace
que, en el ĺımite de baja velocidad, sea a veces más apropiada la utilización de esta expresión que la galileana.
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relojes en movimiento. La primera hipótesis justifica el resultado negativo de la experiencia de
Michelson con interferómetros de brazos iguales y la segunda el de la misma experiencia pero con
brazos desiguales. Entrambas dan lugar a las transformaciones cinemáticas que hoy se conocen como
Transformaciones de Lorentz, las cuales coinciden formalmente con las utilizadas en el contexto de
la relatividad especial aunque responden a una concepción del espacio-tiempo radicalmente distinta.
Einstein analiza cŕıticamente las nociones tradicionales del tiempo y del espacio y eleva al rango de
postulado el resultado experimental de que la medida de la velocidad de la luz es independiente del
observador.

1.3. Postulados de la Relatividad Restringida

Einstein se cuestiona la aplicabilidad de la relatividad de Galileo al campo electromagnético.
Piensa, además, que ninguna experiencia es puramente electromagnética ya que en la misma, de una
forma u otra, se hace uso de todas las ramas de la f́ısica y, por supuesto, el campo electromagnético
es parte esencial de las mismas. En este sentido, puede decirse que la teoŕıa de la relatividad empieza
a fraguarse a partir de la cuestión de cómo es posible en la práctica determinar si dos sucesos son
o nó simultáneos. El resultado de este análisis se concreta en dos postulados, el de Relatividad y el
de la Constancia de la velocidad de la luz, que pueden enunciarse de la forma:

1o - Relatividad: Las leyes de la F́ısica tienen forma invariante para todos los
observadores inerciales.

2o - Constancia de la velocidad de la luz: La velocidad de la luz es una constante
invariante para todos los observadores inerciales.

A partir de estos postulados y de otros, que se recabarán en su caso, se reformulará la mecánica
y el electromagnetismo. Aunque este último seguirá siendo válido en la forma previamente conocida,
al situarse en un nuevo contexto relativista su interpretación y potencialidad se verán fuertemente
realzadas.

1.4. Ordenación espacial y temporal

En este apartado, previo al desarrollo formal de las trasformaciones de Lorentz, se introducen
de forma cualitativa, con ayuda de Experiencias pensadas, los fundamentos de la nueva concepción
del espacio y del tiempo introducida por Einstein. En el apéndice A se puede ver como los postu-
lados permiten diseñar otras experiencias pensadas de las que se deducen cuantitativamente dichas
transformaciones y los conceptos básicos de la dinámica relativista.

Idealmente, un Suceso elemental es algo que ocurre en un punto y en un instante. La definición
de una magnitud f́ısica lleva consigo el establecimiento de un proceso operacional para su medida.
La definición operacional correspondiente lo delimitaŕıa en un entorno de espacio y de tiempo de
dimensiones inapreciables para los instrumentos de medida empleados. La ordenación espacial y
temporal de estos sucesos es la tarea primaria de un observador inercial.
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1.4.1. Simultaneidad local

No se puede definir y medir el tiempo si no se especifica de forma ineqúıvoca un proceso para
la determinación de si dos sucesos guardan entre śı una relación de anterioridad, posterioridad o
Simultaneidad: son necesarios mecanismos prácticos para poner en hora y acordar el ritmo de los
relojes.

No es dif́ıcil imaginar instrumentos que determinen la Simultaneidad local de dos sucesos A y B: si
han ocurrido simultáneamente y en el mismo punto para un cierto observador inercial (Por ejemplo,
uno del sistema S). Todos los inscritos en el Registro Civil como nacidos en un d́ıa determinado
pueden considerarse como nacidos en simultaneidad local, en el mismo d́ıa y en la localidad en que
reside el Registro. Los procesos de medida clásicos tienen incertidumbres y errores que, idealmente,
pueden refinarse cuanto sea necesario. Un instrumento con estas caracteŕısticas recibe el nombre
de Detector de coincidencias y t́ıpicamente seŕıa un dispositivo de pequeñas dimensiones, ∆l3, que
se activa cuando dos fotones inciden en su interior en un mismo intervalo temporal ∆t, como se
muestra en la figura 1.1. En la figura 1.1-a se muestra al detector de coincidencias, el cual se activa
cuando los fotones correspondientes a los sucesos A y B inciden dentro del mismo intervalo temporal
de dimensión ∆t. En 1.1-b se representa a la señal que divide al tiempo en intervalos ∆t; el suceso
A es anterior al B y al C y estos últimos son simultáneos dentro de la incertidumbre establecida. Se
supone que A, B y C han tenido lugar en la posición del detector de coincidencias. La simultaneidad
local tiene carácter absoluto puesto que las activaciones de un detector de coincidencias son objetivas
e independientes del observador.

B, C

A B

   t

(a)

(b)

A

Figura 1.1: Detector de coincidencia
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1.4.2. Ordenación espacial de sucesos en un sistema de referencia

Supondremos que en todos los puntos de un sistema inercial S en que sea necesario se encon-
trará un observador inercial de dicho sistema. La posición que ocupa cada uno de ellos puede fijarse
por el que está situado en el origen con la ayuda de un metro ordinario, pero el segundo postulado
le ofrece una mejor herramienta. Esta es la radiación electromagnética, que viaja en ĺınea recta con
una velocidad exacta c. La figura 1.2 representa a un observador galileano, que se sirve de un reloj y
un metro, y otro einsteniano que ha sustituido a este último por un radar con el que mide el tiempo
invertido por la luz en un viaje de ida y vuelta.

espejo

x

t

t 1

2

1 x2Galileo Einstein

Figura 1.2: Observadores

El radar lanza un fotón en t1, desde x1, hacia el espejo colocado en la posición x2 en la que ha
ocurrido el suceso y lo recibe, después de ser reflejado, en el instante t2. La distancia ∆x entre el
observador y el punto x2 es

∆x =
c

2
∆t (1.5)

El tiempo puede ser medido en metros-luz o el espacio en segundos-luz. Como se verá más
adelante, el espacio y el tiempo se ligan de una forma más ı́ntima que en la relatividad de Galileo
por lo que resulta natural representar al tiempo con dimensiones espaciales a través de la coordenada
ct.

1.4.3. Simultaneidad no local y puesta en hora de los relojes

Como se muestra en la figura 1.3, entre dos sucesos A, ocurrido en xa, y B, ocurrido en xb, según
los observadores de un sistema S concreto, puede establecerse una relación de simultaneidad. Entre
estos sucesos se da una Simultaneidad no local, cuando dos fotones, el a, emitido en simultaneidad
local con el suceso A, y el b, emitido en simultaneidad local con el B, llegan en simultaneidad local al
punto xc = (xb +xa)/2, equidistante de xa y xb. Cuando dos sucesos ocurren en dos puntos distintos
de un sistema de referencia, se hace imprescindible el uso de mensajeros y de reglas que permitan
establecer un orden de precedencia temporal. Si el mensajero poseyera velocidad infinita, el detector
de coincidencias podŕıa colocarse en cualquier punto y el tiempo tendŕıa el carácter absoluto que le
asigna la relatividad de Galileo. Ese mensajero infinitamente veloz no existe, que se sepa, por lo que
resulta afortunado que, aunque con velocidad finita, la luz sea un mensajero perfectamente fiable.
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A B
a b

x xx

S

a c b

Figura 1.3: Simultaneidad no local

xa

S

x = 0

mensaje

R Ro a

Figura 1.4: Sincronización de relojes

Una alternativa para la ordenación temporal de los sucesos consiste en que los observadores que
detectan los sucesos en las posiciones que ocupan, emitan un mensaje, identificando su posición,
en simultaneidad local con la ocurrencia de los mismos. El observador patrón, situado en el origen
de S, podrá corregir el tiempo de llegada de los mensajes, de acuerdo con 1.5, y ordenar a todos
los sucesos en el espacio y en el tiempo. Procediendo a la inversa, según se muestra en la figura
1.4, es suficiente con que en cada sistema de referencia exista un reloj patrón que radie la hora: el
observador situado en xa la recibirá con el retraso correspondiente, que es conocido para él. En la
práctica, cada observador tiene su propio reloj que, de cuando en cuando, regula con respecto al reloj
patrón. Si le atrasa puede acelerar el ritmo, ajustando la tensión del muelle, o variando la capacidad
de condensador que está en paralelo con el cuarzo, y adelantar la fase mediante la corona del reloj.
En adelante supondremos que todos los observadores de un mismo sistema de referencia inercial
poseen un reloj puesto en hora con respecto al patrón, con el que puede ordenar temporalmente a
los sucesos locales.
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1.4.4. Relatividad de la simultaneidad

Hasta ahora se ha visto como, con ayuda del postulado de la constancia de la velocidad de la
luz, los sucesos observados desde un cierto sistema de referencia pueden ser ordenados espacial y
temporalmente. En la relatividad de Galileo, las distancias espaciales y temporales entre los lugares
e instantes en que ocurren dos sucesos tienen carácter absoluto, son independientes del sistema
inercial desde el que se miden. De lo tratado anteriormente se desprende que ahora, en particular, el
tiempo no podrá considerarse como absoluto: no es posible extender el concepto de simultaneidad
a los demás sistemas inerciales. Solo los sucesos localmente simultáneos, lo son para cualquier otro
observador. La siguiente experiencia pensada [Bergmann] pondrá de manifiesto el carácter relativo
de la simultaneidad.

V

x a xc xb

x a xc xb

x’a x’c x’
b

x’a x’c x’
b

x’a x’c x’
b

x’a x’c x’
b

x a xc xb

x a xc xb
b a

4

S’

S
t

t

t

t

1

2

3

b

b

b
a

(Tren)

(Estación) a

a

Figura 1.5: Relatividad de la simultaneidad

En la figura 1.5 se representan distintos instantes del paso de un tren por una estación. En la
estación, sistema S, se marcan los puntos xa y xb aśı como el punto medio entre ambos xc. En una
pasada previa se marcan los puntos homólogos x′ a, x′ b y x′ c de S ′, que son aquellos que, en un
instante determinado t de S, se encuentran justo en las posiciones de xa, xb y xc respectivamente
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(caben diversas formas de efectuar la operación anterior como, por ejemplo, disparar simultánea-
mente en S tres láseres situados en xa, xb y xc, cuyos haces marcarán las señales correspondientes
en x′ a, x′ b y x′ c). Invocando el principio de homogeneidad espacial puede asegurarse que los obser-
vadores del tren encontrarán que el punto x′ c está a igual distancia de x′ a y x′ b. Una vez preparada
la experiencia, se procede a un segundo pase del tren cuya descripción desde S es la que sigue:

t1 - En este instante tienen lugar los sucesos de la coincidencia de los puntos xa-x′ a y xb-x′ b.
En simultaneidad local con xa-x′ a se emite el fotón a y en simultaneidad local con xb-x′ b el b.

t2 - El fotón a llega a x′ c. Como los dos fotones viajan a velocidad finita c y el tren lo hace hacia
la izquierda con velocidad V , el fotón b aún no ha llegado a dicho punto.

t3 - Los fotones, que partieron simultáneamente en S desde xa y xb, llegan al punto medio xc.

t4 - El fotón b llega a x′ c.

La conclusión de esta experiencia es que los sucesos xa-x′ a y xb-x′ b, que son simultaneos en
S, no lo son desde S ′ porque el fotón a, que parte de x′ a, equidistante de x′ c con respecto a x′ b,
llega antes que el b a x′ c. El postulado de la constancia de la velocidad de la luz exige que la
velocidad de a y b, medida en S ′, sea c, luego xa-x′ a ha ocurrido antes que xb-x′ b, según se aprecia
desde este sistema. Luego la ordenación temporal no es absoluta y debe renunciarse a la ley de
transformación de coordenadas de Galileo. Mediante experiencias de este tipo pueden deducirse las
nuevas transformaciones, como puede verse en el apéndice A.

1.5. Transformaciones de Lorentz; espacio de Minkowski

Una vez comprobado que los postulados de Einstein no concuerdan con las transformaciones de
Galileo, se procece a la búsqueda de unas nuevas transformaciones que sean compatibles con éstos y
con los principios de homogeneidad e isotroṕıa. Dada la relatividad de la simultaneidad, las variables
espaciales y temporales deberán aparecer mezcladas en un espacio-tiempo tetradimensional.

Previamente conviene precisar algunos conceptos. De acuerdo con lo expuesto en el apéndice I
sobre espacios puntuales, se buscan las leyes de transformación de coordenadas para los puntos X4

de un espacio puntualM4, que se denominará espacio de Minkowski. Este está asociado a un espacio
vectorial euclidiano M4 de cuatro dimensiones, como se muestra en la figura 1.6. Sin otro objeto que
el de facilitar la exposición, se denominará transformación Directa a la S → S ′, donde el sistema de
referencia S está constituido por un punto origen O4 y una base vectorial ~ei , i = 0, 1, 2, 3 5, para
las coordenadas contravariantes, o su adjunta ~e i para las covariantes.

S ≡
{

(O4, ~ei)
(O4, ~e i)

, , S ′ ≡
{

(O′
4,

~e′j)
(O′

4,
~e′

j
)

, , i, j = 0, 1, 2, 3

Una descripción de este tipo es innecesaria para poner de manifiesto los fundamentos f́ısicos del
problema, por lo que, también en este caso, es preferible limitarse a las transformaciones estándar

5Se utilizarán ı́ndices latinos para enumerar las cuatro dimensiones y griegos para las tres espaciales.



1.5. TRANSFORMACIONES DE LORENTZ; ESPACIO DE MINKOWSKI 11

O’ OS O

T. L.

4

e’j

e i

X

S’ O’4

4

4 4

s

s’

Figura 1.6: Transformaciones generales de Lorentz

que se representan de forma tridimensional en la figura 1.7. Estas transformaciones cumplen las
siguientes condiciones:

V t

V t

x, x’

y y’

z z’

O O’

’-

Figura 1.7: Transformaciones estándar de Lorentz

A - Las coordenadas espaciales son cartesianas, los ejes x y x′ coinciden y los y, y′ y z, z′ son
paralelos y tienen la misma dirección.

B - Las escalas empleadas en ambos sistemas son las mismas.

C - El origen espacial de S ′, O′ = (x′ = 0, y′ = 0, z′ = 0), se mueve con respecto a S, en la
dirección positiva del eje x, con velocidad V. De acuerdo con el principio de relatividad, el origen
espacial de S, O = (x = 0, y = 0, z = 0), se mueve con con velocidad V en la dirección negativa
del eje x′ .

D - O y O′ coinciden en t = t′ = 0, luego los oŕıgenes tetradimensionales permanecen invariantes,
O′

4 = O4
6. Esta circunstancia hace que las transformaciones de coordenadas estándar presenten una

6Las transformaciones de Galileo se desdoblan en dos, la del tiempo, monodimensional, y la del espacio, tridimen-
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forma análoga a la de las transformaciones de base, por lo que cualquier vector tetradimensional, o
Tetravector, será invariante vectorial frente a las mismas.

Para representar a los puntos del espacio de Minkowski, también llamados Puntos del Universo,
se definirán las siguientes coordenadas contravariantes7:

x0 = ct , x1 = x , x2 = y , x3 = z (1.6)

En lo sucesivo, el cuadrado de una coordenada se indicará de la forma (xi)2 y el vector de
posición tetradimensional se representará por

⇒
s . Con la expresión

⇒
s→

{
(x0, x1, x2, x3) → (ct, ~r)
(x0, x1, x2, x3) → (ct,−~r)

(1.7)

se indica que el tetravector de posición puede representarse mediante coordenadas contravariantes
o covariantes 8 y que las tres últimas contravariantes coinciden con las del ”vector”tridimensional
de posición 9 . Con la métrica que se utiliza en este texto, las coordenadas covariantes espaciales
son iguales a las contravariantes pero de signo contrario.

De acuerdo con I.36, las leyes de transformación son

x′ j = o′j + aj
i xi = aj

i xi , , i, j = 0, 1..,3 (1.8)

donde se tiene en cuenta que las coordenadas o′j del O4 con respecto a O′
4 son nulas. Según ésto,

⇒
s

no es invariante frente a las transformaciones generales de coordenadas, pero śı frente a las estándar.
Sin embargo, el vector de posición mútua entre dos puntos y el vector de desplazamiento elemental
en el espacio de cuatro dimensiones

∆
⇒
s 21=

⇒
s 2 − ⇒

s 1 , , d
⇒
s (1.9)

si son vectores invariantes. En lo sucesivo, cuando se hable de magnitudes tensoriales se dará por
supuesto que son invariantes tensoriales frente a las trasformaciones de coordenadas, por lo que se
estará excluyendo a magnitudes como

⇒
s que no lo son.

La aplicación de los principios y postulados propuestos permitirá la determinación de los coefi-
cientes aj

i que, según se ha visto, juegan aqúı el doble papel de coeficientes de la transformación de
base vectorial y de la transformación de coordenadas.

La homogeneidad del espacio y del tiempo exige que los coeficientes de la transformación sean
independientes de las coordenadas ya que, en caso contrario, ésta seŕıa distinta para cada punto.
Luego los coeficientes solo pueden depender de la velocidad relativa entre los dos sistemas.

sional. En esta última, los oŕıgenes se trasladan en función del tiempo.
7En la bibliograf́ıa pueden encontrarse definiciones distintas a las que aqúı se emplean.
8Las coordenadas covariantes solo podrán introducirse adecuadamente cuando se establezca la métrica del espacio

de Minkowski, lo cual se hará más adelante. Se adelanta su mención a este lugar como mera referencia.
9~r no es un vector del espacio de Minkowski, pero se seguirá denominándolo como vector.
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aj
i = aj

i (V ) (1.10)

Esto implica que las transformaciones son lineales y conservan el carácter rectiĺıneo de las trayec-
torias inerciales, de acuerdo con la ley de inercia. En primer lugar se determinarán los ceoficientes
correspondientes a las coordenadas transversales y = x2 y z = x3 y a continuación los de las dos
primeras ct = x0 y x = x1.

Coeficientes de las coordenadas transversales :

Para y = x2

x′ 2 = y′ = a2
0 ct + a2

1 x + a2
2 y + a2

3 z

Puesto que en las transformaciones estándar coinciden los planos y = 0 e y′ = 0 y en dichos
planos el resto de las coordenadas son arbitrarias

a2
0 = a2

1 = a2
3 = 0 ⇒ y′ = a2

2 y

Dado que no se contemplan cambios de escala ni inversión de ejes, = a2
2 = +1.

El principio de isotroṕıa establece la equivalencia de las coordenadas y y z, por lo que éstas se
transforman según las expresiones

y′ = y , , z′ = z
x′ 2 = x2 , , x′ 3 = x3 (1.11)

Coeficientes de las dos primeras coordenadas :

Para las dos primeras coordenadas se tiene

x′ 0 = ct′ = a0
i x

i = a0
0 ct + a0

1 x + a0
2 y + a0

3 z (1.12a)

x′ 1 = x′ = a1
i x

i = a1
0 ct + a1

1 x + a1
2 y + a1

3 z (1.12b)

Los planos x′ = cte se mueven con respecto a los x = cte con velocidad V 10. En particular,
el plano x′ = 0 está definido por la coordenada x = β ct en S, siendo arbitrarias las coordenadas
transversales. De 1.12b se deduce que

a1
2 = a1

3 = 0 , , β = −a1
0

a1
1

10En lo que sigue se hará uso preferente de la velocidad normalizada β = V/c.
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Dejando para más adelante la determinación de a1
1 y anotándolo como γ .

a1
1 ≡ γ , , a1

0 = −γβ

y

x′ 1 = x′ = −γβ ct + γ x

Si se elimina ct entre esta ecuación y 1.12a, se tiene que

ct′ = a0
0

γ x− x′

γβ
+ a0

1 x + a0
2 y + a0

3 z

Por el principio de relatividad, los puntos de los planos x = cte (las coordenadas y y z de
este plano son arbitrarias ), en particular del x = 0, se mueven con respecto al sistema S ′ con
velocidad −V , por lo que, visto desde S ′, la coordenada x′ de este plano viene dada por la ecuación
x′ = −β ct′, de donde resulta que

a0
2 = a0

3 = 0 , , a0
0 = γ

Reescribiendo lo obtenido hasta ahora y simplificando la notación

ct′ = γ ct + Ax (1.13a)

x′ = −γβ ct + γ x (1.13b)

El segundo postulado exige que la velocidad de la luz en cualquiera de los dos sistemas sea c,
por lo que la trayectoria de un fotón, emitido en el origen espacio-temporal (t = t′ = 0, ~r = ~r ′ = ~0)
en la dirección del eje x, tiene por ecuaciones

x′ = ct′ , , x = ct

Sustituyendo 1.13a y 1.13b en la primera de las ecuaciones e identificando los coeficientes de x
y t en la segunda, resulta

A = −γβ

y

ct′ = γ (ct− β x) (1.14a)
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x′ = γ (−β ct + x) (1.14b)

Las transformadas inversas pueden obtenerse resolviendo el sistema de ecuaciones anteriores
para ct y x

ct =
γ

∆
(ct′ + β x′ ) (1.15a)

x =
γ

∆
(β ct′ + x′ ) (1.15b)

donde ∆ = γ2 (1 − β2) es el determinante de los coeficientes. Pero estas transformaciones también
pueden deducirse de las directas, de acuerdo con el postulado de relatividad, intercambiado las
variables de S con las de S ′ y cambiando el signo a β. Comparando el resultado con las ecuaciones
anteriores, se tiene que ∆ = 1 y

γ =
1√

1− β2
> 1 (1.16)

donde se considera β < 1 y γ > 1 porque para β → 1, γ → ∞ y γ se hace imaginario para β > 1.
Se ha elegido la ráız positiva para γ porque las transformaciones estándar no invierten el sentido de
los ejes.

Resumiendo lo anterior, las transformaciones de Lorentz pueden escribirse con diversas nota-
ciones 11

t′ = γ (t− V

c2
x) (1.17)

x′ = γ (−V t + x)
y′ = y

z′ = z

o, de forma general, según 1.8 y el apéndice I,

x′ j = aj
i xi (1.18a)

xi = bi
j x′ j (1.18b)

La transformación directa 1.18a puede ser expresada en forma matricial, utilizando al ı́ndice
superior para las filas y al inferior para las columnas,

11Véase en el problema 1-4 la expresión de estas transformaciones cuando la velocidad relativa entre sistemas tiene
dirección arbitraria.
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


x′ 0
...

x′ 3


 =

(
aj

i

)
·




x0

...
x3


 , ,

(
aj

i

)
=




γ −γβ 0 0
−γβ γ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1


 (1.19)

La matŕız
(
bi
j

)
de la transformación inversa se obtiene sin más que cambiar β por −β.

Las propiedades básicas de las transformaciones son las que siguen:

- Los coeficientes son independientes de las coordenadas y, por lo tanto, la transformación es
lineal y conserva la forma de las trayectorias rectiĺıneas.

- Puesto que ∆ = 1,
∣∣∣ai

j

∣∣∣ =
∣∣∣bi

j

∣∣∣ = 1.

- γ es real para V < c (β < 1) e imaginaria en caso contrario. Para β = 1 la transformación
es singular puesto que γ → ∞. Aunque se especula con la existencia de part́ıculas con velocidad
superior a la de la luz ( superlumı́nicas o taquiones), éstas conducen a paradojas 12 incompatibles
con el principio de causalidad, por lo que aqúı solamente se consideran part́ıculas Lumı́nicas (β = 1)
y Sublumı́nicas (β < 1) o tardones.

- La velocidad de la luz en el vaćıo c aparece como ĺımite de la velocidad de interacción entre
cuerpos materiales.

- Para β ¿ 1 y c →∞ las transformaciones de Lorentz equivalen a las de Galileo 13.

1.5.1. Invarianza del intervalo; producto escalar y métrica en el espacio de
Minkowski

El segundo postulado de Einstein hace posible el establecimiento de una métrica en el espacio
de Minkowski.

Para cualquier par de sucesos A y B, ocurridos respectivamente en Xa = (ta, ~ra) y Xb = (tb, ~rb)

∆s2
ba ≡ c2 (tb − ta)2 − (xb − xa)2 − (yb − ya)2 − (zb − za)2 = c2 ∆t2ba −∆r2

ba (1.20)

es un invariante escalar, como puede comprobarse mediante las transformaciones de Lorentz 14. En
particular, si A y B corresponden al paso de un fotón por los puntos del universo Xa y Xb, su valor
será 0 puesto que el fotón viaja a la velocidad de la luz. En particular, para puntos próximos

ds2 = c2 dt2 − dx2 − dy2 − dz2 = c2 dt2 − dr2 (1.21)

12Un individuo podŕıa viajar al pasado y matar a su progenitor antes de que lo engendrara.
13Problema 1-3. La relatividad de Galileo presupone que la velocidad ĺımite de propagación de las interacciones es

ilimitada.
14Problema 1-13.
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también es invariante escalar.

Esto permite definir un producto escalar en el espacio de Minkowki y, por consiguiente, una
métrica. 15:

ds2 ≡ d
⇒
s ·d ⇒

s= gijdxi dxj = gijdxi dxj = dxi dxj (1.22)

El tensor métrico resultante es G̃, cuyas componentes son

(gij) =
(
gij

)
=




1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1


 (1.23)

lo que le presta al espacio de Minkowski el carácter de eucĺıdeo. Al mismo tiempo, las coordenadas
covariantes de un punto y las componentes covariantes de un vector se obtienen, a partir de las
contravariantes, según

xi = gijx
j (1.24)

y

x0 = ct , x1 = −x , x2 = −y , x3 = −z (1.25)

Aśı, pues, el desplazamiento elemental en el espacio de cuatro dimensiones, como cualquier
tetravector (cuadrivector), podrá expresarse en función de las coordenadas covariantes o contravari-
antes, según convenga:

d
⇒
s→

{
(dx0, dx1, dx2, dx3) → (c dt, d~r)
(dx0, dx1, dx2, dx3) → (c dt,−d~r)

(1.26)

Se define como Intervalo espacio-temporal entre dos sucesos cualesquiera a

∆s =
√

c2 ∆t2 −∆r2 , , ds =
√

c2 dt2 − dr2 (1.27)

cuyo cuadrado es invariante.

15Vease el apartado I.1.4.
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1.5.1.1. Clasificación de los intervalos

La invarianza del cuadrado del intervalo permite establecer una clasificación absoluta del tipo
de intervalo según ∆s2 sea mayor, menor o igual a cero.

∆s2 →




> 0 , c2 ∆t2 > ∆r2 → Tipo temporal
= 0 , c2 ∆t2 = ∆r2 → Tipo lumı́nico
< 0 , c2 ∆t2 < ∆r2 → Tipo espacial

(1.28)

- En los intervalos de tipo temporal, la distancia temporal entre los dos sucesos c |∆t| es mayor
que la espacial ∆r: un fotón emitido en simultaneidad local con el suceso que ocurre primero, tiene
tiempo de llegar al lugar donde ocurrirá el segundo suceso antes de que éste ocurra. Es posible,
aunque no necesario, que entre ellos exista una relación causal directa. Dada la invarianza del
cuadrado del intervalo, no será posible verlos simultáneamente desde ningún sistema inercial, pero
es fácil comprobar que existe un sistema inercial desde el cual ambos sucesos pueden ser vistos
ocurriendo en el mismo punto 16.

- Los sucesos conectados por un intervalo de tipo lumı́nico solo pueden estar relacionados direc-
tamente a través de part́ıculas lumı́nicas.

- Los intervalos de tipo espacial corresponden a sucesos sin relación causal directa. Existe un
sistema de referencia desde el que se ven ocurrir simultáneamente, pero no es posible verlos ocurrir
en el mismo lugar 17.

La figura 1.8 representa, en dos dimensiones, la relación entre un suceso A0, ocurrido en el punto
del universo P0 = (t0, x0), y los ocurridos en los demás puntos del universo. A estas representaciones
bidimensionales se les conoce como Diagramas de Minkowski 18.

Como puede verse en la figura, el suceso A0 está conectado por intervalos de tipo temporal con
sucesos tales como el Ap y el Af que se hallan en el interior del Cono de luz y de tipo lumı́nico con
los que están en la superficie del mismo, como el Ac. Con Aop está conectado por un intervalo de
tipo espacial y, por lo tanto, no existe relación causal directa entre ambos.

Si A0 corresponde al paso por P0 de una part́ıcula que tiene velocidad v y cuya trayectoria, o
ĺınea del universo, es la indicada en la figura, Ap corresponde al pasado de la part́ıcula y Af al
futuro de la misma, de forma que, viajando a velocidades adecuadas βp ≡ (V/c) ≤ 1 son alcanzables
todos los puntos del semicono superior, donde se encuentra el Futuro posible de la part́ıcula. De
forma análoga, desde el Posible pasado de la part́ıcula puede alcanzarse el punto P0. La trayectoria
de ésta forma con el eje ct un ángulo arctg βp ≤ 45o, donde βp ≡ vp

c es su velocidad normalizada,
por lo que la part́ıcula no podrá nunca acceder a la parte exterior del cono.

16Problema 1-16.
17Problema 1-17.
18Problema 1-14.
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Figura 1.8: Cono de luz

1.6. Medidas

En esta sección se definirán los términos relativos a la medición del espacio-tiempo en el mar-
co de la relatividad. Las dificultades encontradas para establecer un orden espacio-temporal con
carácter universal se debe a que la métrica es necesariamente tetradimensional. A pesar de ésto, es
conveniente extender los conceptos de longitud espacial e intervalo temporal, aunque ahora carezcan
del carácter absoluto que poseen en el marco de Galileo.

1.6.1. Medidas espaciales; longitud propia; Contracción de Lorentz

Ya se ha visto que la medida de distancias entre puntos de un sistema determinado de referencia
no ofrece ninguna dificultad. Se considera ahora cual será la medida de un objeto unidimensional,
que se denominará Metro, según ésta se efectúe desde un sistema u otro. Si el metro está en reposo
con respecto al observador, su longitud puede determinarse uńıvocamente, con independencia del
tiempo, como la distancia que existe entre los puntos en que se hallan sus extremos. Si el metro
está en movimiento, debe admitirse que la única forma razonable de definir su longitud es:
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Definición 1 (Longitud de un metro medida en un sistema S) Es la distancia entre los
puntos Pa y Pb ocupados simultáneamente en S por sus extremos.

l =
√

(~rb(t)− ~ra(t))2 (1.29)

definición que incluye como caso particular a

Definición 2 (Longitud propia de un metro) Es la longitud Λ de un metro medida en un sis-
tema inercial Propio (sistema con respecto al cual el metro está en reposo).

Del postulado de relatividad se deduce que la longitud propia de un metro es una magnitud
caracteŕıstica del mismo, es decir, la medida de un objeto realizada en reposo con respecto a un sis-
tema inercial es independiente del sistema en cuestión. Como corolario del postulado de relatividad,
suele invocarse el Principio de reproducibilidad de las magnitudes propias, según el cual, el mismo
metro y el mismo reloj pueden ser utilizados para marcar intervalos espaciales y temporales propios
en cualquier sistema inercial; basta con colocarlos en reposo sobre el sistema correspondiente.

Longitud de metros perpendiculares al movimiento :

La medida de un metro colocado perpendicularmente a la dirección del movimiento, la z por
ejemplo, es invariante. Si Λ es la longitud propia de un metro cuyo sistema propio es S ′

Λ = z′b − z′a = zb − za = l (1.30)

Longitud de metros paralelos al movimiento :

En el caso de que dicho metro se encuentre colocado paralelamente al movimiento

Λ = x′ b − x′ a = γ (xb(t)− xa(t)) = γ l

De acuerdo con ésto, dado que γ > 1, la Longitud no propia (longitud medida desde un sistema no
propio) resulta contráıda según la relación

l =
Λ
γ

< Λ (1.31)

por lo que la mayor longitud medida a un objeto es la propia. Este efecto se conoce como Contracción
de Lorentz-Fitzgerald. Esta misma ley rige para intervalos elementales

dl =
dΛ
γ

(1.32)

También los volúmenes no propios V se verán contráıdos en la misma proporción.

dV = dx dy dz =
dV0

γ
, , V =

V0

γ
(1.33)

donde V0 es el volumen propio.
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1.6.2. Medidas de tiempo; tiempo propio de un sistema; intervalo de tiempo
propio; dilatación temporal

En primer lugar se darán las siguientes definiciones asociadas a la medida del tiempo en un
sistema de referencia determinado

Definición 3 (Reloj propio de un sistema) Aquel que está en reposo con respecto al sistema.

Definición 4 (Tiempo propio de un sistema) El marcado por los relojes propios puestos en
hora.

Definición 5 (Intervalo de tiempo propio) El intervalo ∆τ marcado por un mismo reloj pro-
pio. La medida del tiempo es independiente de las coordenadas transversales, z e y, por lo que un
intervalo propio puede ser medido por distintos relojes situados en un mismo plano x = x0.

Definición 6 (Intervalo de tiempo impropio) Intervalo ∆t cuyo comienzo y final está marca-
do por dos relojes propios situados en distintos planos x = cte.

Relatividad de la simultaneidad :

Las transformaciones temporales reflejan el carácter relativo de la simultaneidad. Dos sucesos
que son simultáneos en S ′, el B, ocurrido en (t′, x′ b), y el A, ocurrido en (t′, x′ a), no se ven si-
multáneamente desde S. De acuerdo con 1.17, estos dos sucesos se ven desde S con una diferencia
de sincronismo

δt ≡ tb − ta = γ
β

c
(x′ b − x′ a) = γ

β

c
∆x′ (1.34)

En S, el orden de los sucesos depende del signo de ∆x′ : solo la simultaneidad local tiene carácter
absoluto. Los sucesos que han ocurrido en posición más avanzada se verán como posteriores. Un
conjunto de relojes puestos en hora en el sistema S ′ se verán desde S tanto más atrasados cuanto
mayor es su coordenada x′ . Supóngase que el suceso B consiste en que el reloj R′

b marca la hora
t′ = 100 y el A en que R′

a marca la misma hora. Desde S se verá que R′
b marca esa hora en su esfera

a una hora tb posterior en δt a la ta en que la esfera de R′
a marcó la una. Las medidas de tb y ta las

realizan los observadores de S que detectan los sucesos A y B.

Dilatación temporal :

Si ∆τ es un intervalo propio de S ′,

∆τ = t′b(x
′ )− t′a(x

′ )

luego

∆t = γ ∆τ , , dt = γ dτ (1.35)

Estas expresiones corresponden al efecto de la dilatación temporal de los intervalos temporales
no propios, propuesta en su d́ıa bajo otro contexto por Poincaré.
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1.7. Invariantes

1.7.1. Invarianza manifiesta de las leyes

El establecimiento de la invarianza de una cierta ley frente al cambio de sistema inercial es
complejo puesto que no basta con transformar las coordenadas de las ecuaciones que la expresan,
lo cual se sigue de las transformaciones de Lorentz, sino que también es necesario saber como se
transforman las magnitudes f́ısicas que intervienen en ella.

La forma más directa de encontrar posibles expresiones de las leyes que cumplan el principio de
relatividad es mediante la propuesta de expresiones manifiestamente invariantes 19.

Una expresión tensorial no es necesariamente invariante frente a transformaciones entre sistemas
inerciales, puesto que el cambio de origen implica que al vector de posición se le añade el de
traslación de dicho origen. Śı serán invariantes todas aquellas expresiones en las que los tensores
sean independientes de dicha traslación. Las leyes de Newton cumplen el principio de relatividad
porque se expresan de forma independiente del origen de coordenadas: la de inercia equipara a todas
las velocidades uniformes y la de fuerza es función de la aceleración.

Dado que las transformaciones de Lorentz son tetradimensionales, las traslaciones del origen
son independientes del tiempo. El postulado de relatividad no se refiere solo a las transformaciones
estándar, representadas en la figura 1.7, sino a las transformaciones generales entre sistemas iner-
ciales, como las de la figura 1.6. Se entenderá que una ley tiene forma Manifiestamente Invariante
si está expresada en la forma T̃ = 0̃, donde T̃ es un tensor invariante. Un tensor será invariante si se
genera a partir de tensores invariantes mediante las reglas de contraste tensorial de la sección I.2.4.

De acuerdo con el segundo postulado, c es un invariante escalar y, por definición, d
⇒
s es un

invariante vectorial; como consecuencia de ésto ds2 resulta ser un invariante escalar. A partir de estos
invariantes tensoriales básicos se deducen otros, de tipo cinemático, que serán útiles para construir
expresiones manifiestamente invariantes. Para completar la teoŕıa relativista, será necesario postular
entidades tensoriales adicionales de las que deducir las leyes dinámicas 20.

1.7.2. Invarianza del elemento de tetravolumen

En general, cuando se pretende evaluar la integral de volumen

I =
∫

qn

Φ(q1, · · · , qn) dq1 · · · dqn

, de una magnitud Φ(q1, · · · , qn), en otro sistema de coordenadas , el elemento de volumen del primer
sistema ha de ser sustituido por el producto del jacobiano por el nuevo elemento de volumen

I =
∫

q′ n

Φ(q1, · · · , qn)
∂(q1, · · · , qn)

∂(q′ 1, · · · , q′ n)
dq′ 1 · · · dq′ n

19En otras fuentes se encontrará el término .expresión covariante”.
20En adelante, de acuerdo con los usos más comunes, se sobreentiende que todos los tensores mencionados, salvo

⇒
s ,

son invariantes.
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donde qi = qi(q′ 1, · · · , q′ n).

En particular, en el espacio de Minkowski, el elemento volumen tetradimensional, o tetravolumen,

dx′ 4 ≡ dx′ 0dx′ 1dx′ 2dx′ 3 = c dt′ dV ′ = c dt dV (1.36)

es un invariante escalar puesto que el jacobiano de la transformación

∂(x′ 0, x′ 1, x′ 2, x′ 3)
∂(x0, x1, x2, x3)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂x′ 0
∂x0

∂x′ 0
∂x1

∂x′ 0
∂x2

∂x′ 0
∂x3

∂x′ 1
∂x0

∂x′ 1
∂x1

∂x′ 1
∂x2

∂x′ 1
∂x3

∂x′ 2
∂x0

∂x′ 2
∂x1

∂x′ 2
∂x2

∂x′ 2
∂x3

∂x′ 3
∂x0

∂x′ 3
∂x1

∂x′ 3
∂x2

∂x′ 3
∂x3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 1

es igual a la unidad 21. Puesto que, al cambiar de sistema de referencia, no solo cambian las
coordenadas sino también las magnitudes f́ısicas, la integral

I =
∫

x4

Φ(x0, x1, x2, x3) dx4 ⇒ I ′ =
∫

x′ 4
Φ′(x′ 0, x′ 1, x′ 2, x′ 3) dx′ 4

I ′ se obtiene a partir de I mediante las mismas reglas de transformación de Φ. La integral de
volumen tiene, pues, el mismo carácter tensorial que el integrando.

1.7.3. Tiempo propio de una part́ıcula

El diferencial del tiempo propio de una part́ıcula es un invariante escalar, de especial importancia,
cuyo significado se mostrará plenamente durante la reformulación de las leyes de la dinámica. Como
se vió en la figura 1.8, la trayectoria de una part́ıcula puede describirse como un conjunto de sucesos,
los pasos de la part́ıcula por los distintos puntos del espacio, ligados por intervalos de tipo temporal;
en este caso la relación causal existe, puesto que para pasar por un punto es necesario haber estado
en el pasado de la trayectoria. Si la trayectoria tridimensional de la part́ıcula en S, como se muestra
en la figura 1.9, es ~r(t) y su velocidad es ~v(t) = d~r(t)/dt, puede escribirse

ds2 = c2 dt2 − dr(t)2 ≡ c2 dτ2
p > 0 (1.37)

Por ser de tipo temporal, ds2, y el nuevo término dτ2
p , son escalares positivos. La ráız cuadrada

de éste último, el diferencial dτp del Tiempo propio de la part́ıcula, es real y puede definirse como

21Véase el problema 1-18 y [Landau y Lifchitz FT] acerca de las leyes de transformacion de las diversas integrales
en el espacio de Minkowski.
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Figura 1.9: Trayectoria de una part́ıcula

dτp ≡ dt

γp
, , γp =

1√
1− β2

p

, βp =
v(t)
c

(1.38)

dτp tiene el mismo signo que dt, con lo que adquiere el carácter de invariante escalar ya que,
como es fácil comprobar 22, el signo de ∆t, entre sucesos que están relacionados entre śı por medio
de un intervalo de tipo temporal, es invariante 23.

Cabe también interpretar dτp como el intervalo temporal elemental que se mide en un reloj
del Sistema propio instantáneo de la part́ıcula Sp(t). Este se define como aquel con respecto al
cual ésta se encuentra en reposo en el instante t. Una part́ıcula acelerada cambia continuamente
de sistema propio. Como en el instante t la part́ıcula se halla en reposo con respecto a Sp(t), la
distancia espacial drp recorrida durante el intervalo propio dτp es nula y el cuadrado del intervalo
espacio-temporal correspondiente, medido en Sp(t), es ds2

p = ds2 = c2 dτ2
p .

Integrando la ecuación 1.38 se obtiene el intervalo finito de tiempo propio de una part́ıcula,
transcurrido entre los instantes t1 y t2 de S

∆τp =
∫ t2

t1

dτp ≤ ∆t (1.39)

el cual, como puede verse, cumple el principio de correspondencia para βp ¿ 1. Ignorando efectos
debidos a la relatividad general, puede decirse que el tiempo propio es el que mide un reloj solidario
con la part́ıcula, o, mejor dicho, el contabilizado por la integral anterior como suma de intervalos

22Problema 1-16.
23La relación temporal entre dos sucesos relacionados mediante intervalos de tipo espacial no es invariante.
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temporales elementales medidos por infinitos relojes, cada uno de ellos en reposo con respecto a los
sucesivos sistemas propios de la part́ıcula.

En la extensión de la dinámica al dominio de la relatividad, el tiempo propio de la part́ıcula
viene a regir la evolución y, en consecuencia, la vida de la part́ıcula y la marcha de los relojes.
A pesar de la similitud formal de las ecuaciones 1.38 y 1.35, la segunda se refiere a la relación
entre las medidas realizadas con relojes propios de sistemas inerciales que se mueven, por lo tanto,
con velocidad uniforme unos con respecto a los otros, mientras que la primera se refiere a una
part́ıcula cuyo movimiento es arbitrario. Esta última definición generaliza a la primera, a la que
incluye como caso particular. El tiempo propio de una part́ıcula es, por lo tanto, un concepto
primario y fundamental para el desarrollo de la dinámica. Existen hoy en d́ıa numerosas pruebas
experimentales que confirman su profundo significado f́ısico, la primera de las cuales es la que
constata el alargamiento de la vida media de los mesones µ cósmicos que se detectan en la superficie
terrestre. Puesto que la vida media en reposo de estas part́ıculas es ' 2µs, según Galileo, a la
velocidad de la luz solo pueden recorrer unos 600m por término medio. Sin embargo, se producen
por impacto de Π+ en la alta atmósfera y recorren unos 10 o 20 km antes de llegar a la tierra.
Mayores detalles de esta y otras confirmaciones de la dilatación temporal pueden encontrarse en
[Ohanian] y [Jackson].

1.8. Tetravectores cinéticos

Para completar la cinemática relativista es necesario establecer las leyes de transformación de
la velocidad y de la aceleración de una part́ıcula.

1.8.1. Ley de composición de velocidades; Tetravector velocidad

Se dispone fundamentalmente de dos caminos para encontrar la ley de transformación, o com-
posición, de la velocidad de una part́ıcula y la de un sistema inercial. La forma más directa consiste
en derivar las expresiones de las transformaciones de Lorentz 1.17 con respecto a t′ 24





v′x = dx′
dt′ = vx−V

1−β vx
c

v′y = dy′
dt′ = vy

γ (1−β vx
c

)

v′z = dz′
dt′ = vz

γ (1−β vx
c

)





~v ′ =

(
vx − V,

vy

γ , vz
γ

)

1− β vx
c

(1.40)

Es inmediato comprobar que estas ecuaciones se reducen a las galileanas ~v ′ = ~v− ~V para β → 0.
En el caso en que la velocidad relativa del sistema S ′se aproxime a la de la luz V → c, β → 1, γ →∞,

ĺım
β→1

~v ′ = (−c, 0, 0)

24De la primera ecuación se obtiene dt/dt′.
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y si, por el contrario, es la velocidad de la part́ıcula la que se aproxima a la de la luz ,

ĺım
~v→c ~n

~v ′ = c ~n′

por lo que c tiene carácter de velocidad ĺımite 25.

En ambos casos se confirma el carácter de c como ĺımite de velocidad de una part́ıcula y, en
general, de la propagación de enerǵıa y de información.

El procedimiento que se acaba de emplear para la obtención de la ley de transformación de la
velocidad no es siempre el más adecuado. Puesto que d

⇒
s es un tetravector y dτp un escalar, ambos

invariantes, el Tetravector velocidad definido como

⇒
u≡ d

⇒
s

dτp
→





ui = dxi

dτp
→ ui = γp(c, ~v)

ui = dxi
dτp

→ ui = γp(c, −~v)
(1.41)

será también un tetravector invariante y sus componentes se transforman de acuerdo con 1.19. ~v,
no es realmente un vector pero sus leyes de transformación pueden obtenerse despejando en las de⇒
u . De esta manera, no solo se obtiene la ley de transformación de ~v, que está incluida en las tres
últimas componentes, sino, también, la del factor γp de la part́ıcula

γ′p = γp γ (1− β βpx) (1.42)

donde βpx ≡ vx/c.

La mayor parte de los tetravectores que se definirán más adelante engloban en su primera
componente a un antiguo .escalar”galileano y en sus tres últimas a un ”vector”galileano.

Dado que
⇒
u es un vector invariante, su norma es un escalar invariante. En este caso

⇒
u · ⇒u= c2 (1.43)

por lo que es manifiesta dicha invarianza.

Como consecuencia del distinto tratamiento que la ley de composición de velocidades da a las
componentes transversales y a la longitudinal, la dirección del movimiento no es invariante. En el
apéndice A se estudian las consecuencias más caracteŕısticas de este efecto, como la aberración de
la luz y el aumento de la directividad de los sistemas radiantes.

25Problema 1-21.
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1.8.2. Tetravector aceleración

De forma análoga a la utilizada en el párrafo anterior, puede definirse el Tetravector aceleración
de la forma

⇒
w≡ d

⇒
u

dτp
= γp

d
⇒
u

dt
→





wi = γp
dui

dt

wi = γp
dui
dt

(1.44)

Operando se obtienen las siguientes expresiones para las componentes de
⇒
w

w0 = c γ4
p (~βp · ~̇βp) (1.45a)

w1 = c γ2
p {β̇px + γ2

p βpx (~βp · ~̇βp)} (1.45b)

w2 = c γ2
p {β̇py + γ2

p βpy (~βp · ~̇βp)} (1.45c)

w3 = c γ2
p {β̇pz + γ2

p βpz (~βp · ~̇βp)} (1.45d)

donde ~βp = (βpx, βpy, βpz) es la velocidad y ~̇βp la aceleración tridimensional de la part́ıcula normal-
izada a la de la luz 26.

La norma de
⇒
w es también invariante escalar y puede escribirse de la forma 27

⇒
w · ⇒w= c2 γ6

p [ (~βp ∧ ~̇βp)2 − ~̇β2
p ] (1.46)

Por último, es interesante notar que, derivando 1.43 con respecto al tiempo propio de la part́ıcula

⇒
u · ⇒w= 0 (1.47)

por lo que estos dos tetravectores son ortogonales.

26Problema 1-26.
27Problema 1-27.
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1.9. Problemas

1-1. La ecuación unidimensional de onda en el vaćıo es:
(

∂2

∂x2
− 1

c2

∂2

∂t2

)
Ψ = 0

donde Ψ es cualquier componente cartesiana del campo.

a) Demostrar que admite soluciones del tipo f(x± ct).

b) Hágase uso de las transformaciones de Galileo para encontrar las ecuaciones de onda
que debeŕıan cumplir los campos en el sistema S ′, que se mueve con respecto al S con
la velocidad ~V = V x̂, y comprobar que la velocidad de propagación de sus soluciones es
V ± c.

SOLUCION :

(
∂2

∂ x2
− 1

c2

∂2

∂ t2

)
Φ = 0 , , | |Φ = 0

(a) - Basta con substituir en la ecuación anterior.

(b) - Hay que transformar | | y Φ

| | ′Φ ′ = 0

No se conoce aún como transformar a Φ, pero basta con saber que Φ = f(x ′, t ′), y
que las coordenadas se transforman de acuerdo con las leyes de Lorentz estándar

x ′ = x− V t = x ′(x, t)
t ′ = t = t ′(t)

Para transformar el Dalambertiano, se deriva f(x ′, t ′)

∂ f
∂ x = ∂ f

∂ x ′
∂ x ′
∂ x = ∂ f

∂ x ′ ⇒ ∂
∂ x → ∂

∂ x ′

∂ f
∂ t = ∂ f

∂ x ′
∂ x ′
∂ t + ∂ f

∂ t ′
∂ t ′
∂ t = ∂ f

∂ t ′ − V ∂ f
∂ x ′ ⇒ ∂

∂ t → ∂
∂ x ′ − V ∂

∂ x ′

con lo que
∂2

∂ x2 → ∂2

∂ x ′2

1
c2

∂2

∂ t2
→ 1

c2

(
∂2

∂ t ′2 + V 2 ∂2

∂ x ′2 − 2V ∂2

∂x ′∂t ′

) (1.48)

De ésto resulta que
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| | ′Φ ′ =
{

(1− V 2

c2
)

∂2

∂ x ′2
+

2V

c2

∂2

∂x ′∂t ′
− 1

c2

∂2

∂ t ′2

}
Φ ′

Si ahora se ensaya una solución del tipo Φ ′ = Φ ′(x ′ − v ′ t ′) = Φ ′(α), donde α es la
fase y v ′ =

(
d x ′
d t ′

)
α=cte

∂ Φ ′(α)
∂ x ′ = d Φ ′(α)

d α

∂ Φ ′(α)
∂ t ′ = d Φ ′(α)

d α
∂ α
∂ t ′ = −v ′ d Φ ′(α)

d α

y, substituyendo en 1.48, se tiene que

v ′2 + 2V v ′ + V 2 − c2 = 0 ⇒ v ′ = −V ± c

, por lo que la velocidad de la luz dependeŕıa del sistema de referencia del obser-
vador:

α1 = x′ − (c− V ) t′ , , α1 = x′ + (c + V ) t′

La primera fase corresponde a las ondas que viajan en el sentido positivo del eje
x y la segunda a las que lo hacen en el sentido contrario.

1-2. Supóngase que las transformaciónes de coordenadas desde un sistema de referencia inercial
S a otro S ′ cumplen las siguientes condiciones:

a) El segundo sistema se mueve con velocidad ~V = V x̂ con respecto al primero y éste lo
hace con velocidad −~V con respecto al segundo.

b) La forma general de la transformación es:

x′ = a1x + a2t; y′ = y; z′ = z; t′ = a3x + a4t

c) La forma del dalambertiano

| | ≡ ∂

∂x2
+

∂

∂y2
+

∂

∂z2
− 1

c2

∂

∂t2

es invariante.

Hallar las relaciones necesarias entre V , a1, a2, a3 y a4 para que ésto sea cierto.

1-3. Comprobar que las transformaciones de Galileo no son las aproximaciones de primer orden
en β de las de Lorentz y que para que las primeras se deduzcan de las segundas es necesario
suponer que la velocidad de la luz es infinita.

SOLUCION :
γ =

1√
1− β2

= (1− β2)−
1
2 ' 1 +

1
2

β2
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Luego γ ' 1 en primer orden de β y la aproximación de primer orden de las
transformaciones es

ct ′ ' ct− β x
x ′ ' −β ct + x

Las transformaciones de Galileo se obtienen hallando el ĺımite c → ∞ de las ex-
presiones anteriores

t ′ ' t
x ′ ' −V t + x

1-4. Demostrar que las transformaciones de Lorentz entre dos sistemas de referencia Sy S ′, cuyos
ejes espaciales son paralelos y coinciden en t = t′ = 0 y cuya velocidad relativa ~V tiene
dirección arbitraria, pueden expresarse de la forma

ct′ = γ ct− γ ~β · ~r

~r ′ =
↔
α ·~r − γ ~β ct

donde
↔
α=

↔
I +(γ − 1)

~β~β

β2

y
(
↔
I )αβ = δαβ , , (~β~β)αβ = βαββ

SOLUCION : Las transformaciones de Lorentz estándar pueden escribirse de la
forma

(1) ct ′ = γ ct− γβ x
(2) x ′x̂ = −γβ ct x̂ + γ x x̂
(3) y ′ŷ = y ŷ
(4) z ′ẑ = z ẑ

donde ~V = V x̂.

También pueden generalizarse para velocidades arbitrarias ~β ≡ ~V
c , , β̂ ≡ ~β

β . Con
este fin, basta con tener en cuenta que 28

~r = x x̂ + y ŷ + z ẑ = ~r‖ + ~r⊥
~r‖ = x x̂

~r⊥ = y ŷ + z ẑ

y que la proyección del vector de posición en la dirección del movimiento es

~r‖ = (~r · β̂) β̂ = (β̂β̂) · ~r , , x = |~r‖| = (~r · β̂) , , x̂ = β̂

28La notación de sub́ındice (‖) denota a la componente paralela al movimiento y la de sub́ındice (⊥) a la perpendicular
al mismo.
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De acuerdo con ésto,

(1) ct ′ = γ ct− γβ (~r · β̂)
(2) ~r ′‖ = −γ ~β ct + γ β̂(β̂ · ~r) = −γ ~β ct + γ (β̂β̂) · ~r)
(3) + (4) ~r ′⊥ = ~r⊥ = ~r − ~r‖ =

(
Ĩ − β̂β̂

)
· ~r

Sumando (2) + (3) + (4) queda resuelto el problema.

1-5. Mientras un tren pasa por delante de una estación, el revisor del mismo presencia dos partos
simultáneos, uno de ellos en el vagón de cabeza y otro en el de cola. ¿ En que orden inscribirá el
registrador civil a los recién nacidos ? (Este recibe la información de los observadores de la
estación).

1-6. Para medir la longitud de un metro en movimiento con respecto al sistema S se propone, como
alternativa a la medida propuesta en 1.29, la determinación de la distancia entre los puntos
que ocupan los extremos de dicho metro en S pero en simultaneidad con respecto al sistema
propio S ′ del metro. Discutir el resultado.

1-7. ¿Cuál es la contracción del diámetro de la tierra en la dirección de su movimiento alrededor
del Sol desde el punto de vista de un observador en reposo con respecto al mismo ? (Radio de
la Tierra = 6,4× 103 Km. Velocidad de la Tierra alrededor del Sol: 30Km.s−1).

1-8. En un sistema de coordenadas en el cual un mesón µ+ está en reposo, su vida media es igual
a 2× 10−6 s. Hallar la velocidad a la que habrá que acelerar a un paquete de N0 muones para
que después de recorrer 20 km sobrevivan N0/e part́ıculas.

SOLUCION :

La ley de desintregración de un paquete de part́ıculas es de tipo exponencial
N(t) = N0 e−

t
τ , donde τ es su vida media en el sistema del laboratorio. Luego

N(τ) = N0
e . La longitud recorrida en ese tiempo es L = v τ , ó, dada la ley de

dilatación temporal, L = c βγ τ0, siendo τ0 la vida media propia (medida en el
sistema con respecto al cual las part́ıculas están en reposo). De ésto resulta que

βγ =
L

c τ0
≡ 1√

x

A partir de los datos del enunciado se comprueba que

x =
(c τ0

L

)2
= 9× 10−4

es muy inferior a la unidad, lo que permite hallar un valor aproximado de la
velocidad:

β =

√
1

1 + x
' √

1− x ' 1− 1
2
x

por lo que las part́ıculas son ultrarelativistas (tienen una velocidad próxima a la
de la luz).
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1-9. Supuesto que una part́ıcula µ+ sobreviva a su vida media, ¿ que velocidad debeŕıa de comu-
nicársele en el sistema de referencia de nuestra galaxia, cuyo diámetro es de unos 105 años
luz, para que pueda atravesarla? ¿ Cuál será el tamaño de la galaxia medido desde el sistema
de la part́ıcula ?

SOLUCION :

Solo se indicará que, de acuerdo con el resultado del problema anterior, β = 1− 1
2x.

1-10. Sean dos gemelos terŕıcolas, Uno de ellos hace un viaje de ida y vuelta a la próxima estrella
(α-centauro) distante de la Tierra 4 años luz. Se supone que el veh́ıculo viaja a 0,5 c la mayor
parte del trayecto. Hallar:

a) Diferencia de edad entre los gemelos a la vuelta.

b) Distancia a la que se encontraŕıa el astronauta de la próxima estrella justo después de
alcanzar la velocidad crucero.

1-11. Una part́ıcula gira alrededor de un campo magnético con un radio de 1m y a una frecuencia
de 3 × 107 rev · s−1. Hallar la frecuencia propia de giro de la part́ıcula (aquella medida en
función del tiempo propio de la misma).

1-12. Un reloj R’, situado en un punto del eje x’ del sistema S ′, marca el tiempo mediante la
alternancia del encendido de un piloto rojo y otro verde cada intervalo de tiempo ∆τ . Hallar:

a) El intervalo de tiempo ∆t entre el encendido y apagado de los pilotos según los dos
observadores de S que se encuentran en la posición de R’ en dichos instantes.

b) El intervalo de tiempo ∆tD medido por un observador único, situado en un punto del eje
x de S, que transcurre entre la llegada a dicho punto de los fotones que anuncian dos
commutaciones sucesivas. Este resultado corresponde al efecto Doppler longitudinal.

SOLUCION :

∆

R’

S

R’R’

x’

x(t)

S’ S

(x  , t  )  x  =x  + V   t
t  =t  +   t

t’ t’+ 

(b)(a)

a b

0

O

∆τ

0 0 ∆
0

Figura 1.10:
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(a) - El intervalo ∆τ es propio en S ′, véase la figura 1.10-a, porque se mide con un
solo reloj propio de dicho sistema de referencia. La medida desde S es no propia
y, por lo tanto, el intervalo se dilata

∆t = γ ∆τ

(b) - La diferencia de tiempo ∆tD entre la llegada a O de ambos fotones es el retraso
en la emisión del (b), con respecto al instante de emisión del (a) medido en S (∆t),
más el tiempo invertido por el fotón en recorrer la distancia ∆x = x1 − x0 = V ∆t
(véase la figura 1.10-b). Luego

∆tD = ∆t +
∆x

c
=

√
1 + β

1− β
∆τ

y la frecuencia es

fD =

√
1− β

1 + β
f0

1-13. Demostrar, mediante la aplicación de las transformaciones de Lorentz, que el cuadrado del
intervalo espacio-temporal es invariante.

1-14. En el diagrama de Minkowski se representan ortogonalmente y con la misma escala a los ejes
ct y x. Representar en dicho diagrama a:

a) Los ejes x′ (ct′ = 0) y ct′ (x′ = 0) y las rectas ct′ = cte y x′ = cte.

b) Los lugares geométricos de aquellos puntos del diagrama para los cuales el valor absoluto
de su intervalo espacio-temporal con respecto al origen es ∆s2 = ±1, ±4 · · · .

c) Las escala sobre los ejes de S y S ′ (aquellos puntos para para los cuales |x|, |x′ | = 1, 2 · · · ,
|ct|, |ct′| = 1, 2 · · · .

SOLUCION :

(a) - Las leyes de transformación de las dos primeras coordenadas son

x ′0 = γ x0 − γ β x1

x ′1 = −γ β x0 + γ x1

luego el eje temporal x ′0 = ct ′ y el espacial x ′1 = x ′ vienen dados por las rectas

x ′1 = 0 ⇒ ct = 1
β x

x ′0 = 0 ⇒ ct = β x

Como se muestra en la figura 1.11, las pendientes de los ejes de S ′ son 1
β y β, por

lo que éstos forman ángulos αt = αx = arctg β con los correspondientes del sistema
S.
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Linea del universo

=arctg βx

α =arctg βt

x=x1

ct=x0 ct’

x’

ct=x
ct’=x’

ct

x’

x

X

0

0
0

0

0

ct’
Ejes en S

Eje temporal en S’
y rectas x’=cte

Eje espacial en S’ 
y rectas ct’=cte

de los fotones

α

Figura 1.11: Diagrama de Minkowski

Las rectas ct ′ = cte = A son paralelas al eje espacial y se describen mediante la
ecuación

ct =
A

γ
+ β x

y las x = cte = B, paralelas al eje temporal, se describen mediante la ecuación

ct =
x

β
− B

γ β

En la figura anterior se muestra como las coordenadas de un punto X0 son (ct0, x0)
en S y (ct ′0, x ′0) en S ′.
(b)+(c) - Los lugares geométricos de aquellos puntos del universo para los cuales el
cuadrado del intervalo espacio-temporal ∆s2 = ±n2 , , n = 1, 2 · · · son las hipérbo-
las

ct2 − x2 = ct ′2 − x ′2 =
{

n2 Intervalo de tipo temporal
−n2 Intervalo de tipo espacial

Estas curvas cortan a los ejes, temporal y espacial, en los puntos ±n y marcan,
por lo tanto, las escalas de S y de los S ′ que se mueven con respecto al anterior.
En la figura 1.12 se representa al primer cuadrante del espacio de Minkowski.

1-15. Discutir la relatividad de la simultaneidad, la contracción de Lorentz y la dilatación temporal
sobre el diagrama anterior.

SOLUCION :
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Figura 1.12: Escalas en el diagrama de Minkowski

En la figura 1.13 se representan los lugares en los cuales han ocurrido los sucesos
A, B y C.

- Para un observador del sistema S, los dos primeros han ocurrido simultánea-
mente, en t0, pero en distinto lugar. Para los observadores de S ′, sin embargo,
los sucesos no son simultáneos: han ocurrido en los instantes t ′A > t ′B puesto que
x ′A < x ′B.

- Análogamente a lo anterior, los dos últimos sucesos, que han ocurrido en el
mismo lugar desde el punto de vista de los observadores de S, ocurren en distinto
sitio según los observadores de S ′.
En la figura 1.14 se ilustra la contracción de Lorentz de las medidas de longitud
y la dilatación de las de tiempo cuando se observa desde sistemas no propios.

- El metro de la figura está en reposo con respecto al sistema S, el extremo A en la
posición xA = 0 y el B en la xB . Su longitud propia es, por lo tanto, Λ = xB. Desde
el sistema no propio S ′, su longitud se mide determinando la posición simultánea
de sus extremos: en t ′ = 0 dichas posiciones son x ′A = 0 y x ′B. Dado que, de acuerdo
con las intersecciones de la hipérbola de escala, x ′B < xB, l < Λ, lo que muestra la
contrancción de los metros en movimiento.

- En la misma figura se representa a dos relojes, el R, propio del sistema S, y el
R′, propio del sistema S ′. Ambos se encuentran en el origen para t = t′ = 0 y sus
ĺıneas universales son los ejes temporales. En t ′0 = t0, R ′ se encuentra en el punto
P0, cuya coordenada temporal en el sistema S es t0 + δt > t0 = t ′0, según indican las
intersecciones de la hipérbola de escala. Luego los relojes en movimiento muestran
un ritmo más lento que los relojes propios.

1-16. Sean dos sucesos, A y B, que observados desde S están separados por un intervalo ∆s de tipo
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C

A B

C

ct ct’

x

x’

ct

x

ct’

ct’

x’ x’

0

0
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B

B

Figura 1.13: Relatividad de la simultaneidad

R R’

R R’

x’B

t=t  +   t0 δ

ct ct’

x

x’ct

x

l

x’ =x

ct’ =ct

Relojes en
t=t’=0

Λ

A B

B’

P0

0 0

0

B

B

Relojes en
ct +  t0 δ

Figura 1.14: Contracción de Lorentz y dilatación temporal
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temporal. Demostrar que:

a) Dicho intervalo es también de tipo temporal en cualquier otro sistema de referencia.

b) Entre ambos sucesos puede existir una relación de causalidad.

c) Existe un sistema de referencia con respecto al cual ambos sucesos ocurren en un mismo
lugar.

d) La ordenación temporal de los dos sucesos tiene carácter absoluto.

SOLUCION :

Puede simplificarse el problema eligiendo a un sistema coordenado tal que ambos
sucesos ocurran en el eje x. Supóngase que los sucesos ocurren en los puntos
respectivos: A → (ta, xa) y B → (tb, xb).

Por ser el intervalo de tipo temporal,

∆s2 = c2 ∆t2 −∆x2 > 0 ⇒ c|∆t| > |∆x| (1.49)

Se empezará por el apartado

(c) - Se busca en sistema S ′ en el cual los dos sucesos ocurran en el mismo
lugar:∆x′ = x′b−x′a = 0, lo que implicará que el intervalo temporal correspondiente
será propio.

De acuerdo con la ley de transformación de la coordenada x,

x′ = γ x− γβ ct

y dado que en S ′ ∆x′ = 0,

∆x = β c ∆t ⇒ V =
∆x

∆t

De acuerdo con 1.49 |V | < c por lo que la solución encontrada es válida, cor-
responde a un sistema que se mueve con velocidad sublumı́nica con respecto a
S.

Como en este sistema de referencia los dos sucesos ocurren en el mismo lugar, el
intervalo de tiempo correspondiente es un intervalo propio y, de acuerdo con la
ley de dilatación temporal,

∆t = γ ∆τ = γ ∆t′ ⇒ sig(∆t) = sig(∆τ)

Al ser γ positiva, el signo de los intervalos temporales es el mismo en ambos
sistemas, lo que hace posible, aunque no necesaria, la existencia de un relación
causal entre ambos sucesos.

1-17. Sean dos sucesos, A y B, que observados desde S están separados por un intervalo ∆s de tipo
espacial. Demostrar que:
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a) Entre ambos sucesos no existe una relación causal.

b) Existe un sistema de referencia con respecto al cual ambos sucesos ocurren simultánea-
mente.

c) La ordenación temporal de los dos sucesos tiene carácter relativo.

1-18. Demostrar que dx4 es un invariante calculando el jacobiano de la transformación.

1-19. Considérese a los sistemas S, S1, que se mueve con respecto al anterior con velocidad ~V1 = V1x̂,
y S2, que se mueve con velocidad ~V2 = V2x̂ con respecto a S y ~V12 = V12x̂ con respecto a S1.
Aplicar sucesivamente las transformaciones de Lorentz para demostrar que V1, V2 y V12 se
relacionan entre śı según la regla de composición de velocidades.

SOLUCION :

Sean (x0)1, · · · , (x3)1 y (x0)2, · · · , (x3)2, las coordenadas contravariantes de un punto
relativas a los sistemas S1 y S2 respectivamente. Las leyes de transformación entre
el primero y el último de los sistemas pueden expresarse de forma directa o
escalonada:




(x0)2
(x1)2
(x2)2
(x3)2


 =




γ2 −γ2β2 0 0
−γ2β2 γ2 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1


 ·




x0

x1

x2

x3


 =




γ12 −γ12β12 0 0
−γ12β12 γ12 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1


 ·




γ1 −γ1β1 0 0
−γ1β1 γ1 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1


 ·




x0

x1

x2

x3




Multiplicando las dos matrices de transformación de la última igualdad e identif-
icando con los coeficientes de la de la primera, se comprueba que

γ2 = γ1γ12(1 + β1β12) , , β2 =
β1 + β12

1 + β1β12

Es fácil de verificar que este resultado está de acuerdo con la ley de composición
de velocidades.

1-20. Dos naves espaciales viajan en dirección opuesta y alejándose ambas de la tierra a la velocidad
de 0.7 c medida por un observador en la Tierra. ¿Cuál es la velocidad de una de las naves
observada desde de la otra ?

1-21. Demostrar que si la velocidad de un fotón con respecto al sistema de referencia S es ~v = c ~n,
donde ~n es el vector unitario en la dirección de propagación, la velocidad de dicho fotón medida
desde S ′ es ~v′ = c ~n′. Establecer la ley de transformación para la dirección de propagación de
los fotones.
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SOLUCION :

Para un fotón en el sistema de referencia S, ~v = c(nx, ny, nz). La ley de composición
de velocidades es

~v ′ = v ′(n ′
x, n ′

y, n ′
z) =

c

1− β nx

(
nx − β,

ny

γ
,

nz

γ

)

Elevando al cuadrado esta expresión se comprueba que v ′2 = c2, por lo que, divi-
diendo por c ambos miembros de la ecuación de partida, se tiene que

~n ′ =
1

1− β nx

(
nx − β,

ny

γ
,

nz

γ

)

1-22. Hallar la ley de composición de velocidades para un fotón en función del angulo polar θ, con
respecto al eje x, y el azimutal ϕ, con respecto al eje y.

1-23. En un sistema de coordenadas S’, moviendose con velocidad V próxima a la de la luz con
respecto a otro sistema S, dos rayos de luz son emitidos en la dirección positiva y negativa del
eje Y’. Determinar el ángulo entre los rayos en el sistema de coordenadas S.

1-24. Una astronave experimental se prueba en un vuelo que transcurre con velocidad uniforme
entre las bases de control A y B. Según el observador de la nave, el recorrido dura 10 dias.
Las medidas realizadas desde el sistema de referencia de las bases detectan una diferencia de
duración de 1µs. Hallar la distancia entre las bases, según la mide el piloto de la nave y según
lo hacen los observadores de las bases (en los cálculos puede hacerse uso de la aproximación
para β ¿ 1).

1-25. Considérese que la tierra efectúa, en su traslación alrededor del Sol, un movimiento circular de
radio a = 1, 5×1011 m en un año (3, 16×107 s). Sea el plano XY el de la orbita. Supongamos
que se tiene una estrella situada en el infinito a lo largo del eje Z (sistema propio del Sol).

a) ¿En qué dirección se observará la estrella desde la tierra ?

b) ¿Deducir el cambio en la dirección de observación que se produce seis meses más tarde
(aberración).

1-26. Demostrar las expresiones 1.45 de las leyes de transformación de las componentes del tetravec-
tor aceleración. 29

1-27. Comprobar que la norma del tetravector aceleración viene dada por la expresión 1.46. 30

1-28. Se define como movimiento Uniformemente acelerado de una part́ıcula a aquel para el
cual la aceleración es constante cuando se mide en los sistemas propios instantáneos de dicha
part́ıcula. Supóngase que la part́ıcula se mueve a lo largo del eje x y que parte del reposo de
la posición x = x0. Calcúlese la velocidad y la posición de la misma en función del tiempo.

29β2 = ~β · ~β.
30Téngase en cuenta que (~a ∧~b)2 = a2 b2 − (~a ·~b)2.
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Demostrar que a baja velocidad el movimiento resultante es el uniformemente acelerado no
relativista.

SOLUCION :

Considérese a una part́ıcula que se mueve en la dirección del eje x e inicialmente
está en reposo en x = x0.

En el sistema propio instantáneo S ′, ~βp = 0, γp = 1 y las componentes contravari-
antes del tetravector aceleración son w′i = (0, a0, 0, 0)

Desde el sistema de referencia S, con respecto al cual la part́ıcula se mueve (Trans-
formada inversa)




w0

w1

w2

w3


 =




γp γpβp 0 0
γpβp γp 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1


 ·




w′0

w′1

w′2

w′3


 =




γpβp a0

γp a0

0
0




De acuerdo con la definición de estas componentes y con el resultado anterior

w1 =
{

γp
d u1

d t
γp a0

⇒ d u1

d t
= a0

El movimiento no es, pues, el uniformemente acelerado prerelativista. Es un
movimiento en el cual u1 vaŕıa uniformemente y que corresponde al anterior en
el ĺımite βp → 1 (ĺımβp→1 γp

d u1

d t = d v
d t ).

Si se parte del reposo (v(t = 0) = 0)

u1 = γp v = a0 t

Si se define la constante de tiempo T ≡ c
a0

y se normaliza el el tiempo, τ ≡ t
T ,

y el espacio, κ ≡ x
cT , y se parte de la posición κ(τ = 0) = 1, κ − 1 =

∫ τ
0

τ dτ√
1+τ2

=√
1 + τ2 − 1 ⇒ κ2 − τ2 = 1

Se trata de un movimiento rectiĺıneo que en el diagrama de Minkowski describe la
trayectoria hipérbólica x2−c2‘t2 = c2T 2 y que suele también denominarse Movimiento
hiperbólico.
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1.10. Ejemplos con Mathematica

31

Para realizar los ejercicios de esta sección, se recomienda la consulta del resto del caṕıtulo y la de
un manual de Mathematica. El alumno debe introducir las órdenes numeradas ”M · · · τ ejecutarlas.
Estos ejemplos no pretenden ser ejemplares por lo que se refiere al uso de Mathematica; con un
poco de experiencia se sabrá como mejorar y potenciar el uso de esta herramienta. Existen también
paquetes comerciales para el tratamiento espećıfico de tensores y de problemas de electrodinámica.

Las órdenes de Mathemática se distinguirán de las ecuaciones ordinaria porque se escribirán en
letra negrita (salvo algunos śımbolos, como las letra griegas).

Algunas de las órdenes encadenadas que se proponen, como, por ejemplo,

MatrixForm[Simplify[alorentz.blorentz]]

pueden entenderse mejor si se ejecutan independientemente

aa = alorentz.blorentz

bb = Simplify[aa]

MatrixForm[bb]

y se analiza cada uno de los resultados.

También es aconsejable la experimentación con distintos valores de los argumentos de las órdenes,
el uso de caminos alternativos de resolución para los problemas propuestos y el planteamiento de
otros nuevos.

Uso de versiones anteriores a la 3 :

Si la versión disponible de Mathematica es anterior a la versión 3, o no se dispone del frontal
adecuado, será necesario modificar algunas de las expresiones:

- El número π deberá ser escrito de la forma Pi.

- Las letras griegas deberán ser substituidas por otros nombres: ej.: γ por ga.

- La flecha → deberá se substituida por los caracteres − >.

- El śımbolo de infinito ∞ deberá ser substituido por Infinity.

- Ciertas operaciones que vienen indicadas en notación tradicional deben ser modificadas de
acuerdo con el manual de la versión en uso. A continuación se indican otras posibles modificaciones
de las expresiones de esta sección:

31Basados en un programa de A.Salinas .
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√
a → Sqrt[a]
a

b
→ a/b

ab → aˆb∫ b

a
f dx → Integrate[f , {x,a,b}]

1.10.1. Comienzo de la sesión

Si una sesión de trabajo se comienza a continuación de otra previa con la que ésta no guarda
una relación estricta, conviene anular todas las definiciones anteriores

1.10.2. Transformaciones de Galileo

Pueden definirse haciendo uso de una regla de substitución de variables

galileo = {x → x−Vt, t → t} (M.1.1)

Esta transformación no deja invariante al intervalo espacio-temporal

s2 = c2 t2 − x2; (M.1.2)

s2p = s2/.galileo (M.1.3)

Agrupando términos

Collect[s2p, {x, t}] (M.1.4)

1.10.3. Transformaciones de Lorentz

El factor γ :

γ =
1√

1− β
2 ; (M.1.5)

Representación de la parte real (en rojo) y de la imaginaria (en verde) del factor gamma.
Este factor es real para part́ıculas sublumı́nicas, singular para las lumı́nicas e imaginario para los
taquiones.

rγ = Re[γ]; iγ = Im[γ]; (M.1.6)

Plot[{rγ, iγ}, {β,0,2},PlotStyle → {{RGBColor[1,0,0]}, {RGBColor[0,1,0]}}] (M.1.7)
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La transformada en forma de función :

Una forma más potente de definir las transformadas es como funciones de argumentos simbólicos

lorentz[x , ct ] := {x → (x− β ct) γ, ct → (ct− β x) γ}; (M.1.8)

En este caso, las coordenadas no tienen por que escribirse con una notación determinada; en vez
de ct y x puede utilizarse la notación x0 y x1:

lorentz[x1,x0] (M.1.9)

lorentz[x, ct]

El intervalo espacio-temporal es invariante frente a las transformaciones de Lorentz:

s2r = ct2 − x2; (M.1.10)

Simplify[s2r/.lorentz[x, ct]] (M.1.11)

Las transformaciones parciales para las coordenadas x′ (xp) y ct′ (ctp) en S ′ , pueden extraerse
de la forma

xp = x/.lorentz[x, ct] (M.1.12)

ctp = ct/.lorentz[x, ct] (M.1.13)

A partir de las expresiones generales xp y ctp, pueden obtenerse los valores concretos de las
coordenadas en S ′ de un punto P1 que en S tiene por coordenadas (x = 1, ct = 1), supuesto que la
velocidad relativa entre los sistemas de referencia corresponde a β = 0,5 (la orden siguiente incluye
a las coordenadas en S ′ dentro de una lista):

{xp, ctp}/.{x → 1, ct → 1, β → 0,5} (M.1.14)

Dado que la asignación de valores a x, ct y β tiene carácter local, podemos repetir la orden para
obtener las coordenadas de cualquier otro punto y para cualquier otra β

{xp, ctp}/.{x → 2, ct→ 3, β → 0,2} (M.1.15)

Aproximación de primer orden en β de la transformada expresada en función de V :

xp1 = Normal[Series[xp, {β,0,1}]]/.{β → V
c

, ct− > c t} (M.1.16)

xp0 = Normal[Series[ctp, {β,0,1}]]/.{β → V
c

, ct− > c t} (M.1.17)
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Aproximación de Galileo :

Gxp1 = Limit[xp1, c →∞] (M.1.18)

Gxp0 = Limit[
xp0
c

, c →∞] (M.1.19)

1.10.3.1. Representación matricial de la transformada

Definición de la matriz de los coeficientes ai
j (alorentz[[i, j]]) de la transformación directa:

alorentz = {{γ,−γ β,0,0}, {−γ β, γ,0,0}, {0,0,1,0}, {0,0,0,1}}; (M.1.20)

MatrixForm[alorentz] (M.1.21)

Comprobación de que el determinante de la matriz es la unidad:

Simplify[Det[alorentz]] (M.1.22)

Cálculo de la matriz de los coeficientes bi
j (blorentz[[i, j]]) de la transformación inversa:

blorentz = Simplify[Inverse[alorentz]]; (M.1.23)

MatrixForm[blorentz] (M.1.24)

Comprobación de que las matrices son rećıprocas entre śı:

MatrixForm[Simplify[alorentz.blorentz]] (M.1.25)

Definición de la matriz xcn de las componentes contravariantes del vector de posición en S:

xcn = {xcn0,xcn1,xcn2,xcn3}; (M.1.26)

Obtención, a partir de los anteriores, de la matriz xcnp de las componentes contravariantes del
vector de posición en S ′:

xcnp = alorentz.xcn; (M.1.27)

MatrixForm[xcnp] (M.1.28)

Pueden extraerse los elementos (componentes) del vector
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xcnp0 = xcnp[[1]] (M.1.29)

xcnp1 = xcnp[[2]] (M.1.30)

xcnp2 = xcnp[[3]] (M.1.31)

xcnp3 = xcnp[[4]] (M.1.32)

1.10.3.2. Diagramas de Minkowski

Representación en el diagrama del eje temporal w′ ≡ ct′ (wt) y el espacial x′ (wx) del sistema
S ′ y de la ĺınea del Universo x = ct (wc) de un fotón que pasa por el origen :

wt =
x
β

/.β → 0,25; wx = β x/.β → 0,25; wc = x; (M.1.33)

ejes = Plot[{wt,wc,wx}, {x,0,3,5},
PlotStyle → {{RGBColor[1,0,0],Thickness[0,006]},

{RGBColor[0,1,0],Dashing[{0,05,0,05}]},
{RGBColor[0,0,1],Thickness[0,006]}},

PlotRange → {0,3,5},
AspectRatio → Automatic,AxesLabel → {”x”, ”w = ct”}]

(M.1.34)

Representación (en rojo) de las rectas w′ = cte = 1, 2, 3 (ctp), lugar geométrico de sucesos
simultáneos en S ′

ctp = Table[(
i
γ

+ β x)/.β → 0,25, {i,3}] (M.1.35)

Una vez ejecutada la orden anterior, copiar el resultado y pegarlo en la posición indicada como
”ctp” en la orden que sigue

equit = Plot[”ctp”, {x,0,3,5},
PlotStyle → {RGBColor[1,0,0]},PlotRange → {0,3,5},
AspectRatio → Automatic]

(M.1.36)

Representación de las rectas x′ = cte = 1, 2, 3 (cxp), lugar geométrico de sucesos que ocurren
en la misma posición espacial de S ′

cxp = Table[(
−i
γ β

+
x
β

)/.β → 0,25, {i,3}] (M.1.37)

Proceder como en la gráfica anterior
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equix = Plot[”cxp”, {x,0,3,5},
PlotStyle → {RGBColor[0,0,1]},PlotRange → {0,3,5},
AspectRatio → Automatic]

(M.1.38)

Representación de las hipérbolas a cuyos puntos corresponde un intervalo espacio-temporal
|∆s| = 1, 2, 3 con respecto al origen

ht = Table[
√

x2 + i2, {i,3}] (M.1.39)

hx = Table[
√

x2 − i2, {i,3}] (M.1.40)

Proceder como en las gráficas anteriores

equiin = Plot[{”ht”, ”hx”}, {x,0,3,5},PlotRange → {0,3,5},
AspectRatio → Automatic]

(M.1.41)

Representaciones conjuntas de las gráficas anteriores:

ejeqteqx = Show[ejes, equit, equix,GridLines → {{1,2,3}, {1,2,3}}] (M.1.42)

ejeqteqx = Show[ejes, equiin] (M.1.43)

ejeqteqx = Show[ejes, equit, equix, equiin,GridLines → {{1,2,3}, {1,2,3}}] (M.1.44)

1.10.4. Velocidad

Definiciones de las componentes :

Definición de las componentes y del módulo de la velocidad en S (v3 y v) y en S ′ (v3p y vp):

v3 = {vx,vy,vz}; v =
√

v3.v3; βp =
v
c

; (M.1.45)

v3p = {vxp,vyp,vzp}; vp =
√

v3p.v3p; βpp =
vp
c

; (M.1.46)

Definición de las componentes contravariantes de los tetravectores velocidad
⇒
u y

⇒
u
′
(γp ≡ γp y

γpp ≡ γ′p)

u4 = γp {c,vx,vy,vz}; u4p = γpp {c,vxp,vyp,vzp}; (M.1.47)
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Definición de la matriz de las funciones métricas doblemente covariantes

gcov = {{1,0,0,0}, {0,−1,0,0}, {0,0,−1,0}, {0,0,0,−1}}; (M.1.48)

Cálculo de la norma del tetravector velocidad

Simplify
[
u4.gcov.u4/.γp → 1√

1− βp2

]
(M.1.49)

Definición de las transformadas :

Definición de las matrices de los coeficientes:

a00 = γ; a01 = −γ β; a10 = a01; a11 = a00; a22 = 1; a33 = 1; (M.1.50)

alorentz = {{a00,a01,0,0}, {a10,a11,0,0}, {0,0,a22,0}, {0,0,0,a33}}; (M.1.51)

blorentz = {{a00,−a01,0,0}, {−a10,a11,0,0}, {0,0,a22,0}, {0,0,0,a33}}; (M.1.52)

Transformadas directa e inversa:

veclorentzd[x ] := alorentz.x (M.1.53)

veclorentzi[x ] := blorentz.x (M.1.54)

Obtención de v′, v′x, v′y, v′z y γ′p:

Primero se obtiene la matriz del tetravector transformado (loru4)

loru4 = veclorentzd[u4]; (M.1.55)

MatrixForm[loru4] (M.1.56)

y se despeja de sus componentes la lista γ′p, v′x, v′y y v′z

tr = Simplify[Solve[u4p == loru4, {γpp,vxp,vyp,vzp}]]; (M.1.57)

Como alternativa, se expresa tr en función de βx = vx/c. · · ·

trb = Simplify[tr/.{vx → c βx,vy → c βy,vz → c βz}] (M.1.58)

Se calcula ~v′

v3p/.trb (M.1.59)
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que aparece como una lista de un solo elemento que, a su vez, es una lista de cuatro elementos.

Por último se extrae v′x, como lista de un solo elemento,

vxp/.trb (M.1.60)

y se obtienen las expresiones concretas de las componentes de la velocidad y del factor γ

vxpr = vxp/.trb[[1]] (M.1.61)

vypr = vyp/.trb[[1]] (M.1.62)

vzpr = vzp/.trb[[1]] (M.1.63)

gamapr = γpp/.trb[[1]] (M.1.64)

c como velocidad ĺımite :

Se muestra gráficamente que la velocidad de una part́ıcula en S ′ tiene por ĺımite a c, tanto si
v → c como si V → c 32. Para ello se definen los valores absolutos de las velocidades normalizadas
β, βp y β′p.

Sin pérdida de generalidad, se supone que la part́ıcula se mueve en el plano xz y se expresa β′p
en función del ángulo θ que forma la velocidad ~v con el eje x

βfa =

(√
vxpr2

c2
+

vzpr2

c2

)
/.

{
γ → 1√

1− β2
, βx → βa Cos[θ], βz → βa Sin[θ]

}
; (M.1.65)

Para esta gráfica se tomará el valor θ = π/6

βf = βfa/.θ → π

6
; (M.1.66)

Plot3D[βf , {β,0,1}, {βa,0,1},AxesLabel → {”β ”, ” βp”, ”βf ”}] (M.1.67)

ContourPlot[βf , {β,0,1}, {βa,0,1},
FrameLabel → {”β ”, ” βp”},PlotPoints → 60,Contours → 20]

(M.1.68)

βfg = Table[βf/.β → (0,1 i− 0,1), {i,11}]; (M.1.69)

Plot[”βfg”, {βa,0,1},
PlotStyle → {RGBColor[1,0,0],RGBColor[0,1,0],RGBColor[0,0,1]},
AxesLabel → {”βp”, ”βf”},GridLines → Automatic]

(M.1.70)

32Problema 1-21.
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1.10.5. Aceleración

Clear[β, γ] (M.1.71)

A continuación se resuelve el problema 1-28:

Según el enunciado, las componentes del tetravector aceleración son:

w4pr = {0,a0,0,0} (M.1.72)

Se aplica la transformada inversa para obtener el tetravector aceleración w4 en S

w4 = veclorentzi[w4pr] (M.1.73)

y se extrae la primera componente espacial w1 = w1 = γp
d u1

d t (el segundo elemento de la matriz
w4)

w1 = w4[[2]] (M.1.74)

Se obtiene u1 integrando y se expresa en función del tiempo normalizado τ ≡ t/(c/a0)

u1 =
{∫

(
1
γ

w1dt)
}

/.t → a0 τ

c
(M.1.75)

Por otra parte, la definición de u1 es

u1d = (c β γ)/.γ → 1√
1− β2

(M.1.76)

Se obtiene la expresión β(τ) resolviendo la ecuación

βa = Solve[u1d == u1, β] (M.1.77)

y se selecciona la solución positiva

βb = β/.βa[[2,1]] (M.1.78)

La posición normalizada κ ≡ x/(c2/a0) de la part́ıcula se obtiene por integración de la velocidad
entre los ĺımites [0, τ ]

κ = κ0 +
∫ τ

0
βb dτ (M.1.79)
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Representación de β, κ y la recta β = κ = 1 frente a τ

Plot[{βb, κ/.κ0 → 1,1}, {τ,0,3},
PlotStyle → {RGBColor[1,0,0],RGBColor[0,1,0],RGBColor[0,0,1]},
AxesLabel → {”τ = t/T”, ”β = v/c , κ = x/cT”}]

(M.1.80)



Caṕıtulo 2

Fundamentos de la electrodinámica

2.1. Introducción

En este caṕıtulo se establecen los fundamentos de la interacción entre part́ıculas cargadas, sin
esṕın 1, y el campo electromagnético. Para ello se emplea un modelo discreto de tipo microscópico
clásico, correspondiente a una descripción detallada en la cual, conocidas la carga y masa de cada
una de las N part́ıculas del sistema de cargas, aśı como sus posiciones y velocidades iniciales, puede
establecerse con toda exactitud el futuro del mismo 2. Esta descripción se resume en el conjunto de
ecuaciones que se conoce como de Maxwell-Lorentz. Desde el punto de vista práctico, su utilidad
se limita al caso en que N es relativamente pequeño, por ejemplo N ∼ 106, pero es el punto de
partida teórico más adecuado y el contexto dentro del cual las interpretaciones de las magnitudes
son más claras. En el caṕıtulo 3 y en su apéndice C se hará una breve introducción a los modelos
macroscópicos de los medios electromagnéticos, los cuales, por su diversidad y complejidad, son
el objetivo de una ciencia multidisciplinar, en la que un enfoque unitario queda fuera de lugar.
En principio, la necesidad de reducir el elevado número de variables impĺıcitas en las ecuaciones
microscópicas exige la realización de promedios espacio-temporales y la existencia de estructuras
moleculares con fundamento cuántico obliga a la introducción, de una u otra forma, de estos aspectos
en la descripción. Ambos procesos llevan consigo la proposición de hipótesis fuertes que en cierto
modo difuminan y hacen imprecisa la interpretación de las magnitudes electromagnéticas.

Como herramienta básica para la reconstrucción de la electrodinámica, de forma compatible
con los postulados de la relatividad restringida, se emplearán los principios de mı́nima acción.
Estos principios son extraordinariamente potentes para el desarrollo de la teoŕıa f́ısica y se adaptan
especialmente bien a la formulación invariante de las leyes. Es interesante que el alumno, que ya ha
construido una electrodinámica galileana mediante una encadenación de postulados de tipo histórico
y ha hecho uso de los principios de mı́nima acción en otras disciplinas, compruebe que no hay un

1El esṕın juega un papel importante en el electromagnetismo. En el caṕıtulo tercero se indica como puede ser
introducido en las ecuaciones macroscópicas de Maxwell.

2La introducción de efectos cuánticos, como son los de creación y destrucción de carga, complican en alguna medida
el panorama.
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único camino para la descripción f́ısica de la realidad y que la que aqúı se ofrece es una alternativa
útil y coherente.

2.1.1. Principios de mı́nima acción

En el apéndice II se muestra como las trayectorias de un sistema de part́ıculas, sometidas a un
campo de fuerzas externo (preestablecido), pueden ser determinadas a partir de las leyes de Newton
II.1 o, alternativamente, del principio de mı́nima acción de Hamilton II.32

δA = 0 , , A =
∫ t2

t1

L(q, q̇, t)dt (2.1)

δA es la primera variación de la acción hamiltoniana y L el lagrangiano del sistema de part́ıculas
en interacción con el campo. Según los casos, L se expresa de las formas

L(q, q̇, t) = Ec(q, q̇, t)−W (q, t) , , L(q, q̇, t) = Ec(q, q̇, t)− U(q, q̇, t) (2.2)

donde Ec es la enerǵıa cinética de las part́ıculas, W la enerǵıa potencial independiente de la velocidad
y U la que depende de la misma.

Desde el punto de vista de la relatividad, las enerǵıas potenciales independientes de la velocidad
no son admisibles porque implican la propagación de la interacción a velocidad infinita. En lo que
sigue, solo se consideran aquellos potenciales en los cuales, o bien existe dependencia expĺıcita de la
velocidad de las part́ıculas o, por ser de corto alcance, el retraso de propagación de la interacción es
despreciable. Dentro de la relatividad especial no se dispone de una descripción adecuada del campo
gravitatorio, por lo que la teoŕıa que aqúı se expone es fundamentalmente una Electrodinámica
relativista en la que, como en el marco galileano, la enerǵıa potencial de una carga en campo
externo viene dada por la expresión II.13

U(q, q̇, t) = e(φ− ~v · ~A) (2.3)

En la discusión introductoria del caṕıtulo anterior se dijo que las leyes de la electrodinámica
siguen siendo válidas en el nuevo contexto, pero que las de la mecánica no lo son. En realidad, aunque
las leyes de la electrodinámica sean válidas en cualquier sistema inercial, la definición de un nuevo
concepto de espacio-tiempo, a través de las transformaciones de Lorentz , hace también necesario
el establecimiento de nuevas reglas de transformación para las magnitudes f́ısicas que describen a
la interacción. Los principios de mı́nima acción constituyen una alternativa muy fruct́ıfera en el
desarrollo de las leyes f́ısicas, especialmente para el establecimiento de leyes invariantes, por lo que
aqúı se hará uso de ellos para repostular a la electrodinámica en su conjunto, entendiendo como
incluidos en ella los aspectos puramente mecánicos de la mı́sma.

Si se quiere estudiar el movimiento de part́ıculas bajo la influencia de un campo externo, la
ecuación 2.1 puede escribirse de la forma
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δAp + δAi = 0 (2.4)

Ap es la acción de las part́ıculas libres, part́ıculas que no actúan entre śı ni con cualquier otro
campo, y Ai la de la interacción con el campo preestablecido. Es decir

Ap =
∫ t2

t1

Ecdt , , Ai = −
∫ t2

t1

Udt (2.5)

Pero el problema electromagnético más general, el Problema autoconsistente, es aquel en el que
un conjunto de part́ıculas cargadas está sometido a un campo que ha sido creado por las propias
part́ıculas y que, por consiguiente, no está preestablecido sino que es función de la posición y
la velocidad de dichas cargas. Por otra parte, si una part́ıcula transporta enerǵıa y cantidad de
movimiento, en conexión con su masa inerte, se verá que el campo electromagnético transporta
asimismo enerǵıa y cantidad de movimiento, por lo que posee los mismos atributos ”materiales”que
las part́ıculas. De hecho, part́ıculas y campos son manifestaciones distintas de una misma entidad
f́ısica, la Materia, y deben considerarse en pie de igualdad. Las part́ıculas y los campos interaccionan
mutuamente, por lo que, si hasta ahora se ha considerado una acción Ap de la que se deduce el
movimiento libre de las part́ıculas, aquel para el que δAi = 0, en el problema autoconsistente debe
incluirse un término de acción Ac que de cuenta del movimiento, o evolución, libre de los campos 3.

P

C

P

C

P

CCampos

Partículas

(a) (b) (c) (d)

Figura 2.1: El problema electrodinámico

Como se muestra en la figura 2.1 (a), el problema electromagnético fundamental concierne a
la interacción entre cargas y corrientes. No obstante pueden considerarse tres casos importantes
descritos por los principios de mı́nima acción

δAp + δAi = 0 (2.6a)

δAp + δAi + δAc = 0 (2.6b)
3En este contexto, las part́ıculas aparecen como entidades puntuales, mientras que los campos son eminentemente

continuos. Esta dificultad se eludirá expresando las discontinuidades como formalmente continuas, mediante el uso de
la delta de Dirac.
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δAi + δAc = 0 (2.6c)

- La primera ecuación 2.6a, figura 2.1 (b), describe la interacción de las part́ıculas con un campo
preestablecido (δAc = 0).

- La segunda 2.6b, figura 2.1 (c), corresponde al problema más general, el autoconsistente, en
el cual las part́ıculas interaccionan con el campo que ellas mismas crean. Este problema no puede
plantearse de forma rigurosa y solo es posible resolverlo aproximadamente, hasta el segundo orden
de β, para part́ıculas lentas. La dificultad reside en que el lagrangiano es función de las coordenadas
y las velocidades de las part́ıculas, evaluadas en el instante actual, mientras que la interacción entre
part́ıculas se propaga con velocidad finita. Véase [Landau y Lifchitz FT, Konopinski, Jackson]

- La última 2.6c, figura 2.1 (d), describe la evolución del campo electromagnético debida a su
interacción con un conjunto de part́ıculas cargadas en posiciones y con velocidades preestablecidas
(δAp = 0).

El problema general puede resolverse, al menos, de forma numérica para un número limitado de
part́ıculas. Partiendo de sus posiciones iniciales y de los campos producidos por las mismas en dichas
posiciones, se resuelven alternativamente problemas del primero y del último tipo. A continuación
se tratará del primero y del último de estos problemas.

Puesto que el postulado de relatividad asigna a las leyes un carácter invariante, es evidente que,
si estas se van a expresar igualando a cero la primera variación de una suma de acciones, cada una
de estas variaciones por separado deba tener carácter escalar.

Se empezará por repostular la acción de las part́ıculas libres, lo que conduce a la modificación
del concepto de cantidad de movimiento. A continuación se introduce la acción de la interacción
con el campo electromagnético, esencialmente en la forma definida por 2.5 y 2.3 aunque con una
nueva interpretación, y se plantea el problema 2.6a para encontrar las ecuaciones que describen la
trayectoria de las part́ıculas en campo externo (Al calcular la variación de la acción, a la trayectoria
se le considera como variable, salvo en los puntos extremos, y al potencial como fijo). Este problema
resulta equivalente al descrito por la ley de fuerza de Lorentz, aunque ésta aparece expresada en
función del potencial. El campo electromagnético, a su vez, surge como definición derivada de este
último, comprobándose que cumple la ley de Faraday y la de ausencia de monopolos magnéticos.

Para plantear el problema 2.6c, se postula la acción del campo y se expresa la de la interacción
en función de variables continuas sobre un tetravolumen del espacio de Minkowski. Considerando
al potencial como a un conjunto de coordenadas generalizadas, variables salvo en la frontera del
problema, y a la trayectoria del sistema de part́ıculas como fija, se obtienen las ecuaciones del
movimiento del campo en presencia de una distribución de cargas y corrientes preestablecida. Estas
ecuaciones corresponden a las leyes de Poisson y Ampére.

2.2. Acción de un sistema de part́ıculas libres

Dentro de la teoŕıa de Newton, el lagrangiano correspondiente a una part́ıcula libre es
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L(~r, ~v, t) = L(v) = T =
1
2

m v2 (2.7)

Según se ha visto, es necesario postular una acción compatible con las transformaciones de
Lorentz: la invarianza de las leyes se asegura buscando a una acción cuya primera variación sea
invariante escalar. En concreto, se propone una acción escalar, generada a partir de los invariantes
asociados a la trayectoria de la part́ıcula, que cumple el principio de correspondencia. Como la
part́ıcula es libre, el único invariante conocido para la trayectoria entre los puntos P1 = (~r1, t1) y
P2 = (~r2, t2) es el intervalo de tiempo propio ∆τp 1.39

∆τp =
∫ 2

1

dt

γp

Con objeto de poder cumplir el principio de correspondencia, se ensaya una acción proporcional
al intervalo

Ap = α

∫ 2

1

dt

γp

donde α es una constante escalar. Esto equivale a proponer un lagrangiano

Lp = α
√

1− β2
p

Hallando el ĺımite del anterior para pequeñas velocidades, βp ¿ 1, v ¿ c,

Lp ' α− 1
2

α

c2
v2

y teniendo en cuenta que el lagrangiano, en general, y la enerǵıa cinética, en particular, están
indeterminados por una constante arbitraria, el principio de correspondencia exige la identificación
de α con −mc2 donde m es, por lo tanto, un escalar que se denomina Masa en reposo y que coincide
con la masa inerte galileana de la part́ıcula.

Aśı pues, se Postula como lagrangiano de una part́ıcula libre a

Lp ≡ −m

γp
c2 = −m c2

√
1− β2

p (2.8)

donde m es un escalar.

Este postulado y el de la acción de la interacción, establecen al tiempo propio como la variable que
describe la evolución, o ”vida”, de una part́ıcula con movimiento arbitrario. Las leyes que explican
la existencia de part́ıculas con propiedades determinadas y las fuerzas que mantienen en equilibrio
a sus componentes elementales son en gran parte desconocidas y, en todo caso, quedan fuera del
esquema de la presente teoŕıa. Sin embargo, sus manifestaciones externas se ajustan globalmente a
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la predicción relativista. Es el intervalo propio de la part́ıcula denominado ”vida media.el que mide
la probabilidad de supervivencia de la misma, como lo demuestra la experiencia de los muones, ya
mencionada, y otras muchas que están descritas en la bibliograf́ıa [Ohanian].

Considerando que ds/dt = c/γp, el lagrangiano anterior puede escribirse también de la forma

Lp = −mc
ds

dt
(2.9)

La generalización de lo anterior al caso de un sistema de N part́ıculas, de masa mν y velocidad
normalizada βν es inmediata:

Lp = −c
∑

ν

mν
dsν

dt
= −c2

∑
ν

mν

√
1− β2

ν , , ν = 1, · · · , N (2.10)

2.2.1. Tetravector enerǵıa-cantidad de movimiento

Dado que la part́ıcula libre no está sometida a fuerza, su Cantidad de movimiento ordinaria o
çinéticaçoincide con el momento conjugado definido en II.18

Pα = pα =
∂L

∂vα
, , α = x, y, z

por lo que

~p = mγp ~v = m
~v√

1− β2
p

= M(v)~v (2.11)

donde se ha definido como Masa en movimiento 4, 5 a

M(βp) ≡ mγp (2.12)

De 2.8 se deduce que ∂L/∂xα = 0 y, de acuerdo con las ecuaciones de Lagrange II.17, d~p/dt =
0 : como en el caso no relativista, una part́ıcula en movimiento libre, conserva su cantidad de
movimiento, aunque ahora ésta aparece definida de forma diferente.

En este caso, ∂L/∂t = 0, por lo que, de acuerdo con II.22 el hamiltoniano es una constante del
movimiento que puede ser identificada con la Enerǵıa de la part́ıcula libre E . De la definición II.21
de H se tiene que

E = ~p · ~v − L (2.13)
4En otros textos se prefiere no definir esta magnitud, reservando el nombre de masa a lo que aqúı se denomina

masa en reposo.
5En el apéndice B se expone una experiencia pensada que conduce a estas mismas conclusiones.
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Sustituyendo 2.11 y 2.8 en la expresión anterior se obtiene la relación

E =
mc2

√
1− β2

p

= γp mc2 = M c2 (2.14)

que enuncia la Equivalencia entre la masa y la enerǵıa; una y otra difieren solamente en el factor
universal c2.

Tomando v = 0 se comprueba que la part́ıcula posee una Enerǵıa en reposo

E0 ≡ (E)v=0 = mc2 (2.15)

Cabe redefinir el concepto de Enerǵıa cinética de una part́ıcula libre como aquella parte de su
enerǵıa total E que se debe a su movimiento:

Ec ≡ E − E0 (2.16)

La interpretación completa de E0 queda fuera del alcance de la presente teoŕıa, puesto que dentro
de la misma éste podŕıa ser un mero término aditivo que se anula al calcular los incrementos de
enerǵıa en un determinado proceso, pero la experiencia muestra que la equivalencia expresada en
2.14 implica el posible intercambio de enerǵıa en reposo, ademas del de enerǵıa cinética. Aunque solo
es necesario tenerlo en cuenta cuando en una experiencia cambian las masas en reposo, como es bien
sabido y ha sido sobradamente experimentado, la masa en reposo es intercambiable con cualquier
otra forma de enerǵıa, como la cinética y la potencial, lo que es tan novedoso como transcendente 6.

De 2.11 y 2.14 se deduce una relación simple entre la enerǵıa de una part́ıcula libre y su cantidad
de movimiento.

~p =
E
c2

~v (2.17)

Hasta ahora se han obtenido expresiones relativistas para la cantidad de movimiento y la enerǵıa
de una part́ıcula libre pero no se han investigado las reglas de transformación de estas magnitudes.
Dichas reglas se ponen de manifiesto sin más que verificar que E/c es la primera componente
contravariante, y pα las tres últimas, del Tetravector enerǵıa-cantidad de movimiento, definido como

⇒
p≡ m

⇒
u→





pi = (Ec , ~p) = γp m (c, ~v)

pi = (Ec , −~p)
(2.18)

⇒
p es efectivamente un tetravector porque m es un escalar y

⇒
u (1.41) un tetravector. De lo visto

anteriormente se deduce que, además, es una constante del movimiento para una part́ıcula libre.
6Véase el apéndice B para más detalles.
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En definitiva la conservación de la enerǵıa y de la cantidad de movimiento de una part́ıcula libre,
o de un sistema de part́ıculas libres, se resumen en el contexto relativista como la conservación del
tetravector enerǵıa-cantidad de movimiento. Véase que el .escalar”E deja de serlo para transformarse
como la primera componente de un tetravector.

Del carácter vectorial de
⇒
p se deducen las reglas de transformación de estas magnitudes. De

acuerdo con 1.18a

E ′ = γ (E − V px) (2.19)

p′x = γ (px − V

c2
E)

p′y = py

p′z = pz

En este caso, la norma es un escalar obvio ( se expresa como producto de escalares)

⇒
p · ⇒p= m2 c2 (2.20)

Sustituyendo 2.18 en la ecuación anterior se obtiene la enerǵıa de la part́ıcula libre expresada
en función de p:

E = +
√

p2c2 + m2c4 (2.21)

en la que se toma el signo positivo de la ráız para ser consecuentes con 2.15.

Es interesante notar que las part́ıculas lumı́nicas tienen velocidad v = c con lo que M → ∞, a
menos que m → 0. Dado que la experiencia indica que su cantidad de movimiento y enerǵıa son
finitas, su masa en reposo es necesariamente nula. Luego, para part́ıculas lumı́nicas

m = 0 , , E = c p (2.22)

De acuerdo con éste resultado y 2.14, la relatividad deja indeterminadas a la enerǵıa y a la
cantidad de movimiento de las part́ıculas lumı́nicas. Esta laguna debe ser llenada por otro tipo de
teoŕıa. Para el caso de los fotones, véase 4.76.

2.3. Acción de la interacción

Para resolver los problemas 2.6a y 2.6c es necesario definir una acción para la interacción. Esta
será utilizada de forma distinta en cada caso.

- En el primer problema se trata de encontrar la trayectoria de un sistema de part́ıculas puntuales
sobre el que actúa un campo externo. La trayectoria es la incógnita, salvo en los puntos P1 y P2 que
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son fijos, mientras que el potencial está preestablecido y, por lo tanto, no vaŕıa. Dado el carácter
puntual de las cargas, ambas acciones pueden ser expresadas en forma discreta a través de sumatorias
sobre todas las part́ıculas.

- En el segundo, la trayectoria es conocida, su variación nula y el potencial, que puede ser
considerado como sistema de coordenadas generalizadas del campo, vaŕıa en el interior del dominio
Ω del problema y es fijo en su contorno Σ. El carácter esencialmente continuo de los campos exige
que las acciones sean formuladas como funciones continuas, lo que se lleva a cabo mediante el uso
de la delta de Dirac.

2.3.1. Densidades; ecuación de continuidad

No existe ninguna evidencia experimental que contradiga el carácter puntual del electrón. En
cuanto al núcleo, su dimensión es del orden del Fermi (10−15 m) por lo que las ondas correspondientes
a la primera parte de la banda de rayos γ verán a éste como puntual. Los iones, cuya dimensión
es del orden del

o
A (10−10 m), aparecerán como puntuales para los rayos X blandos. Queda pués,

dentro de una descripción no cuántica, un amplio margen del espectro de las ondas electromagnéticas
dentro del cual las cargas pueden tratarse como puntuales. Con las limitaciones mencionadas, la
descripción de la distribución de carga y corriente en el espacio de configuración es muy simple, basta
con enumerar las posiciones y velocidades de las part́ıculas en cada instante y especificar la carga y
masa que cada una de ellas transporta. Otra alternativa, igualmente exhaustiva pero formalmente
continua, consiste en el uso de las densidades de carga y corriente. Aunque lo que aqúı se expone
es fácilmente extensible a la descripción de las distribuciones de masa, el tratamiento se concreta a
las de carga.

La Densidad de carga ρ(~r, t) es una magnitud que, integrada sobre un volumen fijo V del espacio
ordinario, proporciona una medida de la carga encerrada en el mismo

Q(t) =
∫

V
ρ(~r, t) dv (2.23)

Dada la naturaleza puntual de las part́ıculas, puede obtenerse una medida exacta de Q(t) 7 para
un sistema de N part́ıculas haciendo uso de la δ de Dirac para definir

ρ(~r, t) ≡
N∑

ν=1

eν δ(~r − ~rν(t)) =
N∑

ν=1

ρν (2.24)

donde eν
8 es la carga de una de las part́ıculas, ~rν(t) su posición instantánea y ρν la contribución de

la misma a la densidad. Integrando sobre V se comprueba que, efectivamente, la definición anterior
es una densidad exacta.

7En el caṕıtulo 3 se tratará de como obtener densidades aproximadas, mediante operaciones de promedio. Estas
son de una mayor utilidad práctica que las densidades exactas que aqúı se proponen.

8Las part́ıculas transportan masa, enerǵıa, cantidad de movimiento, etc., por lo que este mismo tipo de definición
sirve para las densidades respectivas de masa · · · .
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Q(t) =
N∑

ν=1

∫

V
eν δ(~r − ~rν(t)) dv =

NV (t)∑

µ=1

eµ

donde NV(t) es el número de part́ıculas que hay en V en el instante t y µ el ı́ndice que las describe.

n vν

vν n

S

d s

j

V
vν

∆

∆

S

Figura 2.2: Dendidad de corriente

De forma análoga, la Densidad de corriente ~(~r, t) de carga es una magnitud que, integrada sobre
la superficie S fija, proporciona la cantidad de carga que, por unidad de tiempo y en el instante
actual, atraviesa dicha superficie.

dQs(t)
dt

=
∫

S
~(~r, t) · d~s (2.25)

Es fácil de comprobar que

~(~r, t) ≡
N∑

ν=1

eν ~vν(t) δ(~r − ~rν(t)) =
N∑

ν=1

ρν (~r, t)~vν(t) =
N∑

ν=1

~ν (2.26)

, donde ~ν es la contribución a la densidad de corriente de la part́ıcula ν, es una definición exacta 9.

Efectivamente, como se muestra en la figura 2.2, todas las cargas con velocidad ~vν que están
contenidas en ∆V, es dedir, ∆S ρν ~vν · ~n = ~ν · ~n∆S 10, atraviesan el elemento de superficie ∆S en
la unidad de tiempo. Luego la contribución de la part́ıcula al cómputo de la carga que atraviesa la
unidad de superficie en la unidad de tiempo es

d2Qsν

ds dt
= ~ν · ~n

9También puede interpretarse, de acuerdo con lo anteriormente expuesto, como la densidad de ”e~v ”.
10Este término solo es distinto de cero cuando la part́ıcula ν está en ∆V en el instante actual.
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Sumando la contribución de todas las cargas del sistema e integrando sobre la superficie S

dQs(t)
dt

=
N∑

ν=1

dQsν (t)
dt

=
N∑

ν=1

∫

S
~ν(~r, t) · d~s =

∮

S
~(~r, t) · d~s

Ecuaciones de continuidad :

La experiencia establece que la carga puede crearse y destruirse pero siempre en parejas de carga
positiva y negativa. Existe una gran variedad de mecanismos por los que, tanto desde el punto de
vista microscópico como macroscópico, se crea y se destruye carga, pero todos ellos verifican la
condición de neutralidad neta: creaciones de pares, ionizaciones, recombinaciones, etc.. En conse-
cuencia, se considera que el Universo es globalmente neutro. Esta realidad experimental se eleva a
postulado con el nombre de Principio de neutralidad del Universo.

A partir de estas definiciones microscópicas de las densidades pueden obtenerse las ecuaciones
de continuidad de la carga neta y de cada una de las especies de carga que componen el sistema.

Derivando 2.24 con respecto al tiempo

∂ρ(~r, t)
∂t

=
N∑

ν=1

∂

∂t
{eν δ(~r − ~rν(t))} =

=
N∑

ν=1

∂eν

∂t
δ(~r − ~rν(t))

︸ ︷︷ ︸
(a)

+
N∑

ν=1

eν
∂

∂t
δ(~r − ~rν(t))

︸ ︷︷ ︸
(b)

El término (a), como los demás de esta expresión, corresponde a un número de part́ıculas que
aparece, por unidad de tiempo y de volumen, en (~r, t). Al escribir simbólicamente ∂eν

∂t se indica que
las part́ıculas en cuestión, aunque tienen carga eν mientras existen, pueden aparecer, (∂|eν |

∂t > 0), o
desaparecer (∂|eν |

∂t < 0) del entorno de (~r, t), por procesos de creación o destrucción de carga. Si se
tiene en cuenta que existen cargas de ambos signos y que, por el principio de neutralidad, en cada
punto e instante se crea o se destruye tanta carga positiva como negativa, (a) puede escribirse como

N∑

ν=1

∂eν

∂t
δ(~r − ~rν(t)) = τ+(~r, t)− τ−(~r, t) = 0

donde τ+− son las tasas de creación de carga positiva y negativa (carga de cada signo creada
por unidad de volumen y tiempo en (~r, t)). Por el principio de neutralidad del universo, las tasas
son iguales y su diferencia nula.
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El término (b) puede tratarse fácilmente mediante el cambio de variable ~κ(~r, t) ≡ ~r−~rν(t), que
es función de ~r y de t (a través de ~rν(t)),lo que permite expresar a la delta de Dirac como δ(~κ) y
derivarla como función de función 11. De esta forma

eν
∂

∂t
δ(~r − ~rν(t)) = eν

∂ δ(~κ)
∂~κ

· ∂~κ

∂t
= −eν ~vν · ∇δ(~r − ~rν(t)) =

= −∇ · {eν ~vν δ(~r − ~rν(t))} = −∇ · ~ν (2.27)

En los pasos anteriores se ha tenido en cuenta que

∂~κ

∂t
= −∂~rν(t)

∂t
= −~vν(t) , que

∂ δ(~κ)
∂~κ

=
∂

∂~r
δ(~r − ~rν(t))

y se ha hecho uso del desarrollo de la divergencia del producto de un escalar por un vector teniendo
en cuenta que ~vν(t) no depende de ~r.

Sustituyendo en las ecuaciones anteriores, se deduce la ecuación de continuidad de la carga neta

∇ · ~ +
∂ρ

∂t
= 0 (2.28)

Si se expresa la densidad de carga neta como ρ = ρ+ + ρ−, suma de las densidades de carga
positiva y negativa, se obtienen las ecuaciones de continuidad para las cargas de ambos signos

∇ · ~+− +
∂ρ+−

∂t
= τ+− (2.29)

2.3.2. Acción de la interacción entre un sistema de part́ıculas y un campo elec-
tromagnético; tetravector potencial

En la electrodinámica no relativista, la enerǵıa potencial electromagnética viene expresada por
2.3 y, según se ha visto, las predicciones que se obtienen de las ecuaciones de Maxwell se experi-
mentan como correctas en cualquier sistema inercial. Por otra parte, como sugiere la ley de fuerzas
de Lorentz y confirma la experiencia, a diferencia de la masa, la carga de una part́ıcula es indepen-
diente de su velocidad 12. El marco prerelativista solo es incompleto en cuanto a que no establece
leyes de transformación correctas para el resto de las magnitudes. Por estas razones, se mantiene
la expresión de la acción de la interacción aunque se postula que, tanto ésta como la carga, son
invariante escalares. De esta forma se establecen completamente la estructura tensorial del campo
electromagnético y las leyes de transformación de todas sus magnitudes.

Se Postula como acción de la interacción de una part́ıcula cargada con un campo electro-
magnético externo al escalar

11Se hará uso de la notación general ∂/∂~κ → (∂/∂κx, ∂/∂κy, ∂/∂κz). En particular, ∂/∂~r → ∇.
12Una de las confirmaciones más precisas de la invarianza de la carga la proporciona la neutralidad de los átomos

[Jackson].



2.3. ACCIÓN DE LA INTERACCIÓN 63

Ai = −e

∫ 2

1

⇒
A ·d ⇒

s (2.30)

donde e, la carga de la part́ıcula, es también un escalar. Dado que d
⇒
s es un tetravector,las reglas

de contraste tensorial aseguran que

⇒
A≡→





Ai = (Φ
c , ~A)

Ai = (Φ
c , − ~A)

(2.31)

es un tetravector, el Tetravector potencial. Sus componentes se tranforman por lo tanto como las de
un vector.

El lagrangiano de la interacción, para una part́ıcula en campo externo, es

L = −e
⇒
A ·d

⇒
s

dt
(2.32)

y, para un sistema de N part́ıculas en campo externo,

Li = −
∑

ν

eν

⇒
A (

⇒
s ν) · d

⇒
s ν

dt
(2.33)

donde
⇒
s ν→ si

ν = xi
ν = (ct, ~rν(t)) es la posición de la part́ıcula ν en el espacio de Minkowki.

2.3.3. Acción de la interacción entre una distribución de carga y corriente y un
campo electromagnético; tetravector densidad de carga-corriente

La acción correspondiente al lagrangiano 2.33 puede escribirse formalmente en función de vari-
ables continuas para representar a la interacción entre un sistema de carga y corriente y un campo
electromagnético. Efectivamente

Ai = −
∑

ν

eν

∫ 2

1

⇒
A (

⇒
s ν) · d

⇒
s ν

dt
dt = −

∑
ν

eν

∫ (x0)2

(x0)1

⇒
A (

⇒
s ν) · d

⇒
s ν

dx0
dx0

El potencial puede expresarse como una integral sobre un volumen V, que encierra a todas
las cargas durante el intervalo temporal ct = x0 ∈ [(x0)1, (x0)2], mediante el teorema de desplaza-
miento de la delta de Dirac:

⇒
A (

⇒
s ν) =

⇒
A (~rν , t) =

∫

V

⇒
A (~r, t) δ(~r − ~rν(t)) dv

por lo que
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Ai = −
∫

Ω

⇒
A (

⇒
s ) ·

∑
ν

eν
d
⇒
s ν

dx0
δ(~r − ~rν(t)) dx4

donde Ω es el hipervolumen de integración, definido por el volumen V y el intervalo x0 ∈
[(x0)1, (x0)2], y dx4 = dV dx0 el elemento escalar de dicho tetravolumen.

Teniendo en cuenta que

{∑
ν

eν
d
⇒
s ν

dx0
δ(~r − ~rν(t))

}i

=
∑

ν

eν
dxi

ν

dx0
δ(~r − ~rν(t)) =

1
c

∑
ν

eν (c, ~vν) δ(~r − ~rν(t)) =
1
c
(c ρ, ~)

la acción de la interacción puede escribirse de la forma

Ai = −1
c

∫

Ω

⇒
A (

⇒
s )· ⇒ (

⇒
s ) dx4 (2.34)

Tetravector densidad de carga-corriente :

En la última expresión se ha definido el Tetravector densidad de carga-corriente
⇒
 : es fácil de

constatar su carácter vectorial dado que Ai y dx4 son escalares y
⇒
A es un tetravector. Luego

⇒
≡→





i = (c ρ, ~)

i = (c ρ, −~)
(2.35)

o, teniendo en cuenta la definición de
⇒
u ,

⇒
 =

∑
ν

⇒
 ν=

∑
ν

eν

⇒
uν

γν
δ(~r − ~rν(t)) (2.36)

De esta expresión de
⇒
 , dado que

⇒
uν son vectores y eν escalares, se deduce que

δ(~r − ~rν(t))
γν

= escalar (2.37)

resultado interesante según el cual δ(~r−~rν(t)) se transforma como el factor γν de la part́ıcula (Véase
la expresión 1.42).

Puesto que el operador tetradimensional
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⇒
∇≡→




∇i = ∂

∂xi

∇i = ∂
∂xi

(2.38)

es de tipo vectorial, véase el apéndice I, la ecuación de continuidad puede escribirse de forma
manifiestamente invariante como

⇒
∇ · ⇒ = 0 → =





∇i 
i = ∂i

∂xi = 0

∇i i = ∂i

∂xi
= 0

(2.39)

Por último, es interesante notar que, dadas la reglas de transformación de
⇒
 ,

c ρ′ = γ (c ρ− β x) (2.40)
′x = γ (x − β c ρ)
′y = y

′z = z

una componente longitudinal de la corriente puede generar en otro sistema a una densidad de carga
neta (x → ρ′). Por otra parte, puede comprobarse que la carga de una part́ıcula, o la encerrada
en un volumen determinado, es invariante 13.

2.4. Fuerza de Lorentz; campo electromagnético

Si ahora se plantea el problema 2.6a para una part́ıcula cargada en campo externo, el lagrangiano
correspondiente es

Lp+i = −mc
ds

dt
− e

⇒
A ·d

⇒
s

dt
(2.41)

o, expresado expĺıcitamente en el espacio de configuración,

Lp+i(~r, ~v, t) = −mc2

√
1− v2

c2
− e Φ(~r, t) + e~v · ~A(~r, t) (2.42)

Las ecuaciones de Lagrange para esta part́ıcula son

d

dt
(

∂L

∂vα
)− ∂L

∂xα
= 0 , , α = x, y, z

13Problema 2-11.
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En este caso, el momento generalizado no coincide con el cinético

~P ≡ ∂L

∂~v
= ~p + e ~A = ~p + ~pp (2.43)

sino que es la suma de éste con el Momento potencial ~pp = e ~A

Hallando el gradiente del lagrangiano

∂L

∂~r
= ∇L = −e∇Φ + e~v ∧ (∇∧ ~A) + e (~v · ∇) ~A

Si se vuelve a definir a la fuerza sobre una part́ıcula como agente de la variación temporal de la
cantidad de movimiento

~F ≡ d~p

dt
(2.44)

las ecuaciones de Lagrange pueden escribirse de la forma 14

~F = e (−∇Φ− ∂ ~A

∂t
) + e~v ∧ (∇∧ ~A)

Esta es la fuerza que siente una carga en presencia de un campo electromagnético: viene expre-
sada en función de las derivadas del potencial y consta de dos términos, el primero de los cuales es
independiente de la velocidad y el otro proporcional a la misma a través de un producto vectorial.
Definiendo en concreto al Campo electromagnético como

~E ≡ −∇Φ− ∂ ~A

∂t
(2.45a)

~B ≡ ∇ ∧ ~A (2.45b)

donde ~E recibe tradicionalmente el nombre de Intensidad del campo eléctrico y ~B el de Inducción
magnética 15,se obtiene la Ley de Lorentz

~F ≡ d~p

dt
= e ~E + e~v ∧ ~B (2.46)

que expresa la ley del movimiento de una carga en presencia de dicho campo.

14Recuérdese que d ~A/dt = ∂ ~A/∂t + (~v · ∇) ~A.
15Dado que actualmente dichos nombres, como los de intensidad magnética y desplazamiento eléctrico, han perdido

gran parte de su vigencia, en adelante se les aplicarán apelativos tales como campo eléctrico, campo magnético, campo
~E, ~B · · · .
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2.4.1. Transformaciones de contraste y condiciones de contraste

La definición del campo dada en la sección anterior, en función de las derivadas del potencial,
implica que tanto el potencial Ai = (Φ

c , ~A) definido como tetravector en 2.31, como cualquier otro
que se obtenga a través del primero mediante las Transformaciones de contraste

Φχ = Φ− ∂χ(~r, t)
∂t

(2.47)

~Aχ = ~A +∇χ(~r, t)

producen el mismo campo electromagnético. Para comprobarlo basta con sustituir lo anterior en
2.45. En principio, la función χ(~r, t) puede ser .arbitraria”, salvo que se supone de buen compor-
tamiento y, por lo tanto, derivable tantas veces como sea necesario. No obstante, si se desea que
los potenciales den lugar a acciones escalares 16, como se postuló en 2.30, debe exigirse además que
χ sea escalar, con lo que un potencial tetravector

⇒
A se transforma en otro tetravector

⇒
Aχ. Estas

transformaciones pueden escribirse de la forma manifiestamente invariante

⇒
Aχ=

⇒
A − ⇒

∇ χ (2.48)

El carácter vectorial de
⇒
Aχ se deduce del hecho de que el tetragradiente de un escalar es un

tetravector.

Las transformaciones de contraste relacionan a un número infinito de potenciales con un campo
electromagnético determinado. Esta infinidad de potenciales ni quita ni da significación f́ısica al cam-
po frente al potencial, puesto que el fenómeno electromagnético puede ser expresado en función de
uno u otro con exclusión del contrario y, si bien la fuerza aparece más directamente relacionada con
el campo, la enerǵıa lo está con el potencial. La opción más útil es la de utilizar ambas herramientas
para la descripción de la interacción electromagnética. No obstante, esta libertad de elección puede
ser utilizada provechosamente para simplificar y homogeneizar el tratamiento matemático.

Las Condiciones de contraste son restricciones, compatibles con las transformaciones de con-
traste, que se imponen al potencial. Del carácter tetravectorial que se le exige al potencial, se
deduce que cualquier potencial debe cumplir

⇒
∇ · ⇒A= escalar (2.49)

En particular, la condición o Contraste de Lorenz 17

16Se pueden utilizar potenciales que no sean tetravectoriales pero, dentro del marco relativista, esto es un inconve-
niente.

17Esta condición se debe al f́ısico danés L. Lorenz y no al holandés H. A. Lorentz como erróneamente suele atribuirse
[Whittaker].
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E,  B
A AL

L

Figura 2.3: Transformaciones y condiciones de contraste

⇒
∇ · ⇒A= 0 →





∂Ai

∂xi = 0

∂Ai
∂xi

= 0
(2.50)

simplifica el estudio del campo electromagnético porque las ecuaciones de onda del potencial que
las cumple, Potencial de Lorenz, son análogas a las del campo. En el formato tridimensional, esta
condición se escribe como

∇ · ~A +
1
c2

∂Φ
∂t

= 0 (2.51)

Pueden imponerse otro tipo de condiciones 18 pero todas ellas deben ser compatibles con las
transformaciones de contraste. Es decir, a partir de un potencial válido que no cumpla la condición de
contraste, debe ser posible encontrar una transformación de contraste que resulte en un potencial que
si la cumpla. Por ejemplo,la figura 2.3 ilustra como, si

⇒
A es un potencial que no cumple el contraste

de Lorenz, puede encontrarse una función escalar χL(~r, t) tal que
⇒
∇ · ⇒AχL= 0. Efectivamente, de

acuerdo con 2.49
⇒
∇ · ⇒A= ψ(~r, t) = escalar por lo que, expresando al dalambertiano en forma

manifiestamente escalar

| | ≡ − ⇒
∇ · ⇒∇→ − ∂2

∂xi∂xi
= ∇2 − 1

c2

∂2

∂t2
(2.52)

y aplicando la tetradivergencia a 2.48, resulta que

⇒
∇ · ⇒Aχ= ψ + | |χL

Basta con elegir una de las infinitas soluciones posibles, χL, de la ecuación | |χL = −ψ, para
obtener unas transformaciones de contraste conducentes a un potencial de Lorentz. Estos últimos,
como se indica en la figura, constituyen un subconjunto de todos los potenciales posibles.

18La de Coulomb, ∇ · ~A = 0, se suele utilizar en otros contextos teóricos pero es inconveniente para el estudio de
los fenómenos de propagación y radiación.
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2.4.2. El tensor del campo

El campo electromagnético, definido en 2.45 como el conjunto de dos ”vectores”tridimensionales,
tiene realmente carácter de tensor de segundo orden. En particular, la definición del campo puede
ser escrita como

~E

c
≡ −∇Φ

c
− ∂ ~A

∂ct
~B ≡ ∇ ∧ ~A

De acuerdo con la definición de rotacional tensorial I.46 y anotando
⇒
rot→⇒

∇ ∧, las expresiones
anteriores pueden escribirse de la forma manifiestamente tensorial 19

F̃ =
⇒
∇ ∧ ⇒

A (2.53)

donde se ha definido el Tensor del campo electromagnético, cuyas componentes doblemente covari-
antes vienen definidas por (I.46)

Fij =
∂

∂xi
Aj − ∂

∂xj
Ai (2.54)

que, en forma matricial, corresponden a (i → filas, j → columnas)

(Fij) =




0 , Ex
c ,

Ey

c , Ez
c

−Ex
c , 0 , −Bz , By

−Ey

c , Bz , 0 , −Bx

−Ez
c , −By , Bx , 0




(2.55)

Multiplicando por el tensor métrico, pueden obtenerse las componentes contravariantes F ij

F kl = gkigljFij ⇒ (
F ij

)
=




0 , −Ex
c , −Ey

c , −Ez
c

Ex
c , 0 , −Bz , By

Ey

c , Bz , 0 , −Bx

Ez
c , −By , Bx , 0




(2.56)

19Problema 2-18.
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o las mixtas F i
j . Es interesante notar que tanto las componentes contravariantes como las covariantes

del tensor son antisimétricas, F ij = −F ji, Fij = −Fji, pero las mixtas no. F̃ es, pues, un tensor
cuyas componentes doblemente covariantes (contravariantes) son antisimétricas.

Las leyes de transformación de ~E y de ~B se obtienen mediante la identificación de sus compo-
nentes con las correspondientes del tensor F̃

F ′ij = ai
k aj

l F kl , , F ′
ij = bk

i bl
j Fkl (2.57)

por lo que, operando sobre cualquiera de estas dos expresiones, 20

~E′
‖ = ~E‖ , , ~E′

⊥ = γ ( ~E⊥ + ~V ∧ ~B⊥) (2.58a)

~B′
‖ = ~B‖ , , ~B′

⊥ = γ ( ~B⊥ −
~V

c2
∧ ~E⊥) (2.58b)

o, en forma compacta

~E′ = ~E‖ + γ ( ~E⊥ + ~V ∧ ~B) (2.59a)

~B′ = ~B‖ + γ ( ~B⊥ −
~V

c2
∧ ~E) (2.59b)

Según puede verse, las componentes ~E‖ y ~B‖, paralelas a la dirección del movimiento relativo
entre los sistemas S y S ′, son invariantes, mientras que las perpendiculares ~E⊥ y ~B⊥ vaŕıan. En el
ĺımite β ¿ 1, quedándose con los términos de primer orden en ~β,

~E′ ' ~E + c ~β ∧ ~B (2.60a)

~B′ ' ~B − 1
c

~β ∧ ~E (2.60b)

Esta aproximación de baja velocidad de las leyes de transformación de los campos no coincide
con las leyes galileanas, para las cuales ~B′ = ~B. Para que se verifique el principio de correspondencia
es necesario exigir, además, que c →∞

20Problemas 2-20 y 2-21.
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2.4.2.1. Invariantes del campo

Los vectores tienen un invariante caracteŕıstico en su norma. En general, como se vió en el
apartado I.2.3, la contracción de todos los ı́ndices de las componentes de un tensor de orden par
resulta en un escalar. Asimismo, los productos tensoriales totalmente contráıdos son escalares.

En particular, el tensor campo tiene asociados a dos invariantes (se excluye a la traza F i
i, puesto

que es idénticamente nula).

- El Invariante cuadrático se deduce del producto totalmente contráıdo de F̃ por śı mismo. En
adelante se anotará por

I1 ≡ 1
2

F ij Fij = B2 − E2

c2
(2.61)

- El Invariante bicuadrático se deduce del producto totalmente contráıdo, de multiplicidad 4, de
F̃ por śı mismo21

Fij F jk Fkl F
li = escalar ⇒ I2 ≡ ( ~E · ~B)2 (2.62)

El primer invariante permite clasificar al campo, en un punto determinado
⇒
s 0, de forma análoga

a como se hizo con los intervalos espacio-temporales:

I1(
⇒
s 0) →





> 0 , B2 > E2/c2 → Tipo magnético
= 0 , B2 = E2/c2 → Tipo electromagnético
< 0 , B2 < E2/c2 → Tipo eléctrico

(2.63)

Dado el signo que toma el invariante en cada caso, no existe ningún sistema de referencia desde
el cual pueda anularse la parte magnética de un campo de tipo magnético ni la eléctrica de uno de
tipo eléctrico. Para el campo de tipo electromagnético, no existe ningún sistema de referencia en el
que pueda anularse solo su parte eléctrica o magnética.

Para saber si existe algún sistema de referencia desde el cual se anule alguno de los campos, es
necesario investigar el valor del segundo invariante:

– Si I2(
⇒
s 0) 6= 0, no existe ningún sistema de referencia desde el que pueda anularse alguno de los

campos en el punto
⇒
s 0. De ésto, y de lo visto anteriormente, se deduce que el campo electromagnético

es una entidad tensorial y que solo la conveniencia de simplificar su uso autoriza a tratarlo como
la superposición de un campo eléctrico y otro magnético. Carecen de sentido f́ısico los esfuerzos
realizados para presentar al campo magnético como consecuencia relativista del eléctrico y viceversa.

– En el caso en que I2(
⇒
s 0) = 0, el campo eléctrico y el magnético son perpendiculares o nulos

en todos los sistemas de referencia. Si se quiere eliminar alguno de los campos, ~V debe ser per-
pendicular al mismo, puesto que las componentes paralelas son invariantes. Tomando ~V ⊥ ~E, ~B, las
componentes paralelas de ambos campos ~E‖ y ~B‖ se anulan 22 y

21Problema 2-22.
22No es estrictamente necesario que se anulen las componentes paralelas de ambos campos. Véase el problema 2-23.
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~E′ = γ ( ~E + ~V ∧ ~B)

~B′ = γ ( ~B −
~V

c2
∧ ~E)

Para campos de tipo magnético puede eliminarse el campo ~E′ en un S ′ que se mueve con respecto
a S con velocidad ~VE

23

I1 > 0 , I2 = 0 ⇒ ~VE =
~E ∧ ~B

B2
, , VE =

E

B
< c (2.64)

donde, para despejar ~V se ha tenido en cuenta que ~V ⊥ ~B.

De forma análoga, para campos de tipo eléctrico, puede anularse el campo ~B′ en un S ′ que se
mueve con respecto a S con velocidad ~VB

I1 < 0 , I2 = 0 ⇒ ~VB = c2
~E ∧ ~B

E2
, , VB = c2 B

E
< c (2.65)

En el vaćıo, ambos invariantes son nulos para las ondas electromagnéticas planas y homogéneas,
por lo que dichas ondas conservan su carácter en los distintos sistemas de referencia.

2.4.3. Tetravectores de fuerza

La fuerza sobre una part́ıcula, definida en 2.44, no está expresada de forma manifiestamente
invariante. ~p es la última parte de un tetravector pero aparece derivada con respecto al tiempo, que
no es un escalar. A continuación se verá como dicha fuerza puede ser englobada indirectamente en
el tetravector fuerza de Minkowski y que la densidad de fuerza es directamente la última parte de
otro tetravector, el de densidad de potencia-fuerza.

2.4.3.1. Fuerza de Minkowski; ecuaciones del movimiento de una carga

La fuerza sobre una part́ıcula queda incluida en el tetravector Fuerza de Minkowski definido
como el producto de la masa en reposo por el tetravector aceleración

⇒
M≡ d

⇒
p

dτp
= γp

d
⇒
p

dt
= m

⇒
w (2.66)

De acuerdo con 2.18 y 2.44

M i = γp (
1
c

dE
dt

, ~F ) (2.67)

23Una vez anulado ~E′, para despejar la velocidad se multipica vectorialmente por ~B y se desarrolla el triple producto
resultante teniendo en cuenta que la velocidad es perpendicular a los campos.
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Las leyes de transformación de ~F se obtienen sin dificultad ya que γp
~F tiene por componentes

a las tres últimas del tetravector
⇒
M y γp se transforma según 1.42.

Si se escribe p2 = ~p ·~p en 2.21 y se deriva, se obtiene la potencia que la fuerza aplicada transmite
a la part́ıcula

dE
dt

= ~v · ~F (2.68)

y teniendo en cuenta que, en el caso de que la fuerza sea electromagnética, ~v · ~F = e~v · ~E,

M i = γp (
~v

c
· ~F , ~F ) (2.69a)

M i = γp e (
~v

c
· ~E, ~E + ~v ∧ ~B) (2.69b)

Aparte del factor γp, la primera componente de la fuerza de Minkowski contiene a la potencia
que el campo cede a la carga y las tres últimas a la fuerza ejercida sobre la misma.

Desarrollando 2.69b para cada una de las componentes puede comprobarse que 24

⇒
M= e F̃ · ⇒u →





M i = eF ij uj

Mi = e Fij uj
(2.70)

con lo que las ecuaciones del movimiento de una part́ıcula son

m
d
⇒
u

dτp
= e F̃ · ⇒u→





dE/dt = ~v · ~F

d~p/dt = ~F

(2.71)

En el caso de una carga

dE
dt

= e~v · ~E (2.72a)

d~p

dt
= e ( ~E + ~v ∧ ~B) (2.72b)

El apéndice B incluye el estudio de los casos más caracteŕısticos de movimiento de part́ıculas
cargadas en presencia de un campo electromagnético.

24Problema 2-31.
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2.4.3.2. Tetravector densidad de potencia-fuerza

La fuerza ejercida por el campo electromagnético, aśı como la potencia cedida por éste, sobre la
unidad de volumen de cargas, pueden ser englobadas en un tetravector. Con este objeto se multiplica
la fuerza de Minkowski

⇒
Mν , ejercida sobre una de las part́ıculas de la distribución, por el escalar

2.37, con lo que se obtiene el tetravector

⇒
f ν≡

⇒
Mν

δ(~r − ~rν(t))
γν

(2.73)

donde γν es el factor γ de la part́ıcula.

Se define como Tetravector densidad de potencia-fuerza a

⇒
f≡

N∑

ν=1

⇒
f ν (2.74)

Puede comprobarse que la primera componente del tetravector aśı definido es proporcional a
la densidad de potencia y que las tres últimas constituyen la densidad de fuerza. Efectivamente,
haciendo uso de 2.69a y teniendo en cuenta a la definición de densidad

f i =
N∑

ν=1

(
~vν

c
· ~Fν , ~Fν) δ(~r − ~rν(t)) (2.75)

donde ~Fν es la fuerza que actúa sobre una part́ıcula.

Otra expresión de este tetravector se obtiene de la definición 2.66

⇒
f =

N∑

ν=1

δ(~r − ~rν(t))
d
⇒
p ν

d t
(2.76)

En el caso de que la fuerza se deba al campo electromagnético, 2.70 se escribe de la forma

⇒
Mν (~rν , t) = eν F̃ (~rν , t)· ⇒uν (2.77)

Haciendo uso de la propiedad de la delta de Dirac según la cual f(x0)δ(x−x0) = f(x)δ(x−x0),
2.73 toma la forma

⇒
f ν= F̃ (~r, t) · (eν δ(~r − ~rν(t))

⇒
uν

γν
)

y, según 2.36,
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⇒
f = F̃ · ⇒ → f i = F ij jj = (

1
c

~ · ~E, ρ ~E + ~ ∧ ~B) (2.78)

La primera componente de este vector es la potencia que el campo suministra a las cargas por
unidad de volumen, dividida por c, y las tres últimas son las de la fuerza por unidad de volumen
que el campo ejerce sobre las cargas.

2.5. Ecuaciones de Maxwell-Lorentz

De la propia definición 2.45 del campo se deducen dos ecuaciones microscópicas de Maxwell, la
de Faraday y la de ausencia de monopolos magnéticos, que pueden expresarse conjuntamente en una
ley tensorial que, con objeto de anotarla de alguna manera, aqúı se denominará como primera ley
tensorial de Maxwell . Las otras dos ecuaciones se derivan de aplicar el principio de mı́nima acción
a Ai+c = Ai + Ac. En conjunto, describen la evolución del campo electromagnético en presencia
de distribuciones de cargas y corrientes preestablecidas; se anotará como segunda ley tensorial de
Maxwell.

2.5.1. Primera ley tensorial de Maxwell

Hallando el rotacional de ~E y la divergencia de ~B en 2.45, se obtiene

∇∧ ~E = −∂ ~B

∂t
(2.79a)

∇ · ~B = 0 (2.79b)

puesto que ∇∧∇Φ = 0 y ∇ · (∇∧ ~A) = 0.

La primera de estas ecuaciones es la correspondiente a la Ley de inducción de Faraday y la
segunda a la de Ausencia de monopolos magnéticos. Ambas pueden ser expresadas de forma mani-
fiestamente invariante como

∂F ij

∂xk
+

∂F ki

∂xj
+

∂F jk

∂xi
= 0 ⇒ R̃(3) = 0̃ (2.80)

donde R̃(3) es un tensor de orden 3, cuyas componentes triplemente contravariantes se definen como

Rijk ≡ ∂F ij

∂xk
+

∂F ki

∂xj
+

∂F jk

∂xi
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Rijk son las componentes de un tensor porque cada uno de sus términos se transforma según
la regla R′ijk = ai

la
j
mak

nRlmn. De sus 64 componentes, todas, menos las cuatro para las que i 6=
j 6= k 6= i, son idénticamente nulas. Estas cuatro componentes no identicamente nulas, igualadas a
cero, corresponden a las ecuaciones 2.79a y 2.79b 25, como puede comprobarse por sustitución. Es
fácil ver que las componentes Rijj en las que se repite un ı́ndice son nulas puesto que al ser las F ij

antisimétricas, F ij = −F ji y F jj = 0.

2.5.2. Acción del campo

Queda por postular la acción del campo Ac. No cabe deducir lo que en definitiva es un postulado
que se justifica por la exactitud de sus consecuencias, pero se dispone de pistas razonables de
tipo teórico y experimental sobre la forma de enunciarlo. El principio de relatividad exige que la
primera variación de la acción sea invariante y se tiene la certeza experimental de que el campo
electromagnético, en ausencia de cargas, cumple el principio de superposición y, en consecuencia,
las ecuaciones que describen su evolución deben ser lineales. Dado que al efectuar una variación,
como es fácil de comprobar, el orden de los monomios disminuye, y el de derivación aumenta, en
una unidad, para obtener ecuaciones diferenciales lineales para el campo, la acción debe incluir
expresiones cuadráticas de éste. Como el único invariante cuadrático del campo de que se dispone
es F ij Fij , una acción escalar, que es función cuadrática de los campos, es la que a continuación se
Postula:

Ac = C

∫

Ω
F ij Fij dx4 (2.81)

donde C es un escalar cuyo valor se determinará según el sistema de unidades elegido (C =
−1/(4Z0), Z0 =

√
µ0/ε0 para el MKS) y Ω es un hipervolumen, en principio arbitrario, en cuya

hipersuperficie Σ los potenciales son conocidos y, por lo tanto, tienen variación nula.

2.5.3. Segunda ley tensorial de Maxwell

Para encontrar la segunda ley tensorial de Maxwell, se plantea el problema 2.6c, en el cual se
anula la primera variación de la acción Ai+c = Ai +Ac. De acuerdo con 2.81 y 2.34

Ai+c =
∫

Ω
(−1

c

⇒
A · ⇒ +C F ij Fij) dx4

donde Ω debe incluir a todas las part́ıculas, es decir,
⇒
 =

⇒
0 fuera de Ω, puesto que bajo dicha

condición se ha obtenido la expresión empleada para Ai, pero no tiene por que incluir a la totalidad
del campo, basta que el potencial sea conocido en la hipersuperficie Σ que envuelve a Ω, es decir,
en la superficie de V y en los instantes (x0)1 y (x0)2. Para este problema se considera que las cargas
y las corrientes son conocidas, por lo que

δ
⇒
 = 0

25Problema 2-32.
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y que son el potencial y el campo los que se vaŕıan en el interior de Ω para establecer la distribución
de campo que hace extrema a la acción. Véase que, de acuerdo con II.4, el potencial

⇒
A (

⇒
s ) =

⇒
A (~r, t)

puede tomarse como coordenada generalizada, lo que reduce el problema a la búsqueda del camino
⇒
A (~r, t) que hace extremo a Ai+c y tal que

(δ
⇒
A)Σ = 0

.

De acuerdo con ésto

δAi+c =
∫

Ω
(−1

c
δ
⇒
A · ⇒ +C δ[F ij Fij ]) dx4

Para expresar al segundo término en función de δ
⇒
A, se hace lo que sigue:

δ[F ij Fij ] = F ij δFij + Fij δF ij

︸ ︷︷ ︸
(a)

= 2F ij δFij

ya que
(a) = Fij gik gjlδFkl = F kl δFkl = F ij δFij

Para llegar a la última expresión se han cambiado de nombre a los ı́ndices i ↔ k, j ↔ l en la
sumatoria (a), se ha tenido en cuenta la simetŕıa de las componentes del tensor métrico y se ha
utilizado a éste para subir de nuevo los ı́ndices de Fkl. Si ahora se expresan los Fij , según 2.54

δ[F ij Fij ] = 2 F ij δ[
∂

∂xi
Aj − ∂

∂xj
Ai] = 2 [F ij ∂

∂xi
δAj − F ij ∂

∂xj
δAi

︸ ︷︷ ︸
(b)

]

Cambiando ahora los nombres i ↔ j en la sumatoria (b) y teniendo en cuenta que F ji = −F ij

δ[F ij Fij ] = 4 F ij ∂

∂xi
δAj = 4

∂

∂xi
[F ij δAj ]− 4 δAj

∂F ij

∂xi
=

= 4
⇒
∇ ·(F̃ · δ ⇒A)︸ ︷︷ ︸

(c)

−4 δ
⇒
A ·(⇒∇ ·F̃ )

El término (c) integrado sobre Ω se anula, ya que
∫

Ω

⇒
∇ ·(F̃ · δ ⇒A) dx4 = 0

y, de acuerdo con el teorema de la divergencia, puede convertirse en una integral sobre Σ donde
(δ

⇒
A)Σ = 0.
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Esto permite escribir

δAi+c = −
∫

Ω
δ
⇒
A ·(1

c

⇒
 +4C

⇒
∇ ·F̃ ) dx4

y puesto que δ
⇒
A es arbitrario en el interior de Ω,

⇒
∇ ·F̃ =

−1
4 cC

⇒


Identificando a cualquiera de las componentes de esta ecuación con la correspondiente de las
ecuaciones de Maxwell, expresada en el sistema MKS, se encuentra que C = −1/(4 Z0), donde
Z0 =

√
µ0/ε0 = µ0 c ' 120π Ω es la Impedancia del vaćıo y tiene por tanto carácter escalar, como

µ0 y ε0.

El segundo par de las ecuaciones de Maxwell queda pues de la forma

⇒
∇ ·F̃ = µ0

⇒
 → ∂ F ij

∂ xi
= µ0 jj (2.82)

Estas ecuaciones relacionan al campo con las cargas y las corrientes.

2.5.4. Expresión tridimensional de las ecuaciones de Maxwell-Lorentz

Desarrollando la ecuación 2.82 y agrupando términos se obtienen las ecuaciones tridimensionales
2.83a y 2.83d, las cuales, junto con las 2.79a y 2.79b, constituyen lo que se conoce como ecuaciones
de Maxwell-Lorentz:

∇ · ~E =
ρ

ε0
(2.83a)

∇ · ~B = 0 (2.83b)

∇∧ ~E = −∂ ~B

∂t
(2.83c)

∇∧ ~B = µ0 ~ + µ0 ε0
∂ ~E

∂t
(2.83d)

La ecuación de continuidad de la carga neta 2.28 puede también deducirse de 2.83a y 2.83d

∇ · ~ +
∂ρ

∂t
= 0 (2.84)



2.6. LEYES DE CONSERVACIÓN 79

Como se ha visto, son ecuaciones de tipo microscópico en las que ρ y ~ vienen dados por 2.24 y
2.26 respectivamente y los campos están definidos exactamente en cada punto del espacio.

La fuerza electromagnética clásica que actúa sobre una carga viene dada por 2.46. Si a ésta
añadimos otras fuerzas ~F ′, como las puramente mecánicas (p. ej: las que mueven el rotor de una
dinamo), cuánticas (p. ej: las existentes en el interior de una pila o las de interacción de esṕın) o la
gravitatoria, las ecuaciones del movimiento de las cargas pueden expresarse como

d ~p

dt
= e ~E + e~v ∧ ~B + ~F ′ (2.85)

Estas ecuaciones son aplicables a un conjunto restringido de problemas en los que el número de
part́ıculas que intervienen es suficientemente pequeño y ~F ′ tiene una expresión simple. Las ecua-
ciones de Maxwell permiten determinar la evolución del campo en función de las cargas. La del
movimiento permite hallar la evolución de las cargas en función de los campos. A pesar de las lim-
itaciones mencionadas las ecuaciones anteriores constituyen el punto de partida para la obtención
de otras de tipo macroscópico que describan aproximadamente la interacción del campo electro-
magnético en el seno de medios extensos.

2.6. Leyes de conservación

A partir de las expresiones del tetravector de potencia-fuerza pueden obtenerse ecuaciones de
continuidad, o conservación, para la enerǵıa y la cantidad de movimiento. Según 2.74 y 2.76, este
tetravector puede expresarse de la forma

⇒
f =

N∑

ν=1

⇒
f ν=

N∑

ν=1

mν δ(~r − ~rν(t))
d
⇒
uν

d t
(2.86)

o, en función del tensor del campo,

⇒
f = F̃ · ⇒ ⇒ f i = F ij jj (2.87)

Dado el papel equivalente de las part́ıculas y el campo, puede decirse que, si
⇒
f es la densidad de

la fuerza ejercida sobre las part́ıculas, también, según la expresión anterior, puede interpretarse como
”menos la densidad de la fuerza ejercidad sobre el campo”. Puede pues hablarse de la existencia de
un principio de acción y reacción local entre las part́ıculas y el campo.

En las siguientes secciones se verá que la densidad de fuerza puede expresarse como la divergencia
de sendos tensores

⇒
f = +

⇒
∇ ·T̃p (2.88a)
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⇒
f = − ⇒

∇ ·T̃c (2.88b)

donde T̃p es el Tensor densidad de enerǵıa-momento de las part́ıculas y T̃c el Tensor densidad de
enerǵıa-momento del campo. Restando las dos expresiones anteriores, resulta que

⇒
∇ ·(T̃p + T̃c) =

⇒
∇ ·T̃ = 0 (2.89)

o, de otra forma, que el tensor enerǵıa-momento conjunto T̃ de las part́ıculas más el campo es
solenoidal. Evidentemente, estos tensores está indeterminados en cuanto puede añad́ırseles otro
tensor de divergencia nula, por lo que las definiciones que más adelante se adoptan no son las únicas
posibles pero śı las más convenientes.

Las expresiones 2.88a-2.89 y las interpretaciones que se ofrecen en los eṕıgrafes siguientes con-
firman y refuerzan el carácter material del campo electromagnético. En un sistema de part́ıculas
cargadas y campos, ambos transportan enerǵıa y cantidad de movimiento que intercambian entre
śı con el mismo tipo de reglas.

2.6.1. Tensor densidad de enerǵıa-momento de las part́ıculas

Para hallar la expresión del tensor enerǵıa-momento de las part́ıculas se partirá de la expresión
2.86, de la cual se toma el valor de la componente i de la aportación a la densidad de fuerza de la
part́ıcula ν.

f i
ν = mν δ(~r − ~rν(t))

d ui
ν(t)

d t

expresión en la que se resalta el hecho de que ui
ν(t) es solo función del tiempo. Por esta razón, de

acuerdo con 1.41,

d ui
ν

d t
= c

∂ ui
ν

∂ x0
=

u0
ν

γν

∂ ui
ν

∂ x0
=

1
γν

uj
ν

∂ ui
ν

∂ xj

En la última expresión se han añadido los términos uα
ν

∂ ui
ν

∂ xα , , α = 1, 2, 3 que son nulos porque
ui

ν(t) no depende de ~r. Aśı pues

f i
ν =

mν

γν
δ(~r − ~rν) uj

ν

∂ ui
ν

∂ xj
=

∂

∂ xj
{mν

γν
δ(~r − ~rν) uj

νu
i
ν} −mν ui

ν

∂

∂ xj
{δ(~r − ~rν)

uj
ν

γν
}

︸ ︷︷ ︸
(a)=0

(2.90)

El término (a) se anula porque, según 1.41, uj
ν

γν
= (c, ~vν(t)) y
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(a) =
∂ δ(~r − ~rν)

∂ t︸ ︷︷ ︸
(b)

+∇ · (~vν(t) δ(~r − ~rν))︸ ︷︷ ︸
(c)

Para comprobar que (a) = 0 basta con desarrollar la divergencia de un vector por un escalar,
verificar que ∇ · ~vν(t) = 0, porque ~vν(t) solo depende de t, y que, de acuerdo con 2.27, (c) =
~vν · ∇ δ(~r − ~rν) = −(b).

Luego, sumando la expresión 2.90 de f i
ν para todas las part́ıculas del sistema, se deduce que

⇒
f =

⇒
∇ ·T̃p ⇒ f j =

∂ T ij
p

∂ xi
(2.91)

T ij
p = Σν mν

δ(~r − ~rν)
γν︸ ︷︷ ︸
(a)

ui
νu

j
ν = T ji

p (2.92)

Puesto que los T ij
p se expresan en función del tetravector

⇒
u y los escalares mν y (a) (2.37),

constituyen las componentes doblemente contravariantes de un tensor T̃ , el Tensor Enerǵıa-momento
de las part́ıculas. Tanto estas componentes como las doblemente covariantes, son simétricas.

La interpretación f́ısica de las componentes de este tensor se deducen directamente de su expre-
sión:

a- Tomando los valores i = j = 0 se obtiene

T 00
p = Σν mν γν c2 δ(~r − ~rν) = Σν Eν δ(~r − ~rν) = ωp (2.93)

por lo que T 00
p , según la definición 2.24 es manifiestamente la densidad de enerǵıa ωp del sistema

part́ıculas.

b- Para i = 0, j = α = 1, 2, 3

T 0α
p = c Σν mν uα

ν δ(~r − ~rν) (2.94)
= c Σν pα

ν δ(~r − ~rν)

=
1
c

Σν Eν vα
ν δ(~r − ~rν)

donde pα
ν es la componente α de la cantidad de movimiento de la part́ıcula ν y Eν la densidad de

enerǵıa de la misma. De acuerdo con las dos últimas expresiones, las componentes puede escribirse
de las formas:
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T 0α
p →





cPα

1
c Jα

(2.95)

De acuerdo con las definiciones 2.24 y 2.26, Pα es la densidad de la componente α de la cantidad
de movimiento del sistema de part́ıculas y Jα la densidad de corriente de la enerǵıa de dicho sistema
( Flujo de enerǵıa por unidad de superficie y unidad de tiempo).

c- El resto de las componentes, para las cuales i = α = 1, 2, 3 y j = β = 1, 2, 3,

Tαβ
p = Σν pα

ν vβ
ν δ(~r − ~rν) (2.96)

corresponden a la componente β de la densidad de corriente de la componente α de la cantidad de
movimiento del sistema de part́ıculas ( Flujo de cantidad de movimiento por unidad de superficie y
unidad de tiempo).

En forma matricial, las componentes doblemente contravariantes del Tensor densidad de enerǵıa-
momento de las part́ıculas pueden expresarse como

T̃p →
(
T ij

p

)
=




ωp
... c ~P

. . . . . . . . . . .
1
c

~J ...
↔
T


 (2.97)

A pesar de que la matriz es simétrica, la fila 0 y la columna 0 se han escrito de forma distinta
para preparar la interpretación tridimensional de la ecuación 2.88a: las componentes cPα del vector
c ~P corresponden a los tres últimos elementos de la primera fila de la matriz, y las 1

c Jα del vector
1
c

~J a los tres últimos de la primera columna. El resto de los elementos de la matriz se agrupan en
las componentes del tensor tridimensional26

↔
T→

(
Tαβ

p

)

2.6.1.1. Ecuación de continuidad de la enerǵıa mecánica

De la componente 0 de la ecuación 2.88a (∂ T i0
p

∂ xi = f0 , , i = 0, · · · , 3), de acuerdo con 2.78, se
deduce la Ecuación de continuidad de la enerǵıa del sistema de part́ıculas

∂ ωp

∂ t
+∇ · ~J = ~ · ~E (2.98)

Integrando sobre un volumen V, arbitrario pero fijo, y aplicando el teorema de la divergencia

26En adelante se utilizará la notación
↔
X para designar a los ”tensores”tridimensionales.
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d

d t

∫

V
ωp dv

︸ ︷︷ ︸
(b)

+
∮

S
~J · d~s

︸ ︷︷ ︸
(c)

=
∫

V
~ · ~E dv

︸ ︷︷ ︸
(a)

(2.99)

donde S es la superficie que envuelve a V. Los términos de la ecuación tienen un significado claro:

- (a) es la potencia suministrada por el campo eléctromagnético, a través del eléctrico, a las cargas
encerradas en V. Representa, pues, el transvase de enerǵıa electromagnética a enerǵıa mecánica, si
su signo es positivo, y viceversa si el signo es el contrario. Téngase en cuenta que los transvases
energéticos pueden tener en general los dos signos, como es el caso de motores y generadores.

- (b) es la variación de la enerǵıa, por unidad de tiempo, de las part́ıculas encerradas en el
volumen .

- (c) es el flujo de enerǵıa mecánica, por unidad de tiempo, a través de la superficie que envuelve
al volumen.

En resumen, la ecuaciones 2.98 y 2.99 muestran como la enerǵıa electromagnética suministrada
a las cargas dentro de un volumen determinado, se emplea en incrementar el contenido energético
de las cargas internas, término (b), y las externas a dicho volumen, término (c).

2.6.1.2. Ecuación de continuidad de la cantidad de movimiento mecánica

También puede obtenerse una ecuación de continuidad para la cantidad de movimiento de
las part́ıculas de las tres últimas componentes de la densidad de fuerza (∂ T iα

∂ xi = fα , , i =
0, · · · , 3 , , α = 1, 2, 3)

∂ ~P
∂ t

+∇· ↔T= ρ ~E + ~ ∧ ~B (2.100)

Esta ecuación es, evidentemente, la del movimiento del sistema de las part́ıculas sometidas al
campo electromagnético o, con otras palabras, del medio material constituido por dichas part́ıculas.

Integrando sobre un volumen V, arbitrario pero fijo, y aplicando el teorema de la divergencia
para tensores de segundo orden

d

d t

∫

V
~P dv

︸ ︷︷ ︸
(b)

+
∮

S
~n· ↔T ds

︸ ︷︷ ︸
(c)

=
∫

V
(ρ ~E + ~ ∧ ~B) dv

︸ ︷︷ ︸
(a)

(2.101)

donde ~n es en este caso la normal a la superficie.

La lectura de estas dos ecuaciones es paralela a la de sus homólogas para la enerǵıa: La fuerza
electromagnética total (a) aplicada al volumen en cuestión se equipara al cambio de cantidad de
movimiento mecánica, por unidad de tiempo, tanto en el interior (b) como en el exterior (c) del
volumen mencionado.
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2.6.2. Tensor densidad de enerǵıa-momento del campo

Para hallar la expresión del tensor densidad de enerǵıa-momento del campo habrá que expresar
a la densidad de fuerza en función de éste. Partiendo de

⇒
f = F̃ · ⇒

la densidad de corriente puede ser eliminada, haciendo uso de la segunda ley tensorial de Maxwell
2.82

⇒
f =

1
µ0

F̃ · (⇒∇ ·F̃ ) (2.102)

con lo que se obtiene la expresión del tetravector densidad de potencia-fuerza como función exclusiva
del campo. Tomando la componente i de la misma

µ0 f i = µ0 F ij jj = F ij ∂ Fkj

∂ xk
=

∂ F ij Fkj

∂ xk
−Fkj

∂ F ij

∂ xk︸ ︷︷ ︸
(a)

(2.103)

Haciendo uso de la antisimetŕıa de F̃

(a) = +Fjk
∂ F ij

∂ xk
=

1
2
{Fjk

∂ F ij

∂ xk
+ Fkj

∂ F ji

∂ xk︸ ︷︷ ︸
(b)

} =
1
2

Fjk {∂ F ij

∂ xk
+

∂ F ki

∂ xj
}

Para obtener la última expresión se han intercambiado los nombres de los ı́ndices k ↔ j. Si
ahora se recurre a la primera ley tensorial de Maxwell 2.80

(a) = −1
2

Fjk
∂ F jk

∂ xi
= −1

2
∂ Fjk F jk

∂ xi
+

1
2

F jk ∂ Fjk

∂ xi︸ ︷︷ ︸
(c)

(2.104)

Puede comprobarse que (c) = −(a) bajando los ı́ndices de F jk y subiendo los de Fjk según la
regla I.27

(c) =
1
2

gjmgknFmn
∂ Fjk

∂ xi
=

1
2

Fmn
∂ Fmn

∂ xi
= −(a)

donde se han cambiado los ı́ndices m → j y n → k. Introduciendo este resultado en 2.104 y teniendo
en cuenta 2.61 y I.4

(a) = −1
4

∂ Fjk F jk

∂ xi
= −1

2
δi
k

∂ (B2 − E2

c2
)

∂ xk
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Si esta expresión se sustituye en 2.103 y en esta última se escribe F ij = −F ji

µ0 f i = − ∂

∂ xk

{
FkjF

ji +
1
2

δi
k (B2 − E2

c2
)
}

(2.105)

El argumento de la derivada es la componente mixta de un tensor, contravariante en i y covariante
en k. La expresión puede ponerse de la forma buscada teniendo en cuenta que

∂

∂ xk
= ∇k = gkl ∂

∂ xl
= glk∇l

Esto permite escribir 2.105 como

⇒
f = − ⇒

∇ ·T̃c ⇒ f i = −∂ T li
c

∂ xl
(2.106)

donde

T li
c = T il

c =
1
µ0

(
glkFkjF

ji +
1
2

gli (B2 − E2

c2
)
)

(2.107)

son las componentes (simétricas) doblemente contravariantes del Tensor densidad de enerǵıa-
momento del campo. Su interpretación puede hacerse en términos análogos a los empleados para el
caso de las part́ıculas.

Desarrollando estas componentes, por ejemplo, dado que g0k = δ0
k

T 00
c =

1
µ0

(
F0jF

j0 +
1
2
(B2 − E2

c2
)
)

= ωem0

donde

ωem0 = ωe0 + ωm0 , ,





ωe0 = ε0
2 E2

ωm0 = 1
2µ0

B2
(2.108)

es la Densidad de enerǵıa del campo electromagnético.

Si además se define:

- El Vector de Poynting en el vaćıo 27

~S0 ≡ 1
µ0

~E ∧ ~B (2.109)

- La Densidad de la cantidad de movimiento del campo electromagnético

27Se reserva el nombre de vector de Poynting, sin adjetivos, para ~E ∧ ~H.
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~g0 ≡ 1
c2

~S0 (2.110)

- El Tensor de esfuerzos de Maxwell en el vaćıo

↔
M0=

↔
M e0 +

↔
Mm0 , ,





Mαβ
e0 ≡ ε0 EαEβ − δα

β ωe0

Mαβ
m0 ≡ 1

µ0
BαBβ − δα

β ωm0

(2.111)

T̃c puede ser representado en forma matricial como

T̃c →
(
T ij

c

)
=




ωem0
... c~g0

. . . . . . . . . . . . . . .
1
c
~S0

... − ↔
M0


 (2.112)

2.6.2.1. Ecuación de continuidad de la enerǵıa electromagnética

La Ecuación de continuidad de la enerǵıa electromagnética puede denominarse como ”Teorema
de Poynting”, pero se reservará este nombre para su versión macroscópica (Véase el caṕıtulo 3 y el
apéndice C). Se obtiene de forma análoga a la seguida en el caso de la enerǵıa mecánica, expresando
la primera componente de la densidad de fuerza electromagnética f0 en función de la

⇒
∇ ·T̃c:

∂ ωem0

∂ t
+∇ · ~S0 = −~ · ~E (2.113)

expresión donde ωem0 ocupa la misma posición que ωem0, ~S0 la de ~J y los segundos miembros son
iguales pero de signo contrario. En forma integral,

d

d t

∫

V
ωem0 dv

︸ ︷︷ ︸
(b)

+
∮

S
~S0 · d~s

︸ ︷︷ ︸
(c)

= −
∫

V
~ · ~E dv

︸ ︷︷ ︸
(a)

(2.114)

La interpretación de los términos de esta expresión es también paralela a la propuesta para las
part́ıculas:

- (a) es el mismo término que aparece en la ecuación 2.99. Incluyendo el signo negativo que lo
precede, puede interpretarse como ”(−) la potencia que sale desde el sistema del campo e incide en
el de las cargas.o como ”(+) la potencia que sale desde el sistema de las cargas e incide en el del
campo”.

- (b) es la la variación por unidad de tiempo de la enerǵıa del campo contenido en el volumen
y ωem0, análoga a ωp, representa a la densidad de enerǵıa de dicho campo.
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- (c) es el flujo de enerǵıa electromagnética, por unidad de tiempo, a través de la superficie que
envuelve al volumen. El vector de Poynting ~S0 es análogo a ~J y, por lo tanto, puede interpretarse
como vector densidad de corriente, o flujo, de la enerǵıa electromagnética.

Pasando el segundo miembro de 2.114 al primero ( escribiendo la ecuación en forma homogénea),
ésta puede leerse como un balance energético entre la potencia suministrada por los campos a las
cargas del volumen (a), el aumento de enerǵıa electromagnética almacenada en el volumen por
unidad de tiempo (b), y la potencia electromagnética suministrada al espacio exterior a dicho
volumen (c).

Es interesante notar que tanto T̃c como T̃p quedan indetermimados por un tensor de divergencia
nula. En consecuencia, véase la ecuación de continuidad 2.113, a ωem0 puede añad́ırsele cualquier
función independiente del tiempo y a ~S0 cualquier vector de divergencia nula. No obstante, estas
definiciones tienen la ventaja de que ωem0 = 0 cuando el campo es nulo y ~S0 = 0 cuando ~E o ~B se
anulan.

Sumando 2.114 y 2.99 se obtiene lo que con toda propiedad puede denominarse Teorema de
conservación de la enerǵıa

d

d t

∫

V
(ωem0 + ωp) dv

︸ ︷︷ ︸
(d)

+
∮

S
( ~S0 + ~J ) · d~s

︸ ︷︷ ︸
(e)

= 0 (2.115)

- (d) es el aumento por unidad de tiempo de la enerǵıa total del sistema de part́ıculas y campo
contenidos en V y (e) la potencia suministrada al exterior de V. Claramente, ambos sumandos deben
tener signo contrario o ser nulos. Este es el caso de sistemas cerrados, en los cuales la enerǵıa no
puede traspasar su frontera S y en los que la enerǵıa almacenada se conserva

Wa = Wem0 + Wp =
∫

V
(ωem0 + ωp) dv = constante (2.116)

2.6.2.2. Ecuación de continuidad de la cantidad de movimiento electromagnética

También las ecuaciones de continuidad de la cantidad de movimiento electromagnética son análo-
gas a las de las part́ıculas 2.100 y 2.101 con las salvedades correspondientes a los signos:

∂ ~g0

∂ t
−∇· ↔M0= −(ρ ~E + ~ ∧ ~B) (2.117)

Esta es la ecuación del movimiento del campo debido a su reacción con el sistema de part́ıculas.

d

d t

∫

V
~g0 dv

︸ ︷︷ ︸
(b)

−
∮

S
~n· ↔M0 ds

︸ ︷︷ ︸
(c)

= −
∫

V
(ρ ~E + ~ ∧ ~B) dv

︸ ︷︷ ︸
(a)

(2.118)



88 CAPÍTULO 2. FUNDAMENTOS DE LA ELECTRODINÁMICA

(a) puede interpretarse como la fuerza total de reacción de las part́ıculas de V contra el campo,
(b) como el aumento en la unidad de tiempo de la cantidad de movimiento del campo interior y (c)
como la cantidad de movimiento que, por unidad de tiempo, sale al exterior.

Para campos estáticos ( ∂
∂ t → 0), luego

∫

V
(ρ ~E + ~ ∧ ~B) dv =

∮

S
~n· ↔M0 ds ⇒

∫

V
~fem dv =

∮

S
~fs ds (2.119)

Esta expresión permite interpretar a
↔
M0 como tensor de esfuerzos y a ~fs = ~n· ↔

M0 como una
fuerza superficial sobre S. Se dispone de esta manera de una interesante alternativa para el cálculo
de la fuerza total sobre un sistema de cargas sometidas a campos estáticos. En la sección 3.2.2.1, se
analiza esta cuestión con algo más de detalle en el caso macroscópico.

Las definiciones de los vectores de densidad de cantidad de movimiento y el tensor de Maxwell
responden a los mismos criterios ya comentados para las densidades de enerǵıa.

Restando las expresiones 2.101 y 2.118 se obtiene el Teorema de la conservación de la cantidad
de movimiento

d

d t

∫

V
(~g0 + ~P) dv

︸ ︷︷ ︸
(d)

+
∮

S
~n · (↔T − ↔

M0) ds

︸ ︷︷ ︸
(e)

= 0 (2.120)

El aumento en la unidad de tiempo de la cantidad de movimiento total (d) contenida en V es
igual y de signo contrario a la que se pierde (e) a través de S en ese mismo tiempo. En un sistema
cerrado, para el cual las pérdidas a través de las paredes son nulas, la cantidad de movimiento total
de campos y part́ıculas almacenada en V se conserva.

~Πa = ~Πem0 + ~Πp =
∫

V
(~g0 + ~P) dv = constante (2.121)

2.7. Problemas

2-1. Un protón tiene una enerǵıa cinética de 500MeV . Calcular su velocidad, su masa en
movimiento y su enerǵıa total .

2-2. Supóngase a un átomo del tipo del hidrógeno, compuesto por un núcleo de masa M y carga +e
y un electrón de masa m y carga −e que gira a su alrededor con radio r0 y velocidad β ¿ 1.
Calcúlese dicha velocidad en función de los datos anteriores, planteándose un problema no
relativista, y obténgase la masa relativista del átomo en reposo.
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2-3. Demuéstrese que las expresiones 2.20 y 2.21 son ciertas para una part́ıcula. Discutir el caso
de un sistema de dos part́ıculas.

SOLUCION :

Dado que
⇒
p · ⇒p es un escalar,

⇒
p · ⇒p=

⇒
p 0 ·

⇒
p 0, donde pi

0 = (E0c = mc, ~0) son las

componentes contravariantes de
⇒
p en el sistema propio de la part́ıcula (~v = 0).

Luego
⇒
p · ⇒p= m2c2. La expresión 2.21 se obtiene como se indica en el texto.

En el caso de un sistema de dos part́ıculas, tanto
⇒
p 1 como

⇒
p 2 son tetravectores,

aśı como su suma o su diferencia, por lo que serán escalares los productos escalares
entre cualquier combinación de los mismos:

⇒
p 1 ·

⇒
p 1 , ,

⇒
p 1 ·

⇒
p 2 , ,

⇒
p 1 ·(

⇒
p 1 +

⇒
p 2) , , · · ·

Como ejemplo, puede comprobarse que

|| ⇒p 1 +
⇒
p 2 || = || ⇒p 1 ||+ || ⇒p 2 ||+ 2

⇒
p 1 ·

⇒
p 2=

=





(m2
1 + m2

2) c2 + 2 m1m2 γ1γ2(c2 − ~v1 · ~v2)

(E1+E2)2

c2
− (~p1 + ~p2)2

2-4. Una part́ıcula de masa m0 se desintegra en dos part́ıculas de masas m1 y m2. Hallar la enerǵıa
de los productos de la desintegración en el sistema propio de la part́ıcula que se desintegra ¿
Qué condición es necesaria para que esta reacción sea posible?

2-5. Desde un sistema de referencia S, se observan dos part́ıculas: la primera tiene masa en reposo
m1 y velocidad ~v1 y la segunda masa m2 y velocidad ~v2. Hallar:

a) La velocidad ~VCM del sistema de referencia SCM con respecto al cual la cantidad de
movimiento total del conjunto de part́ıculas es nula ( velocidad del centro de momentos).

b) El tetravector cantidad de movimiento en SCM .

c) El ĺımite de ~VCM para v1, v2 ¿ c. Comprobar que esta velocidad tiende a la del centro
de masas no relativista.

d) La velocidad ~VCM en el caso de que las dos part́ıculas sean lumı́nicas con enerǵıas re-
spectivas E1 y E2 en S.

SOLUCION :

Desde el sistema S, la cantidad de movimiento total es

~p = ~p1 + ~p2 = m1 γ1 ~v1 + m2 γ2 ~v2

y la enerǵıa
E = E1 + E2 = (m1 γ1 + m2 γ2) c2
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En el resto del problema se utilizará la notación (‖), para indicar las componentes
paralelas a ~V , y (⊥), para indicar las componentes perpendiculares a dicho vector.

(a) - pi = (Ec , ~p) . Luego, desde el sistema S ′,




E ′
c
p′x
p′y
p′z


 =




γ −γβ 0 0
−γβ γ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1


 ·




E
c
px

py

pz


 ⇒

E ′ = γ (E − V p‖)

p′‖ = γ (−V

c2
E + p‖)

p′⊥ = p⊥

En el sistema del centro de momentos, la cantidad de movimiento se anula, por
lo que, si se toma E ′ = ECM ,

p′‖ = 0 , , p⊥ = 0

Luego ~p‖ = ~p, ~VCM es paralelo a ~p y

~VCM =
c2

E ~p =
m1 γ1 ~v1 + m2 γ2 ~v2

m1 γ1 + m2 γ2
=

M1 ~v1 + M2 ~v2

M1 + M2

donde M1 y M2 son las masas en movimiento de cada una de las part́ıculas.

(b) - De acuerdo con lo anterior, pi
CM = (ECM=E0

c , ~0),

p =
E
c2

VCM

y

ECM = γCM (E − VCM p) =
E

γCM

Luego

pi
CM = (

E
c γCM

, ~0)

(c) -

ĺım
v<<c

M = m ⇒ ĺım
v<<c

~VCM =
m1 ~v1 + m2 ~v2

m1 + m2

(d) -

~v = c~n , , M =
E
c2

⇒ ~VCM = c
E1 ~n1 + E2 ~n2

E1 + E2
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2-6. En una experiencia de laboratorio se hace incidir a una part́ıcula, de masa m1 y con velocidad
~v1, sobre otra en reposo de masa m2. Como resultado de la colisión se forman varias part́ıculas
con una masa total mT > m1 + m2. Hallar la enerǵıa cinética mı́nima que debe poseer la
part́ıcula incidente (umbral de la reacción) para que ésto sea posible. (Sugerencia: hágase uso
de los invariantes del problema 2-3 y considérese como umbral a aquella enerǵıa para la cual
los productos de reacción están en reposo en SCM ).

SOLUCION :

En el sistema del laboratorio S :

Se supone que, en este sistema, la primera part́ıcula incide con la enerǵıa mı́nima
E1min (la cantidad de movimiento correspondiente es ~p1min y la enerǵıa ćınética
Ec1min) sobre la segunda, que está en reposo.

Las componentes del tetravector de la cantidad de movimiento total son

pi = (
E
c
, ~p)

donde

E = E1min + m2 c2 = Ec1min + (m1 + m2) c2

~p = ~p1min

Se hará uso del invariante

⇒
p · ⇒p=

⇒
pCM · ⇒pCM= || ⇒p 1 ||+ || ⇒p 2 ||+ 2

⇒
p 1 ·

⇒
p 2= (m1 + m2)2 c2 + 2 m2 Ec1min (2.122)

En el sistema del centro de masas SCM :

En el umbral de reacción se supone que las part́ıculas creadas están en reposo con
respecto a SCM , luego ECM = mT c2 , , ~pCM = ~0 ⇒

⇒
pCM · ⇒pCM=

E2
CM

c2
= m2

T c2 ⇒

de acuerdo con 2.122,

Ec1min =
m2

T − (m1 + m2)2

2m2
c2 ⇒ mT > m1 + m2

2-7. Obtener las ecuaciones de movimiento no relativista de una part́ıcula en un campo electro-
magnético a partir de las ecuaciones canónicas de Hamilton.

2-8. Demostrar que el hamiltoniano relativista de una part́ıcula cargada en presencia de un campo
electromagnético es

H(~r, ~P, t) = E0

√√√√1 +

(
~P − e ~A(~r, t)

mc

)2

+ eΦ(~r, t)
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donde ~P es el momento conjugado de ~r.

SOLUCION :

Por definición

H(~r, ~P, t) ≡ ~P · ~v − L
y el lagrangiano de una part́ıcula en presencia de un campo electromagnético es
el de la part́ıcula libre −m c2

γp
= −E0

γp
menos la enerǵıa potencial e(Φ− ~v · ~A)

L(~r, ~v, t) = − E0

γp(v)
− eΦ(~r, t) + e~v · ~A(~r, t)

Luego

H = (~P − e ~A(~r, t)) · ~v +
E0

γp(v)
+ eΦ(~r, t)

Hay que eliminar ~v y γp(v) para expresar H en función de (~r, ~P, t).

~P =
∂ L
∂ ~v

= mγp(v)~v + e ~A ⇒ ~v =
~P − e ~A

mγp

multiplicando por γp

c , elevando al cuadrado y despejando γp

γp =

√√√√1 +

(
~P − e ~A

mc

)2

se obtiene la expresión del hamiltoniano expresado en función de las coordenadas
del espacio de las fases.

2-9. En un instante determinado, un sistema de part́ıculas queda definido de la forma:

q1 = e , m1 = me , ~r1 = (0, 0, 0) m , ~v1 = (1, 0, 0)m.s−1

q2 = −e , m2 = 2me , ~r2 = (1, 0, 0) m , ~v2 = (0, 0, 0)m.s−1

q3 = 2e , m3 = 3me , ~r3 = (0, 1, 0) m , ~v3 = (−3, 2, 0)m.s−1

q4 = −2e , m4 = 2me , ~r4 = (1, 1, 0) m , ~v4 = (−1, 0, 0)m.s−1

Calcular:

a) Las densidades de volumen de carga, de masa y de enerǵıa cinética.

b) Las densidades volúmicas de corriente.

c) Las densidades superficiales de carga y corriente (de carga) en z = 0.

d) Los promedios, sobre un cuadrado de un metro de lado y sobre otro de dos metros de
lado, de las magnitudes del apartado anterior.

2-10. Hallar las leyes de transformación para φ2/c2 − ~A2 y c2ρ2 −~j2 y justificar el resultado.
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2-11. Una carga Q0 se halla en reposo en el sistema Sp, el cual se mueve con velocidades v x̂ y v′ x̂′

con respecto a los sistemas S y S ′. Dicha carga se halla uniformemente distribuida en un cubo
de dimensiones ∆xp = ∆yp = ∆zp = a con densidad ρ0.

a) Demostrar que la medida desde los sistemas S y S ′de dicha carga es invariante.

b) Establecer las leyes de transformación entre los volúmenes no propios que las cargas
ocupan en S y S ′y comprobar que estos contienen a la carga Q0.

SOLUCION :

(a) - En la figura 2.4-a se muestra a la carga, en reposo con respecto al sistema
Sp y moviéndose con velocidades v y v′ con respecto a los sistemas S y S ′. En Sp,
la densidad de carga es

ρp(xp) =
{

ρ0 , xp ∈ [0, a]
0 , fuera

1

Desde S’

S’

(b)

x’  (t’)
0

v

v’V

S S’ S

(a)

x   =0 x   =a

(x  )ρ p

p0 p1
x’  (t’)

Figura 2.4:

En el sistema S ′, figura 2.4-b, los extremos de la distribución ocupan las posiciones
x′0(t

′) y x′1(t
′). Aplicando las leyes de transformación de Sp a S ′

xp0 = 0 = γ′p {−βp ct′ + x′0(t
′)}

xp1 = a = γ′p {−βp ct′ + x′1(t
′)}

y restando se concluye que la medida longitudinal de la distribución en S ′ es la
contracción de la medida propia

x′1(t
′)− x′0(t

′) =
a

γ′p
⇒ V ′ =

V0

γ′p
(2.123)

siendo V0 el volumen ocupado por la carga en su sistema propio.

Por otra parte, dado que la densidad de corriente en Sp es nula, porque la carga
está en reposo en ese sistema,
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(
c ρ′

j′x

)
=

(
γp −γpβp

−γpβp γp

)
·
(

c ρ0

0

)
⇒

ρ′(x′) =
{

ρ0 γ′p , x′ ∈ [x′0(t
′), x′1(t

′)]
0 , fuera

(2.124)

j′x(x′) =
{

c ρ0 β′p γ′p = ρ′ v′ , x′ ∈ [x′0(t
′), x′1(t

′)]
0 , fuera

Obsérvese que la densidad de carga medida desde un sistema no propio aparece
dilatada con respecto a la propia.

Luego
Q′ = ρ′ V ′ = ρ0 V0 = Q0

Siguiendo los mismos pasos, se llega a la misma conclusión para el sistema S,
quedando demostrado el apartado (a) del enunciado.

(b) - Tanto V como V ′ son volúmenes no propios correspondientes a V0 (2.123),
por lo que ambos son versiones contráıdas de este último. En consecuencia, la ley
de transformación entre estos volúmenes debe ser

V ′

V
=

γp

γ′p

Por otra parte, las densidades de carga, según 2.124, se dilatan, por lo que su ley
de transformación es

ρ′

ρ
=

γ′p
γp

de lo que resulta que la carga medida en cada uno de los sistemas es Q0.

Puede llegarse a las mismas conclusiones por un camino menos directo:

La medida longitudinal de la distribución se lleva a cabo determinando la posición
que ocupan sus extremos en un instante determinado. En particular, en el sistema
S

∆x = x1(t)− x0(t)

Dichas posiciones corresponden, dada la relatividad de la simultaneidad, a posi-
ciones no simultáneas de dichos extremos en S ′, x′0(t

′
0) y x′1(t

′
1) respectivamente.

Dado que la distribución se mueve con velocidad v′ con respecto a S ′ y que su
medida propia es a,

x′0(t
′
0) = β′p ct′0 = γ (−β ct + x0(t))

x′1(t
′
1) = β′p ct′1 +

a

γ′p
= γ (−β ct + x1(t))
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Dividiendo por γ y restando, se tiene que

∆x = β cδt′ +
a

γγp
, , δt′ = t′1 − t′0

De acuerdo con la ley de transformación temporal y teniendo en cuenta que, en
este caso t1 = t0 = t

ct′ = γ (ct− β x(t)) ⇒ cδt′ = −γβ∆x

y 28

∆x =
a

γγ′p(1 + ββ′p)
=

a

γp

lo que confirma la contracción de las longitudes propias.

Para confirmar la dilatación de la densidad, de acuerdo con 2.124

(
c ρ
jx

)
=

(
γ γβ
γβ γ

)
·
(

c ρ′

j′x

)
=

(
γ γβ
γβ γ

)
·
(

c ρ0 γ′p
c ρ0 γ′pβ′p

)
⇒

ρ = ρ0 γγ′p(1 + ββ′p) = γp ρ0

2-12. Dos láminas metálicas planas, paralelas y muy próximas, son neutras y por ellas circulan
corrientes superficiales, en la dirección del eje x y en sentidos contrarios, cuya magnitud es
J0 [A.m−1] en el sistema S.

a) Calcular las cargas y corrientes medidas desde el sistema S ′.
b) Calcular los campos en función de las cargas y las corrientes, en cada uno de los sistemas

de referencia, y comprobar que cumplen las leyes de transformación.

SOLUCION :

(a) - Las dimensiones transversales de las láminas son invariantes, luego las den-
sidades superficiales de carga ρs y de corriente Js se transforman como las den-
sidades de volumen correspondientes – supuesto un espesor a de las láminas,
Js = jx a y ρs = ρ a –. Luego, puesto que en el sistema S los conductores son
neutros, para la placa superior se tiene que

(
c ρ′s
J ′s

)
=

(
γ −γβ
−γβ γ

)
·
(

0
Js

)
⇒

{
ρ′s = −γβ

c Js

J ′s = γJs

Como se pod́ıa esperar, los conductores no son neutros en S ′. En la cara inferior,
las cargas y las corrientes tendrán el signo contrario.

28Véase la expresión 1.42.
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ẑ 

ẑ 

jx

-j x

jx

x

y

^ 

^ 

(a) (b)

Figura 2.5:

(b) - Los campos pueden calcularse en función de sus fuentes en cada uno de los
sistemas o, una vez realizado el cálculo en el primer sistema, aplicar las leyes de
transformación de los mismos.

En S, el campo magnético en los espacios exteriores es nulo. En el interior se
calcula integrando sobre el camino indicado en la figura 2.5-b

~B = −µ0 Js ẑ

El campo eléctrico es nulo, dado que no hay carga neta.

En S ′,
~E′ = ~E‖︸︷︷︸

=0

+γ ( ~E⊥︸︷︷︸
=0

+~V ∧ ~B) = −γ V B ŷ

~B′ = ~B‖︸︷︷︸
=0

+γ ( ~B − 1
c2

~V ∧ ~E︸ ︷︷ ︸
=0

) = γ ~B

Puede también calcularse ~B′ como se ha calculado ~B. En función de la densidad
superficial de carga

~E′ =
ρ′s
ε0

~ns =
γβ

ε0 c
Js ŷ

2-13. Una carga puntual está situada en el origen de coordenadas. ¿Cómo observará este punto
cargado, un individuo que viaja en la dirección positiva del eje x a una distancia constante
z=a. Comprobar que la carga se conserva.

SOLUCION :

La carga Q puede describirse en S por medio de las densidades

ρ(~r) = Qδ(~r) , , ~j = ~0
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Q
S

S
x

z

^ 

^ 

0 ∆∆ z=   z  =a0

vt

vt
0

Figura 2.6:

Desde el sistema S0, dado que la carga de una part́ıcula es invariante (Q0 = Q) y

ρ0(~r0, t0) = Qδ(~r0 − ~rp0(t0)) , , ~j0(~r0, t0) = −V ρ0(~r0, t0) x̂

donde ~rp0 = (−V t0, 0, −a) es la posición de la carga con respecto al sistema S0.

De otra forma
(

c ρ0

j0x

)
=

(
γ −γβ
−γβ γ

)
·
(

c ρ
0

)
⇒

{
ρ0 = γ ρ
j0x = −γβ cρ = −ρ0 V

Pero es necesario expresar ρ0 en función de las coordenadas ~r0. Para ello se puede
hacer uso del escalar 2.37 que, en este caso, implica

δ(~r)
γp

=
δ(~r0 − ~rp0(t0))

γp0
(2.125)

donde γp = 1 y γp0 = γ, por lo que

ρ0 = Q δ(~r0 − ~rp0(t0))

2-14. Comprobar que el contraste de Coulomb es compatible con las transformaciones de contraste.

2-15. Dado el potencial
⇒
A de componentes

Ai = (0, 3 cosϕ, 0, 2 cos ϕ) , , ϕ = 4t− 2x− y + 3z

a) ¿ Qué tipo de contraste cumple?

b) Calcular las componentes del tensor campo.

SOLUCION :

(
φ

c
, ~A

)
⇒

{
φ = 0
~A = (3, 0, 2) cosϕ
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(a) - Para determinar si se cumple el contraste de Lorenz, se halla

⇒
∇ · ⇒A=

d
⇒
A

dϕ
· ⇒∇ ϕ , ,

∂ Ai

∂ xi
=

dAi

dϕ

∂ ϕ

∂ xi

Dado que el resultado es nulo, este potencial cumple dicho contraste . También
cumplirá el de Coulomb ya que ∂ A0

∂ x0 = 0. En el siguiente problema se compro-
bará que esto último no es válido para todos los sistemas inerciales.

(b) - Los campos se deducen de los potenciales de la forma:

~E = −∂ ~A

∂ t
= −d ~A

dϕ

∂ ϕ

∂ t
= (12, 0, 8) senϕ

~B = ∇∧ ~A = ∇ϕ ∧ d ~A

dϕ
= (2, −13, −3) senϕ

2-16. Para el potencial del problema anterior,

a) HallarA′i(~r′, t′).

b) Comprobar que también cumple el contraste de Lorenz, pero no el de Coulomb.

SOLUCION :




φ′
c

A′x
A′y
A′z


 =




γ −γβ 0 0
−γβ γ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1


 ·




0
3
0
2


 cosϕ =




−3 γβ
3 γ
0
2


 cosϕ ⇒

Una vez transformadas las componentes, amplitudes, del tensor, solo queda por
expresar el punto en que se evaluan en función de las coordenadas en S ′:

ϕ = ϕ′ = 4t− 2x− y + 3z = γ (4− 2β c) t′ + γ (4
β

c
− 2) x′ − y′ + 3z′

Es inmediato comprobar que se sigue cumpliendo el contraste de Lorenz pero que
no se cumple el de Coulomb.

2-17. Una onda monocromática plana tiene un potencial escalar

φ = φ0 cosϕ , , ϕ = ωt− ~k · ~r , , ~k = k~n , , k =
ω

c

a) Hallar las leyes de transformación para la fase ϕ, la frecuencia angular ω , el número de
onda k y el vector unitario de propagación ~n.
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b) La ley de transformación de la frecuencia describe al Efecto Doppler relativista.
Compárese esta ley con la obtenida en el problema 1-12 del caṕıtulo 1 para el efecto
Doppler longitudinal y obténgase la expresión del Efecto Doppler transversal, corre-
spondiente a una dirección de propagación ~n perpendicular al eje x.

SOLUCION :

Con independencia de como se transforme la amplitud,

ϕ = ϕ′ = ω t− ~k · ~r = ω t− k ~n · ~r =
ω

c
(ct− ~n · ~r) =

=
ω

c
ct− kx x− ky y − kz z =

= γ[
ω

c
− β kx]

︸ ︷︷ ︸
=ω′

c

ct′ − γ[
−β ω

c
+ kx]

︸ ︷︷ ︸
=k′x

x′ − ky︸︷︷︸
=k′y

y′ − kz︸︷︷︸
=k′z

z′

De acuerdo con ésto, se puede escribir la fase en función de un Tetravector de onda
⇒
k

ϕ =
⇒
k · ⇒s , ,

⇒
k→ ki = (

ω

c
, ~k) =

ω

c
(1, ~n)

Del carácter vectorial de
⇒
k se deduce que la ley de transformación de la frecuencia

es
ω′ = γ ω(1− β nx)

y que la ley de transformación de la dirección de propagación es la obtenida en el
problema 1-21 para un fotón.

2-18. Demostrar que la ecuación ~B = ∇∧ ~A está incluida en F̃ =
⇒
∇ ∧ ⇒

A.

2-19. Hallar las componentes F i
j de F̃ .

2-20. Comprobar que ~E‖ = ~E′
‖, y que ~B′

⊥ = γ( ~B⊥ − ~V
c2
∧ ~E⊥).

2-21. Demostrar que las transformaciones de los campos pueden ser escritas de las formas:

a)
~E′ = γ ~E + (1− γ)( ~E · V̂ )V̂ + γ~V ∧ ~B

~B′ = γ ~B + (1− γ)( ~B · V̂ )V̂ − γ
~V

c2
∧ ~E
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b)

~E′ =
↔
Π · ~E + c

↔
Λ · ~B

~B′ =
↔
Π · ~B − 1

c

↔
Λ · ~E

donde
↔
Π= γ

↔
I +(1− γ)

~β~β

β2
, ,

↔
Λ= γ

↔
β

(
~β~β

)
αβ

= βαββ , ,
↔
I =




1 0 0
0 1 0
0 0 1


 , ,

↔
β=




0 −βz βy

βz 0 −βx

−βy βx 0




SOLUCION :

~E′ = ~E‖ + γ ~E⊥︸ ︷︷ ︸
(1)

+ γ ~V ∧ ~B︸ ︷︷ ︸
(2)

(a) - Dado que ~E‖ = ( ~E · V̂ ) V̂

(1) = γ ~E + (1− γ ) ~E‖ = γ ~E + (1− γ )( ~E · V̂ ) V̂

De forma análoga se obtiene la ley de transformación para el campo magnético.

(b) -

γ ~E = γ
↔
I · ~E , , ( ~E · V̂ ) V̂ = ~E · (V̂ V̂ ) = ~E ·

~β~β

β2

(2) = c γ ~β ∧ ~B = c γ
↔
β · ~B = c

↔
Λ · ~B

2-22. Probar, aplicando las leyes de transformación de los campos, que I1 = c2B2−E2 e I2 = ( ~E · ~B)2

son invariantes.

2-23. El campo electromagnético en un punto, medido desde el sistema S, es ( ~E , ~B) y tiene por
invariantes a I1 = K > 0 e I2 = 0. Demostrar que el campo eléctrico puede eliminarse desde
un sistema de referencia que se mueva con una velocidad ~V con respecto a S y forme un
ángulo ϕ con ~B. Hallar el valor mı́nimo del ángulo anterior.

2-24. Un observador determina, en una cierta región del espacio, un campo eléctrico estático Ez =
10V ·m−1. ¿ Qué campo electromagnético detectará un observador moviéndose con respecto
al primero en la dirección positiva del eje x, con una velocidad de: a) 10m ·s−1, b) 104 m ·s−1,
c)3 108 m · s−1 ?
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2-25. Un observador determina, en una cierta región del espacio, un campo electromagnético lenta-
mente variable ~E = 20sen(20π t) V · m−1 ẑ , , ~B ' 0, donde t es el tiempo en segundos. ¿
Qué campo electromagnético detectará un observador moviéndose con respecto al primero en
la dirección positiva del eje x, con una velocidad de 108 m · s−1 ?(La condición de variación
lenta es necesaria para que ~B ' 0 ¿ Por qué? ).

2-26. Una onda plana polarizada linealmente viaja en la dirección positiva del eje x. Un observador
determina que los valores de pico de los campos eléctrico y magnético son Ey = 10 V · m−1

y Bz = µ0/12π T . ¿Qué campos determinará un observador viajando a las velocidades de los
problemas anteriores ?

2-27. Un observador en reposo con respecto al sistema S observa los campos estáticos ~E = E ŷ ,con
amplitud de 1V ·m−1, y ~B = B ẑ con amplitud de 1 gauss.

a) ¿ Cuál de los campos puede eliminarse mediante un cambio de sistema de referencia?
¿Qué velocidad , en la dirección positiva del eje x respecto de S, debe de tener un sistema
de referencia S ′, para que ésto ocurra?

b) ¿Existe algún observador que vea los campos ~E y ~B paralelos ? ¿A qué velocidad se mueve
este observador?

2-28. En un sistema de referencia S se tiene un campo eléctrico uniforme y estático E = 10V ·m−1

en la dirección del eje y, y un campo magnético uniforme y estático B = 10−5 T en el plano
z-y, formando un ángulo de 30 grados con el eje y. ¿A qué velocidad respecto a S debe moverse
un observador en la dirección positiva del eje x para ver los dos campos paralelos ?

2-29. A lo largo del eje x de un sistema S, hay una densidad de carga en reposo λ por unidad
de longitud. ¿Qué campo magnético se observa desde un sistema S ′ que se mueve respecto de
S con velocidad uniforme v en la dirección positiva del eje x?

2-30. Demostrar que el campo eléctrico producido por una carga puntual en movimiento uniforme
es:

~E(t) = r̂(t)
e

4πε0r(t)2
1− β2

(1− β2sen2φ(t))3/2

donde ~r es el vector de posición del punto de observación con respecto a la carga, φ es el
ángulo formado por ~r y ~v, y β = v/c.

Comprobar que para v << c, el campo magnético se reduce a:

~B =
µ0

4π

e~v ∧ ~r

r3

SOLUCION :

Sea S ′ el sistema propio de la carga. Dado que en él está en reposo 29, el campo
es culombiano

29El tratamiento de la componente z es idéntico al de la y por lo que se omite en el desarrollo.
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~e ′ ≡ 4πε0

e
~E =

~r ′

r ′3
→





e‖ = ex = x ′
r ′3

e⊥ = ey = y ′
r ′3

Aplicando las leyes de transformación a las componentes paralela y perpendicular

ex = e′x
ey = γ e′y

r
r sen   =   r  +r

rS’

v t

x

S

φ
φ zy

22

x

Figura 2.7:

Solo queda por transformar las coordenadas a las del sistema S y tener en cuenta,
como puede verse en la figura 2.7, que

rx = x− vt , , ry = y

De acuerdo con esto

x′ = γ (x− vt) = γ rx

y′ = y = ry

r′3 = (γ2r2
x + r2

y + r2
z)

3/2 = γ3 r3 (1− r2
y + r2

z

r2
β2)3/2 = γ3 r3 (1− β2 sen2φ)3/2

y, reuniendo a las componentes de ~e

~e = e′xx̂ + γ (e′yx̂ + e′zx̂) = γ
~r

r′3
=

~r (1− β2)
r3 (1− β2 sen2φ)3/2

El resto del problema se deja como ejercicio.

2-31. Demostrar la igualdad
⇒
M= eF̃ · ⇒u .

2-32. Expresar la ecuación ∇∧ ~E = −∂ ~B
∂t en la forma Rijk = 0.
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2-33. Las ondas electromagnéticas planas en el vaćıo cumplen la siguiente relación de estructura:

~B =
1
c

~n ∧ ~E , , ~n · ~E = 0

donde ~n es el vector unitario en la dirección de propagación.

Haciendo uso del tensor densidad de enerǵıa-momento, determı́nense las leyes de transforma-
ción para la densidad de enerǵıa, el módulo del vector de Poynting, la amplitud de los campos
y la dirección de propagación. (Sugerencia: para simplificar, sin pérdida de generalidad, eĺıjase
al eje z en la dirección de ~B)

SOLUCION :

E

E

B

n

z

y

^ 

^ 

x̂ 

E

n

n

α

α

x

y

y

x

Figura 2.8:

La geometŕıa del problema está representada en la figura 2.8, en la que

~n = cos α x̂ + senα ŷ = nx x̂ +
√

1− n2
x ŷ

~E = E (−senα x̂ + cos α ŷ) = E (−
√

1− n2
x x̂ + nx ŷ)

~B = B ẑ

Teniendo en cuenta que ωem = ε0 E2 = 1
µ0

B2 y que E = cB puede eliminarse de
las componentes del tensor enerǵıa-momento a las amplitudes de los campos y
expresarlo como

(
T ij

)
= ωem




1 nx ny 0

nx n2
x nx

√
1− n2

x 0

√
1− n2

x nx

√
1− n2

x 1− n2
x 0

0 0 0 0



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Lo que queda del problema se reduce al cálculo de los T ′ kl = ak
i al

j Tij:

ω′em = T ′ 00 , , S′0 =
√

(T ′ 01)2 + (T ′ 01)2 + (T ′ 01)2 = c ω′em =
1

µ0 c
E2

en particular 30

ω′em = ωem γ2 (1− β nx)2

2-34. En una región del espacio sin carga existe un campo eléctrico ~E = E0cos(ωt− kz)x̂.

a) Demostrar que este campo es solución de las ecuaciones de Maxwell y hallar el campo
magnético.

b) Ignorando un posible campo magnético constante y uniforme, hallar el vector de Poynting.

c) Hacer un balance energético en t=0 para un paraleleṕıpedo 0 < z < a, 0 < x < a,
0 < y < a.

d) Calcular el valor medio de la enerǵıa electromagnética almacenada en dicho volumen y
del flujo a través de su superficie.

2-35. Para el campo del problema anterior hallar cómo se transforma la amplitud, la frecuencia,
el número de onda y la dirección de propagación para observadores que se muevan a una
velocidad V:

a) ~V = V x̂

b) ~V = V ẑ

Comprobar también el carácter invariante de I1 e I2.

2-36. Sobre una superficie contenida en el plano xy, cuya normal es ~n = ẑ, existe un campo eléctrico
~E. Calcular a través del tensor eléctrico de Maxwell, la presión ejercida sobre dicha superficie
en los casos siguientes:

a) ~E = ŷE

b) ~E = ẑE

c) ~E = 1√
2
(x̂ + ŷ)E

2-37. Calcúlese la fuerza ejercida sobre una carga +q, situada en el punto (a/2, 0, 0), por otra -q
situada en (-a/2, 0, 0). Con este objetivo, constrúyase una superficie cerrada, formada por el
plano infinito x = 0 y una semiesfera de radio infinito, que encierra toda la carga -q e intégrese
sobre ella la fuerza superficial correspondiente al tensor eléctrico de Maxwell. Repetir el cálculo
si ambas cargas son positivas.

30Véase la sección 4.4.1.1.
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2-38. Hallar la fuerza que un campo uniforme y estático ~E = E0 ẑ ejerce sobre una carga puntual.
Hágase uso del tensor de Maxwell.

SOLUCION :

Para calcular la fuerza sobre la carga puntual, hay que incluirla en un volumen,
por ejemplo, en una esfera de radio a cuya normal es ~n = r̂, como se muestra en
la figura 2.9. El campo en la superficie es la suma del campo externo y del radial
que produce la carga

0

fs

ẑ 

ẑ 

r̂  E  =E0r

/2θ

/2θ

a

θd
n

E

E  =E0

Figura 2.9:

~E = ~E0 + ~Er = E0 ẑ +
q

4πε0 a2
r̂

.

El problema puede simplificarse tomando para el radio de la esfera el valor a =√
q

4πε0 E0
, con lo que

~E = E0 (ẑ + r̂)

Al ser los dos sumandos iguales en módulo, el campo eléctrico total tiene la
dirección bisectriz de las de los dos primeros. A su vez, esta última es bisectriz
entre las direcciones de la normal a la superficie y la fuerza superficial, con lo que
~fs = fs ẑ. Por otra parte

fs = ωe =
1
2

ε0 E2 = ε0 E2
0 (1 + cos θ)
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De acuerdo con la simetŕıa del problema, la integración de la fuerza superficial
puede hacerse por franjas, como se indica en la figura

~Fq =
∮

S

~fs ds = ẑ
1
2

qE0

∫ π

θ=0
(1 + cos θ) sen θ dθ = qE0 ẑ

2.8. Ejemplos con Mathematica

En los ejemplos que siguen, las componentes contravariantes se indican con una N y las covari-
antes con una V . Las transformaciones directas se denotan con una D.

Uso de versiones anteriores a la 3,0 :

Si la versión disponible de Mathematica es anterior a la versión 3.0,deberán llevarse a cabo las
modificaciones propuestas en el caṕıtulo anterior además de las siguientes:

4∑

i=1

F [[i]] → Sum[F[[i]], {i,1,4}]

∂x f [x] → D[f [x], x]

donde la variable x puede ser, por ejemplo, la componente contravariante vecN [[i]] de un vector y
la función f la componente doblemente contravariante tenNN [[i, j]] de un tensor.

2.8.1. Comienzo de la sesión

Remove[”Global‘ ∗ ”] (M.2.1)

2.8.2. Subida y bajada de ı́ndices

La matriz de las funciones métricas (gij = gij) es:

gm = {{1,0,0,0}, {0,−1,0,0}, {0,0,−1,0}, {0,0,0,−1}}; (M.2.2)

Se define una función suba para subir o bajar los ı́ndices de un vector o un tensor de segundo
orden:

- El primer argumento (ten) de la función suba representa a la matriz de las componentes del
tensor. El segundo argumento representa a los ı́ndices cuya posición quiere cambiarse.

* En el caso de un vector, al argumento del ı́ndice debe dársele el valor in = 1.
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* Para operar sobre el primer ı́ndice de un tensor, in = 1, para hacerlo sobre el segundo, in = 2
y para hacerlo sobre ambos, in = 12.

suba[ten , in ] := Which[Dimensions[ten] == {4}, gm.ten,

Dimensions[ten] 6= {4,4}, Print[”Revise el tensor”], in == 1, gm.ten,

in == 2, ten.gm, in == 12, gm.ten.gm, True,Print[”Revise los indices”]];

(M.2.3)

La función anterior puede probarse, por ejemplo, con las listas siguientes:

m3 = {1,1,1}; m4 = {1,1,1,1};

m43 = {{1,1,1,1}, {1,1,1}, {1,1,1,1}, {1,1,1,1}};

m44 = {{1,1,1,1}, {1,1,1,1}, {1,1,1,1}, {1,1,1,1}};

(M.2.4)

MatrixForm[suba[m4,1]] (M.2.5)

Obsérvese como se modifican los signos de las componentes al subir o bajar cada uno de los
ı́ndices de m4 y m44.

2.8.3. Transformación de Lorentz

Definición de la transformación directa para las componentes contravariantes de un vector o un
tensor de segundo orden:

a00 = γ; a01 = −β γ; a11 = a00; a10 = a01; (M.2.6)

aND = {{a00,a01,0,0}, {a10,a11,0,0}, {0,0,1,0}, {0,0,0,1}}; (M.2.7)

tlND[ten ] := Which[Dimensions[ten] == {4}, aND.ten,

Dimensions[ten] == {4,4}, aND.ten.aND, True, Print[”Revise el tensor”]];
(M.2.8)

Pueden utilizarse m4 y m44 para probar la transformación

MatrixForm[tlND[m4]] (M.2.9)

MatrixForm[tlND[m44]] (M.2.10)
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2.8.4. Operadores tetradimensionales

2.8.4.1. Operadores para funciones con dependencia expĺıcita

Antes de definir los operadores, se definen distintas funciones sobre las que operar con éstos:

Las matrices de las componentes covariantes y contravariantes del vector de posición
⇒
s

sN = {ct,x,y, z} (M.2.11)

sV = suba[sN,1] (M.2.12)

Funciones de las coordenadas, de tipo escalar y tensorial de segundo orden

esca = sN · sV;

tenNN = Outer[Times, sN, sN];
(M.2.13)

MatrixForm[tenNN] (M.2.14)

Gradiente :

Matriz de las componentes covariantes del gradiente ∂ f
∂ xi

gradV[esc ] := Table[∂sN[[i]]esc, {i,4}] (M.2.15)

La correspondiente a las componentes contravariantes ∂ f
∂ xi

= ∂ f
∂ xi

∂ xi

∂ xi

gradN[esc ] := suba[gradV[esc],1] (M.2.16)

gradN[esca] (M.2.17)

gradV[esca] (M.2.18)

Divergencia :

Opera sobre las componentes contravariantes de un vector ∂ veci

∂ xi o sobre las doblemente con-
travariantes de un tensor ∂ tenij

∂ xi :
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divN[tenN ] := Which
[
Dimensions[tenN] == {4}, ∑4

i=1 ∂sN[[i]]tenN[[i]],

Dimensions[ten] == {4,4}, Table
[∑4

i=1 ∂sN[[i]]tenN[[i, j]], {j,4}],
True, Print[”Error”]

]
(M.2.19)

divN[sN] (M.2.20)

divN[tenNN] (M.2.21)

Rotacional :

Componentes doblemente covariantes del rotacional de un vector (opera sobre las componentes
covariantes del mismo: ∂ veci

∂ xj − ∂ vecj

∂ xi ).

rotVV[vecV ] := Table[∂sN[[i]]vecV[[j]]−
∂sN[[j]]vecV[[i]], {i,4}, {j,4}] (M.2.22)

rotVV[sV] (M.2.23)

2.8.4.2. Operadores para funciones sin dependencia expĺıcita

Funciones escalares, vectoriales y tensoriales cuya dependencia de las coordenadas no se especi-
fica:

escne = f ;

vecVne = {v0,−v1,−v2,−v3};

vecNne = {v0,v1,v2,v3};

tenNNne =

{{t00, t01, t02, t03}, {t10, t11, t12, t13}, t20, t21, t22, t23}, {t30, t31, t32, t33}};
(M.2.24)

Para operar sobre estas funciones es necesario indicar que el operando depende de la variable
con respecto a la cual se deriva, por ejemplo, ∂ f(xi)

∂ xi

Gradiente :
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gradVne[esc ] := Table[∂sN[[i]]esc[sN[[i]]], {i,4}] (M.2.25)

gradNne[esc ] := suba[gradVne[esc],1] (M.2.26)

gradNne[escne] (M.2.27)

gradVne[escne] (M.2.28)

En el resultado de las ordenes anteriores, f ′[x] debe interpretarse como ∂ f(x,··· )
∂ x .

Divergencia :

divNne[tenN ] := Which
[
Dimensions[tenN] == {4}, ∑4

i=1 ∂sN[[i]]tenN[[i]][sN[[i]]],

Dimensions[ten] == {4,4}, Table
[∑4

i=1 ∂sN[[i]]tenN[[i, j]][sN[[i]]], {j,4}],
True, Print[”Error”]

]
(M.2.29)

divNne[vecNne] (M.2.30)

divNne[tenNNne] (M.2.31)

Rotacional :

rotVVne[vecV ] := Table[∂sN[[i]]vecV[[j]][sN[[i]]]−
∂sN[[j]]vecV[[i]][sN[[j]]], {i,4}, {j,4}] (M.2.32)

rotVVne[vecVne] (M.2.33)

Magnitudes electromagnéticas :

Se puede experimentar con estos operadores aplicándolos a las funciones definidas previamente
o aplicándolos a las magnitudes electromagnéticas:

Potencial :

Componentes contravariantes
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AN =
{φ

c
,Ax,Ay,Az

}
(M.2.34)

AV = suba[AN,1] (M.2.35)

Condición de Lorenz

cLorenz = divN[AN] == 0 (M.2.36)

Componentes FV V de tensor campo

MatrixForm[rotVV[AV]] (M.2.37)

Densidad de carga-corriente :

Componentes contravariantes

jN = {cρ, jx, jy,yz} (M.2.38)

Ecuación de continuidad de la carga

ccarga = divN[jN] == 0 (M.2.39)

jV = suba[jN,1] (M.2.40)

Campo :

Matriz de las componentes doblemente covariantes del campo

FVV =
{{

0, Ex
c , Ey

c , Ez
c

}
,
{− Ex

c ,0,−Bz,By
}
,

{− Ey
c ,Bz,0,−Bx

}
,
{− Ez

c ,−By,Bx,0
}}

;
(M.2.41)

MatrixForm[FVV] (M.2.42)

Matriz de las componentes contravariantes-covariantes

FNV = suba[FVV,1]; (M.2.43)

MatrixForm[FNV] (M.2.44)
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Matriz de las componentes doblemente contravariantes

FNN = suba[FVV,12]; (M.2.45)

MatrixForm[FNN] (M.2.46)

Transformación de las componentes contravariantes

FNNpr = tlND[FNN] (M.2.47)

Transformación de las componentes paralelas

Expr = Simplify
[
c FNNpr[[2,1]]/.γ2 → 1

1− β2

]
(M.2.48)

Bxpr = Simplify
[
FNNpr[[4,3]]/.γ2 → 1

1− β2

]
(M.2.49)

Bxpr = Simplify
[
FNNpr[[4,3]]/.γ2 → 1

1− β2

]
(M.2.50)

Transformación de las componentes perpendicaulares

Eypr = Simplify
[
c FNNpr[[3,1]]/.γ2 → 1

1− β2

]
(M.2.51)

Bypr = Simplify
[
FNNpr[[2,4]]/.γ2 → 1

1− β2

]
(M.2.52)

2.8.5. Invariantes del campo

Primer invariante

I1a =
4∑

i=1

4∑

j=1

FNN[[i, j]],FVV[[i, j]] (M.2.53)

En el resultado de la orden anterior aparecen términos 2 Bx2 etc.. Para expresar el invariante
en la forma en que lo está en el texto

I1 = Simplify
[
I1a
2 /.{Bx2 → B2 −By2 −Bz2,Ex2 → E2 −Ey2 −Ez2}] (M.2.54)
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Segundo invariante

I2a =
∑4

i=1

∑4
j=1

∑4
k=1

∑4
l=1 FVV[[i, j]] FNN[[j,k]] FVV[[k, l]]

FNN[[l, i]]
(M.2.55)

Observando los resultados y procediendo de forma análoga a la del caso anterior

I2b = Simplify
[
I2a− I1a2

2
]

(M.2.56)

I2 =
c2 I2b

4
/.(Ex Bx + Ey By + Ez Bz)− > vecE · vecB (M.2.57)

2.8.6. Tensor enerǵıa-momento del campo

t00 = wem; t01 = t10 = Sx
c ; t02 = t20 = Sy

c ; t03 = t30 = Sz
c ;

t11 = −max11; t12 = t21 = −max12; t13 = t31 = −max13;

t22 = −max22; t23 = t32 = −max23; t33 = −max33;

(M.2.58)

enmomNN = {{t00, t01, t02, t03}, {t10, t11, t12, t13},
{t20, t21, t22, t23}, {t30, t31, t32, t33}}; (M.2.59)

MatrixForm[enmomNN] (M.2.60)

Densidad de enerǵıa

ωem0 = enmomNN[[1,1]] (M.2.61)

Vector de Poynting

vecS0 = c enmomNN[[Range[1],Range[2,4]]]; (M.2.62)

MatrixForm[vpoin] (M.2.63)

Tensor de Maxwell

M0 = −enmomNN[[Range[2,4],Range[2,4]]]; (M.2.64)
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MatrixForm[tmax] (M.2.65)

Ejercicio : Hallar los invariantes de este tensor.

Ejercicio : Hallar la ley de transformación para la densidad de enerǵıa transportada en el vaćıo
por una onda plana y homogénea.



Caṕıtulo 3

Medios macroscópicos

3.1. Introducción

En la tercera parte del primer tomo se vió como era posible escribir diferentes versiones de
las ecuaciones macroscópicas de Maxwell. Aqúı se recuerda lo expuesto en aquel lugar, se amplian
algunas de las cuestiones alĺı tratadas y se expresan dichas ecuaciones en forma tensorial.

3.2. Ecuaciones macroscópicas de Maxwell

En primer lugar se propońıa una versión de estas ecuaciones en la cual ~E y ~B son los campos
macroscópicos, promedio de los microscópicos, y ρT y ~T los promedios macroscópicos de las densi-
dades microscópicas totales de carga y corriente o, al menos, de aquellas que eran significativas en
la producción de dichos campos.

∇ · ~E =
ρT

ε0
(3.1a)

∇ · ~B = 0 (3.1b)

∇∧ ~E = −∂ ~B

∂t
(3.1c)

∇∧ ~B = µ0 ~T + µ0 ε0
∂ ~E

∂ t
(3.1d)

Aunque los campos se anotan de la misma forma que en 2.83, ésto no debe prestarse a confusión
puesto que unas y otras ecuaciones se aplicarán en contextos distintos.

115
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La aplicación de la divergencia a 3.1d y el uso de 3.1a conduce a la ecuación de continuidad de
las cargas totales ρT

∇ · ~T +
∂ ρT

∂ t
= 0 (3.2)

Cuando los medios son polarizables a nivel molecular, resulta conveniente utilizar la versión
más conocida de estas ecuaciones, en la que las cargas y corrientes totales se desglosan en términos
asociados a la conducción y a la polarización.

Las densidades macroscópicas resultantes son 1

ρT = ρ + ρp , , ~T = ~ + ~n = ~ + ~P + ~M (3.3)

donde

ρ = densidad de carga de conducción (3.4)
ρp = densidad de carga de polarización
~ = densidad de corriente de conducción

~n = densidad de corriente de polarización
~P = densidad de corriente de polarización eléctrica
~M = densidad de corriente de polarización magnética

(3.5)

Cuyas expresiones, en función de las densidades de polarización eléctrica ~P y magnética ~M , son

ρp = −∇ · ~P (3.6a)

~P =
∂ ~P

∂ t
, , ~M = ∇∧ ~M (3.6b)

La nueva versión de las ecuaciones de Maxwell se obtiene directamente de la anterior 3.1 sin
más que sustituir en ella ρT y ~T en función de ~P y ~M . Sin embargo, presenta una mayor simetŕıa
si en vez de expresarla en función de las densidades de momento dipolar se expresa en función del
Desplazamiento eléctrico ~D y de la Intensidad magnética ~H 2 definidos por las ecuaciones

1Véase el tomo I, parte III.
2Es necesario poner de manifiesto que la aparente simetŕıa de las ecuaciones se logra mediante la definición de dos

campos de carácter h́ıbrido, ~D y ~H, en los que se combinan magnitudes que son f́ısicamente muy heterogéneas. Uno de
los sumandos representa al campo electromagnético ( ~E, ~B) y el otro al estado de polarización del medio ( ~P , ~M). En
este mismo sentido, la expresión ~B = µ0( ~H + ~M), que sugiere la analoǵıa de ~D con ~B y ~E con ~H, de ah́ı el calificativo
de intensidad que se le asigna a este último campo, es realmente engañosa.Desde este punto de vista, las siguientes
definiciones aparecen como artificiosas y, aunque han sido consagradas por la costumbre, su principal virtud reside en
prestar una apariencia de simetŕıa a las leyes del campo electromagnético.
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~D ≡ ε0
~E + ~P (3.7a)

~H ≡
~B

µ0
− ~M (3.7b)

De acuerdo con ésto, las ecuaciones de Maxwell toman la forma

∇ · ~D = ρ (3.8a)

∇ · ~B = 0 (3.8b)

∇∧ ~E = −∂ ~B

∂t
(3.8c)

∇∧ ~H = ~ +
∂ ~D

∂t
(3.8d)

En este caso, la aplicación de la divergencia a 3.8d y el uso de 3.8a conduce a la ecuación de
continuidad

∇ · ~ +
∂ ρ

∂ t
= 0 (3.9)

La resolución del problema electromagnético requiere el conocimiento de las relaciones
macroscópicas que ligan a ~, ~P y ~M con los campos ~E y ~B 3. Las ecuaciones del movimiento
constituyen el punto de partida para la búsqueda de estas relaciones o ecuaciones constitutivas del
medio. Aunque, en general, éstas son integro-diferenciales y no lineales, aqúı solo se considerarán
aquellas que pueden aproximarse linealmente, caso que, por otra parte, es el más importante desde
el punto de vista práctico.

3.2.1. Expresión tensorial de las ecuaciones macroscópicas

El promedio de las magnitudes microscópicas, realizado de la forma simple expuesta en el
primer tomo o como por medio de la función de distribución sobre el espacio de las fases
([Landau y Lifchitz FT]), conserva el carácter tensorial de las magnitudes promediadas. Esto per-
mite expresar las ecuaciones macroscópicas de Maxwell en forma manifiestamente invariante:

3ρ está ligado a ~ mediante 3.9.
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Las ecuaciones 3.8b y 3.8c son análogas a las correspondientes microscópicas, por lo que su
expresión tensorial coincide con 2.80

∂F ij

∂xk
+

∂F ki

∂xj
+

∂F jk

∂xi
= 0 (3.10)

En cuanto a las otras dos ecuaciones macroscópicas 3.1a y 3.1d, de la primera versión, toman la
misma forma que sus homólogas microscópicas 2.82

1
µ0

⇒
∇ · F̃ =

⇒
j T (3.11)

Desglosando las cargas y corrientes totales en sus términos de conducción y polarización, 3.8a y
3.8d pueden escribirse de forma análoga a la anterior. Efectivamente

⇒
j T =

⇒
j +

⇒
j p→





ji = (cρ, ~)

ji
p = (cρp, ~P + ~M )

(3.12)

donde
⇒
j es el tetravector densidad de carga-corriente de conducción y

⇒
j p el de polarización Este

último, de acuerdo con 3.3 y 3.6, puede expresarse de la forma

⇒
j p=

⇒
∇ · Π̃ (3.13)

donde Π̃ es el tensor de las polarizaciones4

Π̃ → (Πij) ≡




0 , −c Px , −c Py , −c Pz

c Px , 0 , −Mz , My

c Py , Mz , 0 , −Mx

c Pz , −My , Mx , 0




(3.14)

Esto permite definir a un tensor G̃ que engloba a los campos ~D y ~H 5

G̃ ≡ F̃

µ0
− Π̃ → (Gij) =




0 , c Dx , c Dy , cDz

−cDx , 0 , −Hz , Hy

−cDy , Hz , 0 , −Hx

−cDz , −Hy , Hx , 0




(3.15)

4Problema 3-3
5Sommerfeld denomina a ~E y ~B .entidades de intensidadτ a ~D y ~H .entidades de cantidad”. eF seŕıa el tensor de

campo y eG el de excitación.
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y escribir la ecuación 3.11 como

⇒
∇ · G̃ =

⇒
j (3.16)

Este es el punto de partida de la Electrodinámica de los medios en movimiento. Para más detalles,
véase [Kong] y la sección C.3.

3.2.2. Teoremas de conservación

Las ecuaciones de continuidad, o conservación, de la enerǵıa y de la cantidad de movimiento
electromagnéticas, pueden expresarse de diversas formas. A pesar de que su interpretación es menos
directa que la de las correspondientes microscópicas, desarrolladas en 2.6, son de gran utilidad
incluso entendidas como un mero balance entre términos de igual dimensión. A continuación se
consideran las versiones más utilizadas, las cuales se deducen directamente de la segunda versión de
las ecuaciones de Maxwell 3.8. Una interpretación precisa de los distintos términos que intervienen
en estos balances requiere un análisis de los modelos utilizados para caracterizar a cada medio
concreto 6.

El teorema de Poynting se deduce fácilmente 7 mediante la eliminación de ~, en función de los
campos, del producto ~ · ~E:

~ · ~E︸︷︷︸
(a)

+ ~E · ∂ ~D

∂ t
+ ~H · ∂ ~B

∂ t︸ ︷︷ ︸
(b)

+∇ · ~S︸ ︷︷ ︸
(c)

= 0 (3.17a)

∫

V
~ · ~E dv +

∫

V
( ~E · ∂ ~D

∂ t
+ ~H · ∂ ~B

∂ t
) dv +

∮

S
~S · d~s = 0 (3.17b)

Este teorema macroscópico es formalmente análogo al microscópico pero, en cierto sentido, es
muy distinto: ρ y ~ son las densidades de carga y corriente de conducción y en ~D y ~H se mezclan
los campos electromagnéticos macroscópicos ~E y ~B con los de polarización ~P y ~M . Sin pretender
asignar a cada término una interpretación precisa, puede decirse que (a) es una densidad de potencia
asociada al transporte macroscópico de las cargas de conducción en el punto de evaluación de 3.17a,
(b) la densidad de potencia que hay que suministrar al campo y al medio para que ~D vaŕıe con la
velocidad ∂ ~D

∂ t y ~B vaŕıe con la velocidad ∂ ~B
∂ t y (c) está relacionado con un flujo de potencia hacia

el exterior del entorno del punto.

~S ≡ ~E ∧ ~H (3.18)

recibe el nombre de Vector de Poynting macroscópico.
6En C.4 puede encontrarse una discusión más detallada del teorema de Poynting.
7problema 3-6.
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Teorema de Poynting para medios lineales no dispersivos :

Si los medios son lineales y no dispersivos 8, el teorema de Poynting puede expresarse de la forma

~ · ~E +
∂ ωem

∂ t
+∇ · ~S = 0 (3.19)

donde

ωem = ωe + ωm →




ωe = 1
2 εE2

ωm = 1
2 µH2

(3.20)

śı puede interpretarse como una densidad de enerǵıa electromagnética del medio, es decir, asociada
a los campos ~E y ~B macroscópicos y a la polarización del medio.

En forma integral ∫

V
~ · ~E dv

︸ ︷︷ ︸
(a)

+
d

d t

∫

V
ωem dv

︸ ︷︷ ︸
(b)

+
∮

S
~S · d~s

︸ ︷︷ ︸
(c)

= 0 (3.21)

el término (a) representaŕıa al trabajo que el campo macroscópico realiza sobre las cargas de con-
ducción, el (b) la variación por unidad de tiempo de la enerǵıa electromagnética almacenada en el
volumen V y el (c), el flujo del vector de Poynting a través de la superficie S, a la enerǵıa que por
unidad de tiempo se transvasa al exterior de V.

Conservación de la cantidad de movimiento en medios lineales no dispersivos y ho-
mogéneos :

De forma análoga, la ecuación de continuidad de la cantidad de movimiento puede obtenerse
eliminando ρ y ~ de ρ ~E + ~ ∧ ~B 9 (En lo que sigue se supone que los medios son lineales y no
dispersivos)

∂ ~g

∂ t
−∇· ↔M= −(ρ ~E + ~ ∧ ~B) (3.22)

d

d t

∫

V
~g dv −

∮

S
~n· ↔M ds = −

∫

V
(ρ ~E + ~ ∧ ~B) dv (3.23)

En este caso, ρ ~E + ~ ∧ ~B es la potencia que los campos macroscópicos transmiten a las cargas
de conducción contenidas en la unidad de volumen,

~g ≡ ε ~E ∧ ~B (3.24)

tiene dimensión de densidad de cantidad de movimiento y en parte es atribuible a los campos
macroscópicos electromagnéticos y en parte a la polarización del medio, mientras que

8Véase la sección C.4.2.
9problema 3-7.
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↔
M=

↔
M e +

↔
Mm , ,





Mαβ
e ≡ εEαEβ − 1

2 ε δα
β ( ~E · ~E)

Mαβ
m ≡ 1

µ BαBβ − 1
2

1
µ δα

β ( ~B · ~B)
(3.25)

es el tensor de esfuerzos de Maxwell para el medio y en él, como en ~g se incluyen términos asociados
a los campos electromagnéticos y a la polarización del medio.

3.2.2.1. Interpretación del tensor de Maxwell para campos estáticos

Ya se ha visto en el caṕıtulo 2 que en el marco relativista el tensor de maxwell no tiene tal
carácter tensorial pero, dentro de la aproximación galileana, śı puede considerarse como un tensor
tridimensional. Cuando los campos son estáticos

↔
M se interpreta como un tensor de esfuerzos, de

modo análogo a la interpretación que de (− ↔
T ) se hace en elasticidad. En este caso, la fuerza

electromagnética total aplicada a V ( expresión 3.22) puede calcularse de las formas

~Fem =
∫

V
~fem dv =

∮

S
~fs ds (3.26)

donde
~fem ≡ ρ ~E + ~ ∧ ~B , , ~fs = ~n· ↔M (3.27)

~n es la normal hacia afuera de la superficie de integración y ~fem es la densidad de fuerza de
Lorentz. La fuerza total que el campo electromagnético estático ejerce sobre el conjunto de las
part́ıculas encerradas en V puede calcularse integrando la fuerza ~fem dv ejercida sobre cada elemento
de volumen o la ”~fs ds.ejercida sobre cada elemento de superficie (el entrecomillado indica que la
fuerza superficial solo puede integrarse sobre la superficie cerrada S y que, como se desprende de lo
visto en el caṕıtulo 2, queda indeterminada por un vector de divergencia nula).

Dado que en la definición del tensor de maxwell se contempla la contribución de dos sumandos,
el eléctrico y el magnético, para estudiar sus caracteŕısticas fundamentales basta con analizar una
sola de las contribuciones, por ejemplo, la eléctrica. Suponiendo un medio lineal

Mαβ
e ≡ εEαEβ − δα

β ωe (3.28)

En notación diádica, el tensor puede escribirse de la forma

↔
M e= ε ~E ~E − ωe

↔
I (3.29)

donde
↔
I es el tensor tridimensional unitario y

(
~E ~E

)
= (EαEβ). La fuerza superficial es pues,

~fs = ~n· ↔M e= ε (~n · ~E) ~E − ωe ~n

En la figura 3.1 se muestra al campo eléctrico descompuesto en la dirección normal a la superficie
~n y en la tangencial ~τ . En función de sus componentes en estas direcciones
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V

S

n

E

fs

θ θ

τ

Figura 3.1: Geometŕıa general de la fuerza superficial

~E = E (cos θ ~n + sen θ ~τ)

y

~fs = ωe (cos 2θ ~n + sen 2θ ~τ) , , fs = ωe

por lo que el campo eléctrico es la bisectriz entre la normal a la superficie y la fuerza superficial.
En la figura 3.2 se muestran los casos más caracteŕısticos:

(a) - Si la superficie ficticia de integración S se hace coincidir con la de un conductor, el campo
eléctrico será normal (hacia afuera si las cargas superficiales son positivas y hacia adentro en caso
contrario) y la fuerza superficial coincide con la real; es una tensión que tiende a arrancar las cargas
de la superficie.

(b) - Cuando el campo eléctrico forma un ángulo de 45o con respecto a la normal, la fuerza es
de cizalladura.

(c) - Si el campo es tangencial la fuerza es de presión.

Conviene puntualizar que, desde el punto de vista práctico, si se desea utilizar al tensor de
Maxwell para calcular la fuerza sobre un determinado conjunto de cargas, el volumen V y la superficie
S pueden tomarse como arbitrarios, pero deben contener a todas y cada una de dichas cargas y a
ninguna otra. En cada problema concreto, una elección juiciosa de la superficie de intregración que
tenga en cuenta las posibles simetŕıas puede facilitar la solución del mismo.

3.2.3. Condiciones de continuidad

El proceso de promedio seguido para la obtención de las ecuaciones macroscópicas permite mod-
elar a los medios como continuos a nivel submacroscroscópico, pero es muy común la existencia de



3.2. ECUACIONES MACROSCÓPICAS DE MAXWELL 123

n

E E
fs

n n

Efs

fsE

(a) (b) (c)

Figura 3.2: Tensión (a), cizalladura (b) y presión (c)

interfacies en las que se pasa bruscamente de un medio a otro distinto por lo que a nivel macroscópi-
co suele ser conveniente representarlas como discontinuas. Es importante establecer unas reglas de
conexión, o continuidad, entre los campos a ambos lados de una interfaz . Esto es posible siempre
que, como suele ocurrir en la mayor parte de los problemas prácticos, se de una serie de condiciones.
La primera es que la interfaz pueda ser representada por una superficie suave SI

10.

Las demás condiciones se describen con ayuda de la figura 3.3. Esta representa a un volu-
men macroscópico constituido por un prisma ciĺındrico ( caja de pastillas) cuyas bases son planas,
paralelas y equidistantes a SI y de un área ∆S lo bastante pequeña como para que la sección corre-
spondiente de SI , sombreada en la figura, pueda considerarse como plana. La altura del cilindro es h
y se supone que, manteniéndose en el dominio macroscópico, puede tomarse tan pequeña como sea
necesario para hacerla despreciable frente a la dimensión transversal de la caja (∆S)1/2. El vector
normal a SI , en la dirección hacia afuera del medio (1), es ~n1 y ~n2 = −~n1 es el vector normal en
el sentido hacia afuera del medio (2). Los campos sobre la superficie, en cada uno de los medios,
son ~a1 y ~a2. La variación espacial de los campos se supone suave, salvo en las inmediaciones de la
interfaz donde éstos vaŕıan de forma continua pero brusca. En las superficies superior e inferior de la
caja, dichos campos pueden aproximarse como uniformes y sus derivadas temporales tomarse como
finitas en todo el volumen. En cuanto a las densidades de carga y corriente ρ y ~ se suponen finitas
salvo en SI , donde deben ser representadas por densidades superficiales finitas ρs y ~s. Al igual que
los campos, se considera que estas magnitudes vaŕıan lentamente de forma que en la parte superior
de la caja, en la inferior o en SI , según el caso, pueden tomarse como uniformes.

Las ecuaciones 3.8 y 3.9 pueden ser expresadas en forma integral haciendo uso del teorema de
Gauss

∫

V
∇ · ~a dv =

∮

S
~a · ~n ds (3.30)

, el de Stokes, o la consecuencia del primero

10Este no es el caso de un cristal esmerilado, con respecto a la radiación visible, puesto que la rugosidad del mismo
es comparable con la longitud de onda del campo.
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base superior

n
a

superficie lateral

base inferior

S∆

2

n

a1

2

1

h/2

h/2

Medio  1

Medio  2

ρ ,  js s

S I

Figura 3.3: Condiciones de continuidad

∫

V
∇∧ ~a dv =

∮

S
~n ∧ ~a ds (3.31)

donde V es el volumen de integración, S la superficie que lo envuelve y ~n la normal hacia afuera del
volumen en cuestión.

Aunque estos teoremas solo son válidos cuando se aplican a regiones continuas, las precisiones
apuntadas al principio permiten integrar sobre el volumen de la caja y considerar a la interfaz como
matemáticamente continua.

Escribiendo ∇ · ~a = ξ y a la densidad superficial correspondiente como ξs, la aplicación de 3.30
a la caja puede expresarse de la forma

∫

V
∇ · ~a dv =

∮

bases+lateral
~a · ~n ds

Si se hace a h lo suficientemente pequeña, la contribución de la superficie lateral y la de los
volúmenes superior e inferior son despreciables, por lo que quedan solo las contribuciones de las
bases y la de la sección ∆S de SI .

~n1 · (~a2 − ~a1)∆S = ξs ∆S ⇒ ~n1 · (~a2 − ~a1) = ξs (3.32)

De forma análoga, partiendo de 3.31 y anotando la densidad superficial del rotacional como ~ηs,
se tiene que

~n1 ∧ (~a2 − ~a1) = ~ηs (3.33)

De acuerdo con 3.32, 3.8a, 3.8b y 3.9, las condiciones de frontera para las componentes normales
son
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~n1 · ( ~D2 − ~D1) = ρs (3.34a)

~n1 · ( ~B2 − ~B1) = 0 (3.34b)

~n1 · (~2 − ~1) = −∂ ρs

∂ t
(3.34c)

La componente normal de ~D es discontinua si ρs 6= 0, la de ~B es incondicionalmente continua y
la de ~ es discontinua si ∂ ρs

∂ t 6= 0.

Por lo que respecta a las condiciones sobre las componentes tangenciales, es necesario tener en
cuenta que, mientras que la carga superficial se acumula en capas de dimensión microscópica en
la superficie de los conductores, por lo que es ineludible la previsión de posibles ρs 6= 0 a escala
macroscópica, las derivadas temporales de los campos son finitas en las interfacies y no contribuyen
con términos superficiales. Tampoco es necesario considerar la posible existencia de densidades
superficiales de corriente de conducción, salvo que uno de los medios se aproxime como conductor
ideal (σ →∞). Dichas condiciones se deducen de 3.33, 3.8c y 3.8d

~n1 ∧ ( ~E2 − ~E1) = 0 (3.35a)

~n1 ∧ ( ~H2 − ~H1) = ~s (3.35b)

y se traducen en la continuidad incondicional de la componente tangencial de ~E y la discontinuidad
de la de ~H si ~s 6= 0 porque alguno de los dos medios se ha modelado como un conductor.

3.3. Medios lineales

A continuación se considera el caso particular de los medios lineales, los cuales son tratados con
algo más de extensión en el apéndice C.

3.3.1. Ecuaciones de Maxwell para medios lineales

Los medios más simples son aquellos en los que sus relaciones constitutivas son lineales, ho-
mogéneas, independientes del tiempo, isótropas y no dispersivas:

~D(~r, t) = ε ~E(~r, t) , , ~B(~r, t) = µ ~H(~r, t) , , ~(~r, t) = σ E(~r, t) (3.36)

donde ε, µ y σ son constantes independientes de ~r y de t.
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Las ecuaciones de Maxwell toman en este caso la forma

∇ · ~E =
ρ

ε
(3.37a)

∇ · ~H = 0 (3.37b)

∇∧ ~E = −µ
∂ ~H

∂t
(3.37c)

∇∧ ~H = σ ~E + ε
∂ ~E

∂t
(3.37d)

Esta versión es de una gran utilidad puesto que es aplicable con suficiente aproximación a una
gran parte de los problemas de interés práctico. Sus ĺımites pueden resumirse cualitativamente:

- La linealidad obliga a reducir la amplitud de los campos aplicados puesto que cuando ésta
es suficientemente elevada todos los medios se comportan de forma no-lineal. La manifestación
más dramática de no-linealidad es la ruptura dieléctrica, debido a la cual un dieléctrico se perfora
cuando se le aplica un campo eléctrico superior a un cierto valor cŕıtico (del orden de 107 V.m−1).
No obstante, salvo en el caso de materiales básicamente no lineales, como los ferroeléctricos o
ferromagnéticos, esta limitación es poco importante. Los fenómenos electromagnéticos no lineales
son muy variados e interesantes aunque aqúı no haya espacio para tratarlos con extensión suficiente.

- La no-homogeneidad es una propiedad frecuente en la naturaleza, aśı como la dependencia
temporal de las propiedades de los medios. Si se dán estas circunstancias, las constantes se ven
afectadas por los operadores y

∂ ~D

∂ t
= ε

∂ ~E

∂ t
+ ~E

∂ ε

∂ t
, , ∇ · ~D = ε∇ · ~E +∇ε · ~E

con lo que las ecuaciones se complican pero permiten, a su vez, el estudio de una familia de
fenómenos, como la propagación de ondas electromagnéticas en el interior de la tierra, en la
atmósfera, la ionosfera, etc. Sin embargo, con las ecuaciones 3.37 y las condiciones de continuidad
3.34 y 3.35, puede abordarse el estudio de medios homogéneos a trozos, como son la mayor parte
de las lentes, las gúıas de onda, las antenas, etc..

- Como se ha comentado anteriormente, otra limitación al uso de estas ecuaciones se debe a la
aparición del fenómeno de dispersión temporal 11. La variación temporal de los campos debe ser
mucho más lenta que la respuesta del medio, es decir, las constantes de tiempo caracteŕısticas de

11Véase la sección C.1. También pueden aparecer fenómenos de dispersión espacial, cuando el campo y los medios
vaŕıan rápidamente con las coordenadas espaciales, debido al hecho de que el campo total en un punto recibe contribu-
ciones del medio que hay en su entorno y, por lo tanto, la respuesta del mismo solo puede tratarse aproximadamente
como un efecto local.
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los campos deben ser muy superiores a las de las respuestas a un impulso del medio. Una gran
mayoŕıa de los medios tiene una respuesta dieléctrica aproximadamente constante hasta frecuencias
del rango de microondas, a partir del cual empieza a ser notable la dispersión temporal. Por lo
general, los efectos dispersivos de la conductividad y la permeabilidad magnética lineales aparecen
a frecuencias más elevadas.

Cuando las relaciones constitutivas se hacen dispersivas puede optarse por hacer uso de las
ecuaciones C.7 para obtener una versión de las ecuaciones de Maxwell en el dominio del tiempo
que es válida para medios lineales dispersivos. Esta es utilizada como punto de partida para el
estudio numérico de este tipo de medios pero no es una v́ıa fácil desde el punto de vista anaĺıtico.
Es preferible en muchos casos el tratamiento de estos problemas dentro del dominio de la frecuencia.
De acuerdo con C.9, suponiendo que los medios son homogéneos e isótropos 12, las ecuaciones de
Maxwell se expresan como

∇ · ~E =
ρ

ε
(3.38a)

∇ · ~H = 0 (3.38b)

∇∧ ~E = −jω µ ~H (3.38c)

∇∧ ~H = σ ~E + jω ε ~E (3.38d)

en las que se reduce en la unidad el números de variables sobre las que hay que integrar puesto que
los operadores temporales han sido sustituidos por funciones algebraicas de ω.

Aunque las magnitudes son designadas con la misma notación que en 3.37, estas ecuaciones son
válidas en el dominio de la frecuencia y ε = ε(ω), µ = µ(ω), σ = σ(ω), ρ = ρ(~r, ω), ~ = ~(~r, ω),
~E = ~E(~r, ω) y ~H = ~H(~r, ω) son densidades espectrales. Otra forma equivalente de utilizarlas
es interpretando a las magnitudes anteriores como amplitudes de las magnitudes armónicas, de
frecuencia ω 13. La solución a los problemas en el dominio del tiempo puede deducirse a partir
de la correspondiente en el dominio de la frecuencia mediante la aplicación a esta última de la
transformada inversa de Fourier.

3.4. Problemas

3-1. Demostrar que si el momento monopolar de una distribución de carga es nulo y ∇ · ~ = 0, el
momento dipolar eléctrico y el magnético son independientes del origen de coordenadas.

3-2. Demostrar que las ecuaciones 3.1 son equivalentes a las 3.8.
12La extensión de estas ecuaciones para medios inhomogéneos y anisótropos es evidente.
13Basta con hacer ω → ω′ y ω0 → ω en III.13 y III.14.
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3-3. Comprobar la expresión 3.13.

3-4. Aplicando las condiciones en la frontera, encontrar el campo eléctrico en cualquier punto del
espacio, en los siguientes casos:

a) Esfera conductora en un campo electrostático inicialmente uniforme
b) Esfera dieléctrica en un campo electrostático inicialmente uniforme

3-5. El semiespacio x < 0 está vaćıo (~T = 0, ρT = 0) y se encuentra limitado por un plano
conductor ideal x = 0. Si el campo eléctrico en dicha región es ~E = (A1 exp[−(x − c t)2] +
A2 exp[−(x + c t)2]) ŷ, determinar las condiciones que ha de cumplir para ser compatible con
las condiciones de contorno.

SOLUCION :

El campo eléctrico puede escribirse de la forma

~E = ŷ
(
A1 e−u2

+ A2 e−w2
)

, , u ≡ x− ct , , w ≡ x + ct

Corresponde, como se verá en el próximo caṕıtulo, a la superposición de dos ondas
que se propagan en el vaćıo en sentidos contrarios a lo largo del eje x.

El campo magnético se deduce del anterior a través de la ley de inducción

~B = −
∫
∇∧ ~E dt = −ẑ

∫
∂ E

∂ x
dt

Teniendo en cuenta que

∂ E

∂ x
=

d f(u)
d u

∂ u

∂ x
+

d f(w)
dw

∂ w

∂ x
= A1

d f(u)
d u

+ A2
d f(w)

d w

y que en la integración x = cte ⇒ du → −c dt , , dw → c dt

~B =
1
c

ẑ
(
A1 e−u2 −A2 e−w2

)

En el interior del conductor ideal los campos son nulos y, dado que los campos
exteriores al mismo son tangenciales a su superficie,

~n1 ∧ ( ~E2︸︷︷︸
=0

− ~E1) = 0 ⇒ (E)x=0 = 0

~n1 ∧ ( ~H2︸︷︷︸
=0

− ~H1) = ~s ⇒ ~s =
B

µ0
ŷ

De acuerdo con la primera condición

A1 e−c2t2 + A2 e−c2t2 = 0 ⇒ A2 = −A1 = −A

La segunda condición sirve para determinar ~s.
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3-6. Demostrar el teorema de Poynting 3.17.

3-7. Deducir la ecuación de continuidad de la cantidad de movimiento 3.22, para medios lineales
y no dispersivos, teniendo en cuenta que (∇ · ~B) ~H = 0.

SOLUCION :

Esta demostración puede extenderse con facilidad al caso de los medios anisótro-
pos pero solo se desrrollará en detalle para el de los isótropos. Se parte de las
ecuaciones de Poisson y de Ampère

ρ = ∇ · ~D , , ~ = ∇∧ ~H − ∂ ~D

∂ t
⇒

−~f = −(ρ ~E + ~ ∧ ~B) = − ~E∇ · ~D︸ ︷︷ ︸
(a)

−(∇∧ ~H) ∧ ~B +
∂ ~D

∂ t
∧ ~B

Sumando el término − ~H∇ · ~B = 0, que es análogo al (a) y tiene las mismas dimen-
siones y escribiendo

∂ ~D

∂ t
∧ ~B =

∂ ~g

∂ t
− ~D ∧ ∂ ~B

∂ t
=

∂ ~g

∂ t
+ ~D ∧ (∇∧ ~E)

, donde ~g ≡ ~D ∧ ~B y ∂ ~B
∂ t = −∇ ∧ ~E, se tiene que

−~f = − ~E∇ · ~D + (∇∧ ~E) ∧ ~D︸ ︷︷ ︸
(b)

− ~H∇ · ~B + (∇∧ ~H) ∧ ~B︸ ︷︷ ︸
(c)

+
∂ ~g

∂ t

Por ser los medios lineales, no dispersivos y homogéneos, ~D = ε ~E ( en el caso de
los anisótropos, ~D =

↔
ε · ~E) y ε es una constante

(b) =
(

∂

∂ x
,

∂

∂ y
,

∂

∂ z

)
·



εE2
x − 1

2 εE2 ε Ex Ey εEx Ez

εEy Ex ε E2
y − 1

2 εE2 εEy Ez

εEz Ex ε Ez Ey εE2
z − 1

2 εE2




Otro tanto puede hacerse con el sumando (b).

3-8. Sea un conductor ciĺındrico recto, de sección circular, de radio a y conductividad σ, por el
que circula una intensidad I uniformemente distribuida. Realizar el balance de enerǵıa en una
parte finita de dicho cilindro.

SOLUCION :

Para hacer el balance de enerǵıa, se tomará una sección de longitud unidad, como
se muestra en la figura 3.4. Como las magnitudes no vaŕıan con el tiempo

d

d t
→ 0 ⇒

∫

V
σ E2 dV +

∮

S

~S · d~s = 0
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∆ z =1

ρ̂ 

φ̂ ẑ 
a

SL Strans lat
V

Figura 3.4:

Dado que las corrientes son estacionarias, se reparten uniformemente en el interior
de los conductores y el campo eléctrico se deduce de la ley de ohm:

 =
I

Strans
=

I

πa2
, , ~E =



σ
ẑ

El campo magnético en ρ = a, debido a la simetŕıa axial de la densidad de corriente,
puede calcularse hallando la circulación del mismo a lo largo del camino L

∮

L

~H · d~l = I ⇒ ~H =
I

2π a
φ̂ ⇒ ~S = −E Hρ̂

Luego el vector de Poynting apunta hacia el interior del volumen V y su flujo a
través de las superficies transversales es nulo. Es fácil de comprobar que

∫

V
σ E2 dV = −

∫

Slat

~S · d~s

La enerǵıa disipada por efecto Joule se compensa con la que se contabiliza como
flujo, desde el exterior de V , del vector de Poynting.

3-9. Sea una placa de metal, de superficie infinita y a potencial nulo, situada en el plano yz y
una carga +q en el punto (a, 0, 0). Calcular la fuerza ejercida por la carga +q sobre el metal
utilizando el tensor eléctrico de Maxwell.

3-10. Calcular la presión ejercida sobre una de las placas de un condensador plano en función de la
densidad de carga en las placas.

3-11. Considérese una superficie cerrada que encierra a una de las placas de un condensador plano
y, utilizando el tensor eléctrico de Maxwell, calcular la fuerza ejercida sobre la placa.

3-12. Una superficie en el plano xz tiene un campo ~B que forma un ángulo θ con el eje Y. Usando
el tensor de Maxwell, encontrar la fuerza por unidad de área que se ejerce sobre la superficie.
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3-13. Dos hilos conductores infinitos y paralelos están separados por una distancia 2a. Por cada
uno de ellos pasa una corriente de intensidad I en sentido contrario una de la otra. Calcular
mediante el tensor magnético de Maxwell, la fuerza por unidad de longitud que se ejerce sobre
cada hilo conductor.

SOLUCION :

ŷ 

ẑ 

B

r

B

n

x̂ 

f
s

B(x)

a-a

1 2

2 1

1 2

α

α α

α

r

Figura 3.5:

En la figura 3.5 se representa al plano y = 0 y a la superficie hemiciĺındrica de
radio infinito que envuelven al primer conductor. Sobre éste se quiere calcular la
fuerza. Por simetŕıa,

~B = B(x) x̂ = 2 B2(x) cos α x̂

Hallando la circulación del campo magnético sobre una circunferencia de radio r2

y centrada en el segundo conductor

B2 =
µ0 I

2π r2
=

µ0 I

2π
√

x2 + a2

Por otra parte cos α = a
r2

= a√
x2+a2

, por lo que

~B =
µ0 I

π (x2 + a2)
x̂

El campo es bisectriz entre la normal y la fuerza superficial

~fs = −ωm ŷ = −µ0 I a2

2π2

1
(x2 + a2)2

ŷ
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La fuerza por unidad de longitud es

d ~fs

d z
=

∫ ∞

x=−∞
~fs dx = 2

∫ ∞

x=0

~fs dx = −µ0I
2

4π a
ŷ

lo que corresponde a una fuerza de repulsión sobre el primer conductor.



Caṕıtulo 4

Propagación de ondas

4.1. Introducción

El fenómeno de propagación de ondas, junto con el de radiación, es una de las consecuencias más
interesantes de las ecuaciones de Maxwell. Este caṕıtulo se dedica al estudio de la estructura y de
las propiedades fundamentales de ondas en medios ilimitados: el vaćıo y medios lineales, isótropos,
homogéneos y con propiedades independientes del tiempo. En los apéndices D y E se abordan otros
temas, como la propagación en medios anisótropos y la propagación guiada.

4.2. Ecuaciones de onda

A continuación se muestra como el potencial y el campo electromagnético cumplen ecuaciones
de onda, es decir, ecuaciones de segundo orden, tanto respecto a las coordenadas espaciales como a
las temporales, entre cuyas soluciones se encuentran las estructuras de campo que se conocen como
ondas. Aunque el apelativo de onda se empleará también para ciertas soluciones de dicha ecuación
que no implican la propagación de enerǵıa y cantidad de movimiento (ondas no propagativas),
pero que deben ser contempladas con objeto de que las soluciones generales sean completas, se
entenderá normalmente que una onda es una perturbación electromagnética que se propaga a través
del espacio redistribuyendo la enerǵıa y la cantidad de movimiento. En este caṕıtulo, y en sus
apéndices, solo se muestra una visión básica y parcial del tema.

Dado que la interacción electromagnética puede ser descrita indistintamente en función de los
potenciales o de los campos, a continuación se presentan las ecuaciones de onda para cada una de
estas magnitudes.

4.2.1. Ecuaciones de onda para los potenciales

Una de las posibles expresiones de las ecuaciones de onda para los potenciales puede obtenerse
a partir de la primera versión de las ecuaciones macroscópicas de Maxwell 3.1 y de la definición de
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134 CAPÍTULO 4. PROPAGACIÓN DE ONDAS

los campos en función de los potenciales. La versión macroscópica de estas definiciones se obtiene
promediando la ecuación 2.45. Empleando la misma notación que en el caṕıtulo segundo, pero para
describir ahora a las magnitudes macroscópicas correspondientes,

~E ≡ −∇Φ− ∂ ~A

∂t
(4.1a)

~B ≡ ∇ ∧ ~A (4.1b)

Los campos ~E y ~B pueden eliminarse de las ecuaciones anteriores hallando la divergencia de
la primera ecuación y el rotacional de la segunda y haciendo uso de las ecuaciones 3.1a y 3.1d. El
resultado es 1

∇2 Φ +
∂∇ · ~A

∂ t
= −ρT

ε0
(4.2a)

∇2 ~A−∇
[
∇ · ~A +

1
c2

∂ Φ
∂ t

]
− 1

c2

∂2 ~A

∂ t2
= −µ0 ~T (4.2b)

ecuaciones en las que están mezcladas las distintas componentes del tetravector potencial. La primera
no presenta las caracteŕısticas expĺıcitas de ecuación de onda porque en ella no figura la derivada
segunda temporal. A pesar de la forma complicada que presentan, estas ecuaciones describen al
mismo fenómeno de propagación que las versiones más útiles y manejables que se proponen en lo
que sigue.

Dados los grados de libertad que posee el potencial, la utilización de las diferentes condiciones
de contraste conduce a diversos sistemas de ecuaciones. Si se utiliza el contraste de Coulomb se
obtiene una ecuación para el potencial escalar, de tipo cuasi-estático, en la que éste se relaciona
instantáneamente con las cargas fuente, mientras que es el potencial vector el que responde a una
ecuación de ondas y aparece como responsable de la propagación. Es más conveniente, para el
estudio de los fenómenos de propagación, el uso de la versión macroscópica del contraste de Lorenz
que se deduce directamente de 2.51

∇ · ~A +
1
c2

∂Φ
∂t

= 0 (4.3)

Las ecuaciones resultantes son análogas a las que se obtienen para los campos. Las 4.2 se de-
sacoplan en dos ecuaciones de onda análogas, válidas para los potenciales de Lorenz,

1 ∇∧ (∇∧ ~A) = ∇· (∇· ~A)−∇2 ~A. No obstante, debe tenerse en cuenta que solo en coordenadas donde los vectores
unitarios son constantes, como las cartesianas, es posible interpretar (∇2 ~A)α → ∇2 Aα.
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| |Φ = −ρT

ε0
(4.4a)

| | ~A = −µ0 ~T (4.4b)

donde

| | = ∇2 − 1
c2

∂2

∂ t2

es el D’alembertiano. Dados ρT y ~T , pueden obtenerse soluciones generales independientes de cada
una de las cuatro ecuaciones escalares anteriores pero no pueden combinarse arbitrariamente entre
śı ya que es necesario asegurarse que cumplen la condición 4.3.

En forma manifiestamente tensorial, las expresiones anteriores se resumen en

| | ⇒A= −µ0
⇒
 T (4.5)

donde iT = (c ρT ,~T ). Estas ecuaciones solo son abordables cuando se conocen las cargas y corrientes
totales del medio, en particular en el caso del vaćıo donde éstas son nulas.

4.2.2. Ecuaciones de onda para los campos

De forma análoga a la utilizada con los potenciales, eliminando a uno de los campos de las ecua-
ciones de Maxwell se obtienen ecuaciones de onda para los campos. Como en la sección anterior, no
todas las combinaciones posibles de soluciones de estas ecuaciones son admisibles: es necesario ase-
gurarse de que el campo electromagnético total es compatible con todas las ecuaciones de Maxwell.
A continuación se considera el caso general y el de los medios lineales en los dominios del tiempo y
de la frecuencia.

4.2.2.1. Caso general

Como en el caso del potencial, si se quiere obtener unas ecuaciones de onda para los campos
cuya validez se extienda a cualquier tipo de medio, es conveniente tomar a la primera versión 3.1
de las ecuaciones de Maxwell como punto de partida porque no se conoce la relación de ~D y ~H con
~E y ~B. Con este propósito, se halla el rotacional de la ecuación 3.1c, se desarrollan los términos de
∇ ∧ (∇ ∧ ~E) y se sustituye en ellos la expresión 3.1a. Como resultado se obtiene una ecuación de
onda para el campo eléctrico.

| | ~E =
1
ε0
∇ ρT + µ0

∂ ~T
∂ t

(4.6)
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No todas las soluciones de la ecuación anterior son posibles, puesto que es necesario asegurarse
que

∇ · ~E =
ρT

ε0
(4.7)

Puede encontrarse una ecuación de onda análoga a la anterior para el campo magnético, pero
no es necesario porque éste queda definido mediante la integración temporal de 3.1c.

~B = −∇ ∧
∫

~E dt (4.8)

Las ecuaciones 4.6, 4.7, 4.8 definen la estructura de las ondas asociadas a una distribución de
cargas y corrientes ρT y ~T determinada. Tampoco es necesario investigar si ∇ · ~B = 0 ya que esta
condición se deduce directamente de la aplicación de la divergencia a la expresión anterior.

4.2.2.2. Medios lineales

Los medios que se consideran en el resto del caṕıtulo son, además de lineales, homogéneos,
isótropos e independientes del tiempo.

Medios no dispersivos :

Para el estudio de ondas en estos medios, la densidad de carga de conducción puede tomarse
como nula: Si en la ecuación de continuidad 3.9 se escribe ~ = σ ~E y se hace uso de 3.37a, se obtiene
la ecuación de relajación para la carga de conducción

1
τ

ρ +
∂ ρ

∂ t
= 0 , , τ =

ε

σ
(4.9)

cuya solución en el dominio del tiempo es

ρ = ρ0e
− t

τ

En los medios pasivos (σ > 0) la densidad de carga decrece monótonamente con el tiempo, por
lo que no existe ningún mecanismo lineal capaz de crear carga neta en dicho medio. Si a través de
cualquier otro mecanismo externo, irradiando, por ejemplo, se crea una densidad inicial de carga
neta de conducción, a partir de un intervalo de tiempo superior a varias τ , ésta puede tomarse como
nula. De acuerdo con esto, para el estudio de las ondas en este tipo de medios, se supondrá que el
campo eléctrico es solenoidal

∇ · (ε ~E) = 0 ⇒ ∇ · ~E = 0 (4.10)

Procediendo de forma análoga a la utilizada en la sección anterior, pero actuando sobre las
ecuaciones 3.37, se deduce que
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(∇2 − µ σ
∂

∂ t
− µ ε

∂2

∂ t2
) ~E = 0 (4.11a)

∇ · ~E = 0 (4.11b)

~H = − 1
µ
∇∧

∫
~E dt (4.11c)

Aplicando la transformada temporal de Fourier a las ecuaciones anteriores se obtiene una versión
de las mismas en el dominio de la frecuencia. Esta es aplicable a medios dispersivos y, como caso
particular, a medios que no lo son. Tomando ahora a ε, µ y σ como relaciones de dispersión y
definiendo a γ como la Constante de propagación compleja

(∇2 − γ2) ~E = 0 , , γ2 ≡ jω µσ − ω2µ ε (4.12a)

∇ · ~E = 0 (4.12b)

~H = − 1
jω µ

∇∧ ~E (4.12c)

El cálculo del campo eléctrico en el dominio de la frecuencia se reduce, por lo tanto, al prob-
lema de hallar los autovalores γ2 del operador ∇2 y los vectores propios correspondientes que son
compatibles con las ecuaciones de Maxwell.

4.3. Solución general de la ecuación de ondas monocromáticas;
Potenciales de Debye

La resolución de la ecuación de ondas en coordenadas que no sean cartesianas es considerable-
mente más complicada que la correspondiente en cartesianas. De acuerdo con lo apuntado en la
nota a pie de página 1, la ecuación de onda homogénea 4.12a debe escribirse en la forma general,
tanto para ~E como para ~B,

∇
[
∇ · ~X

]
−∇ ∧

[
∇∧ ~X

]
− γ2 ~X = 0 (4.13)

Como puede comprobarse, por ejemplo, para el caso de las coordenadas esféricas, en cada una
de las componentes de la ecuación anterior se mezclan las Xr, Xθ y Xϕ, por lo que el conjunto
constituye un sistema de ecuaciones acopladas de dif́ıcil solución. Una forma eficaz y significativa de
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encontrar dicha solución general, que evita este tipo de inconvenientes, se basa en la utilización del
Potencial de Debye Ψ ([Stratton]-[Panofsky y Phillips]-([Reitz et al.]-([Vanderlinde]), definido como
solución de la ecuación escalar de Helmholtz

(∇2 − γ2)Ψ = 0 (4.14)

Más adelante, este método será de utilidad para la expresión de las soluciones generales de
la ecuación de onda, tanto en coordenadas esféricas como en rectangulares y ciĺındricas para la
propagación confinada.

Se propone construir dicha solución general de 4.13 como combinación de soluciones linealmente
independientes de los tipos

~Xi = A∇Ψ (4.15a)

~Xt = B∇∧ (~eΨ) (4.15b)

~Xnt = C∇∧ ~Xt (4.15c)

donde A, B y C son constantes dimensionales, elegidas de forma que las tres soluciones tengan
las mismas dimensiones f́ısicas, y ~e es el vector de posición ~r o un vector constante ẑ = ~cte. Los
sub́ındices ”i”(por irrotacional), ”t”(por transversal) y ”nt”(por no transversal) se relacionan con
caracteŕısticas significativas de cada una de las soluciones.

Puede verificarse que los vectores ~e cumplen las siguientes relaciones:

∇∧ ~e = 0 (4.16)

∇ · ~e = k1 =





0 para ~e = ẑ

3 para ~e = ~r
(4.17)

( ~A · ∇)~e = k2
~A =





~0 para ~e = ẑ

~A para ~e = ~r

(4.18)

Puede aśımismo comprobarse que las ~X son, en general, soluciones independientes de la ecuación
vectorial de onda 4.13. A continuación se probará que son soluciones:

~Xi lo es porque ∇∧ ~Xi = 0 y Ψ es solución de 4.14. Es irrotacional pero no solenoidal
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1
A
∇ · ~Xi = ∇2 Ψ = γ2 Ψ 6= 0

Por otra parte, de acuerdo con su definición y con 4.16

~Xt =
B

A
~Xi ∧ ~e = B∇Ψ ∧ ~e (4.19)

Como puede verse en las expresiones anteriores, la solución ~Xt es Transversal al vector ~e y es también
perpendicular a ~Xi. Además es solenoidal dado que ∇ · (∇∧ ~X) ≡ 0

∇ · ~Xt = 0 (4.20)

Para verificar que ~Xt es una solución de la ecuación 4.13, basta con sustituirlo en ella. En primer
lugar

A

B
∇∧ ~Xt = ∇∧ ( ~Xi ∧ ~e) = ~Xi∇ · ~e−Aγ2 Ψ~e + (~e · ∇) ~Xi − ( ~Xi · ∇)~e

Haciendo uso del desarrollo de∇(~a·~b) y teniendo en cuenta que tanto ~Xi como ~e son irrotacionales

(~e · ∇) ~Xi = ∇(~e · ~Xi)− ( ~Xi · ∇)~e

Si se halla el rotacional de∇∧ ~Xt y se utilizan las relaciones 4.16 se comprueba que, efectivamente,
~Xt es solución de la ecuación de onda.

La demostración de que ~Xnt es solución se deja como ejercicio 2. De su definición se deduce que
es solenoidal

∇ · ~Xnt = 0 (4.21)

Como resumen de lo anterior, puede resaltarse que para cada posible solución Ψ de la ecuación
de Helmholtz se han obtenido tres clases de solución para las de onda tales que, en general,

- Son linealmente independientes entre śı; no son coplanares.

- ~Xi es irrotacional pero no solenoidal.

- ~Xt es solenoidal, transversal a ~e y perpendicular a ~Xi.

- ~Xnt es solenoidal pero no transversal.

La solución general de la ecuación 4.13 se expresa, por consiguiente, como superposición lineal
de soluciones de tipo ~Xi, ~Xt y ~Xnt. La de la ecuación no homogénea puede obtenerse añadiendo a
la de la homogénea una solución particular de la primera.

2Problema 4-1.
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Las soluciones del tipo ~Xi no son posibles en ningún caso para el campo magnético, dado que
éste es incondicionalmente solenoidal; pueden existir para el campo eléctrico en aquellas regiones
donde su divergencia no sea nula.

4.3.1. Potenciales de Debye para campos solenoidales; Modos TE y TM

TE
e

∇
∇ ^ ( )ψ

XntX t

E E

X t∇

H HModos TM

Modos TE

transversales

Campos

no

transversales

Campos

E ∇

∇H

TE TM

TMTETM

TE

E∇

H
TM

Figura 4.1: Modos TE y TM

En muchos casos de interés, incluso en el de los medios lineales no dispersivos, como se indica
en la expresión 4.12b, ∇ · ~E = 0, por lo que ambos campos, ~H y ~E, son solenoidales y la solución
general puede expresarse en función de soluciones de los tipos ~Xt y ~Xnt.

Si, en estas circunstancias, se toma una solución del tipo ~Et para el campo eléctrico, el campo
magnético que le corresponde, según 4.12c y 4.15c, es del tipo ~Hnt : son los modos de tipo Transversal
eléctrico { ~ETE , ~HTE} (TE) (Véase la figura 4.1). Estos modos, también llamados de tipo magnético
(M), pueden expresarse en función de la posible componente longitudinal, en la dirección de ~e, que
corresponde al campo magnético. De forma análoga, si para ~H se toma una solución del tipo ~Ht,
la de ~E es del tipo ~Ent

3 y el modo resultante es Transversal magnético (TM) { ~ETM , ~HTM}, o de
tipo (E). Como caso ĺımite, ambos campos pueden tener componentes longitudinales nulas, lo que
da lugar a los modos TEM . Como se muestra en la figura 4.1 y se deduce de las definiciones de
~Xt y ~Xnt, a partir de un potencial de Debye Ψlm determinado se obtienen campos ETE y HTM

proporcionales a ∇ ∧ (~eΨlm) que, por lo tanto, tienen la misma estructura, lo que también ocurre
con ETM y HTE .

Las funciones ~e · ~Xnt (Xntz cuando ~e = ẑ y r Xntr cuando ~e = ~r) pueden ser identificadas con
los potenciales de Debye de los modos TE y TM . Como las soluciones ~Xt son transversales, solo
las de tipo ~Xnt pueden tener dicha componente longitudinal y, dado que ∇ · ~Xnt = 0, no es dif́ıcil
comprobar que ~e · ~Xnt es solución de la ecuación de Helmholtz 4

(∇2 − γ2) (~e · ~Xnt) = 0 (4.22)

con lo que Ψ → ~e · ~Xnt.
3 ~E = 1

σ+jωε
∇∧ ~H.

4Problema 4-2
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~Xt puede obtenerse haciendo uso de la expresión 4.19 y ~Xnt mediante la 4.15c, pero, en las
secciones 4.4.4 y E.1.2, se verá cómo aplicar estos resultados espećıficamente al estudio de las ondas
esféricas y al de las guiadas.

4.4. Ondas en el vaćıo

A continuación se estudian las estructuras y las propiedades fundamentales de las soluciones de
las ecuaciones de onda para los campos en el vaćıo, entendiendo por tal al espacio desprovisto de
cargas y corrientes. Las perturbaciones que se propagan por éste medio son Ondas automantenidas
puesto que sus únicas fuentes son las derivadas temporales del propio campo:

∇ · ~E = 0 (4.23a)

∇ · ~B = 0 (4.23b)

∇∧ ~E = −∂ ~B

∂ t
(4.23c)

∇∧ ~B =
1
c2

∂ ~E

∂ t
(4.23d)

Las ecuaciones de onda pueden obtenerse directamente de las anteriores, tomando ρT = 0 y
~T = 0 en 4.6 o haciendo ε = ε0 y µ = µ0 y σ = 0 en 4.12:

| | ~E = 0 (4.24a)

∇ · ~E = 0 (4.24b)

~B = −∇ ∧
∫

~E dt (4.24c)

4.4.1. Ondas planas homogéneas

Las Ondas planas homogéneas son soluciones de la ecuación de onda unidimensional en coor-
denadas cartesianas 5 y se caracterizan por un campo cuya amplitud depende exclusivamente del

5La calificación de ”homogéneas”distingue a estas ondas de las planas no homogéneas que se definirán más adelante
en el dominio de la frecuencia.
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tiempo y de la distancia ξ entre un plano determinado, el Frente de onda, y un origen arbitrario
O. Según se muestra en la figura 4.2, ξ es la proyección de ~r, el vector de posición de un punto del
plano, sobre la dirección normal al frente de onda. Esta se indica mediante el vector unitario

~n = (nx, ny, nz) , , n2
x + n2

y + n2
z = 1 (4.25)

, o Vector unitario de onda, que , además, determina la dirección de propagación de la onda.

n

r

O

n

ξ

Figura 4.2: Ondas planas homogéneas

ξ = ~r · ~n = xnx + y ny + z nz (4.26)

La definición anterior incluye a campos constantes y uniformes que no juegan ningún papel en el
transporte de enerǵıa y que no serán tenidos en cuenta. Dado que las soluciones buscadas dependen
espacialmente de la variable ξ, el operador ∇ puede ser substituido por la derivada direccional

∇ → ~n
∂

∂ ξ
⇒ ∇2 → ∂2

∂ ξ2
(4.27)

y la ecuación de onda 4.24a toma la forma

(
∂2

∂ ξ2
− 1

c2

∂2

∂ t2

)
~E = 0 (4.28)

La solución general de estas ecuaciones puede obtenerse de diversas formas 6. Aqúı se utilizará con
este fin a la transformada espacial de Fourier

6Problema 4-3.
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f(k, t) =
1
2π

∫

ξ
f(ξ, t) e j kξ dξ (4.29a)

f(ξ, t) =
∫

k
f(~k, t) e−j kξ dk (4.29b)

cuya aplicación a la ecuación 4.28 la reduce a una ecuación diferencial ordinaria con respecto a la
variable temporal. Efectivamente, véase III.22,

∇ → −j~k = −j k ~n , , ∇2 → −k2 , , ~k · ~r = kξ (4.30)

de lo que se deduce que

∂2 ~E(k, t)
∂ t2

= −c2 k2 ~E(k, t)

La solución general de esta ecuación, por ser de segundo orden, se expresa en función de dos
constantes arbitrarias (en éste caso, dos funciones arbitrarias de ~k) que pueden escribirse como ~f(~k)
y ~g(~k):

~E(k, t) = ~f(k) ejk ct + ~g(k) e−jk ct

Para obtener la solución en el dominio espacio-temporal, se aplica a la expresión anterior la
transformación inversa 4.29b:

~E(ξ, t) =
∫

k

~E(k, t) e−jk ξ dk =
∫

k

~f(k) e−jk (ξ−ct) dk +
∫

k
~g(k) e−jk (ξ+ct) dk

=
∫

k

~f(k) e−jk u dk +
∫

k
~g(k) e−jk w dk

donde
u ≡ ξ − ct = ~r · ~n− ct , , w ≡ ξ + ct = ~r · ~n + ct (4.31)

o, realizando las integrales,

~E(ξ, t) = ~E+(u) + ~E−(w) , , ~E+(u) = ~f(u) , ~E−(w) = ~g(w) (4.32)

Esta solución general, para una dirección determinada ~n, se expresa como la suma de dos fun-
ciones arbitrarias que se propagan en el sentido positivo, (~f(u)), y negativo, (~g(w)), de la coordenada
ξ. En la figura 4.3 se representan las amplitudes de estos dos modos en un instante determinado.
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De forma análoga a la utilizada en III.17 7, se define a u y a w como fases respectivas de cada una
de estos sumandos. De acuerdo con III.18, sus velocidades de fase son

vf± =
(

d ξ

d t

)

u,w=cte

= ± c

lo que implica que una onda plana homogénea en el vaćıo se propaga sin deformación con la velocidad
de la luz c. Se dirá que el vaćıo es un medio no dispersivo, puesto que todas sus componentes
espectrales se propagan con la misma velocidad.

f(u)
g(w)

f, g

ξ

Figura 4.3: Ondas que viajan en sentidos contrarios

Pero, como se ha puesto de manifiesto anteriormente, no todas estas soluciones son válidas; la
ecuación de la divergencia impondrá restricciones a la orientación vectorial del campo eléctrico.
Para establecer estas restricciones, téngase en cuenta que los campos ~f(u) (~g(w)) dependen de ξ y
de t a través de u (w). Derivando como función de función

∂ ~f(u)
∂ t

=
d ~f(u)

d u

∂ u

∂ t
= −c

d ~f(u)
d u

(4.33)

∂ ~f(u)
∂ x

=
d ~f(u)

d u

∂ u

∂ ξ

∂ ξ

∂ x
= nx

d ~f(u)
d u

por lo que

∂ ~f(u)
∂ t

= −c
d ~f(u)

d u
, ,

∂ ~g(w)
∂ t

= c
d~g(w)
d w

(4.34a)

∫
~f(u) dt = −1

c

∫
~f(u) du , ,

∫
~g(w) dt =

1
c

∫
~g(w) dw (4.34b)

∇ ∗ ~f(u) = ~n ∗ d ~f(u)
d u

, , ∇ ∗ ~g(w) = ~n ∗ d~g(w)
dw

(4.34c)

7Sin embargo, esta fase se define con dimensión de longitud mientras que la de la definición de partida es adimen-
sional. En el caso general de ondas planas en medios dispersivos, el término fase carece de una definición simple.
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donde el asteŕısco indica la aplicación de ∇ como divergencia o rotacional.

Puesto que el campo 4.32 tiene divergencia nula, teniendo en cuenta 4.34c y que tanto f como
g son soluciones independientes, resulta que

~n · d ~E+(u)
d u

= 0 , , ~n · d ~E−(w)
dw

= 0

Esta ecuación puede ser integrada. De acuerdo con lo comentado anteriormente, se ignoran las
constantes de integración (son independientes de ξ y de t), con lo que

~n · ~E+(u) = 0 , , ~n · ~E−(w) = 0 (4.35)

Esto indica que solo los campos eléctricos perpendiculares a la dirección de propagación ~n pueden
formar parte de una onda plana homogénea.

En cuanto al campo magnético, introduciendo 4.32 en la ecuación 4.24c y teniendo en cuenta a
4.34b y 4.34c,

~B+(u) =
1
c

~n + ∧ ~E+(u) , , ~B−(w) = −1
c

~n ∧ ~E−(w) (4.36)

donde ~n+ ≡ ~n y ~n− ≡ −~n indican las direcciones y sentidos respectivos de la propagación de cada
una de las ondas.

Las ecuaciones 4.35 y 4.36 constituyen la Relación de estructura de las ondas planas y
homogéneas (véase la figura 4.4). Estas son de tipo TEM, u ondas ”Transversales Electro-
Magnéticas”,con respecto a la dirección ~n; ~E, ~B y ~n forman un triedro rectángulo a derechas.

S

n

B(w)

E(u)

B

n

S

E

(w)

(w)

(w)

(a)

(u)

(u)

(u)

(b)

Figura 4.4: Relación de estructura de las ondas TEM

Para cada dirección ~n existen dos Modos de propagación, el que viaja en sentido positivo y el
que lo hace en sentido negativo.
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La solución general del problema planteado puede expresarse como una combinación lineal de
de ondas que se propagan en tres direcciones independientes ~n1, ~n2 y ~n3.

Para una onda que se propague en la dirección y sentido ~n, la relación de estuctura puede
resumirse en

~n · ~E = 0 (4.37a)

~n ∧ ~E = c ~B , , E = cB (4.37b)

Como refleja la ecuación 4.37b, la forma del campo eléctrico de un modo simple es la misma
que la del campo magnético, es decir, sus amplitudes vienen descritas por la misma función de ξ
y de t. Esto no es cierto si se mezclan modos ni tampoco lo será, en general, en el seno de medios
dispersivos.

La enerǵıa almacenada y la transportada por la onda vienen descritas por la densidad de enerǵıa
ωem0 y el vector de Poynting ~S0. De las relaciones de estructura se deduce que la densidad de enerǵıa
se reparte por igual entre las contribuciones eléctrica y magnética y que, en este caso, ~S0 puede
interpretarse localmente como densidad de corriente de enerǵıa. c es, por consiguiente, la velocidad
de fase, la de grupo (aquella con que se propaga la forma global de la onda) y la de propagación de
la enerǵıa.

ωem0 =
1
2
ε0 E2 +

1
2µ0

B2 = ε0 E2 =
1
µ0

B2 , , ωe0 = ωm0 =
1
2

ωem0 (4.38a)

~S0 ≡ 1
µ0

~E ∧ ~B = c ωem0 ~n (4.38b)

4.4.1.1. Propiedades relativistas

Interesa ahora establecer las leyes de transformación relativista de las magnitudes fundamentales
que describen a las ondas planas homogéneas. Estas son las amplitudes E y B de los campos, que
se designarán indistintamente por A porque, al estar ambas magnitudes relacionadas por el escalar
c, se transforman según la misma regla, la densidad de enerǵıa electromagnética ωem0, la dirección
de propagación ~n y la fase u.

Dado que la densidad de enerǵıa es la componente T 00
c del tensor enerǵıa-momento del campo,

es fácil de comprobar que, dada la relación de estructura de estas ondas, su ley de transformación
es 8

8Problema 2-33.
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ω′em0 = ωem0 γ2(1− β nx)2 (4.39)

y que la densidad 4.38a es proporcional al cuadrado de las amplitudes a través de escalares. Luego
A ∼ √

ωem0 y

A′ = A γ(1− β nx) (4.40)

Las leyes de transformación de la dirección de propagación se deducen de la ley de composición
de velocidades 1.40 tomando ~v = ~c = c~n y ~v ′ = ~c ′ = c~n ′ 9

~n ′ =

(
nx − β,

ny

γ , nz
γ

)

1− β nx
(4.41)

La ley de transformación de la fase se obtiene introduciendo 4.41 y la transformacion de Lorentz
en u′ = ~r ′ · ~n ′ − ct′

u′ =
u

γ (1− βnx)
(4.42)

4.4.2. Ondas monocromáticas

Transformando temporalmente por Fourier a las ecuaciones 4.24, se obtiene

(∇2 +
ω2

c2
) ~E = 0 (4.43a)

∇ · ~E = 0 (4.43b)

~B = − 1
jω

∇∧ ~E (4.43c)

que son las Ecuaciones de las ondas monocromáticas en el vaćıo. En principio, ~E y ~B representan
a las densidades espectrales, ~E(~r, ω) y ~B(~r, ω), correspondientes a ondas cuyas amplitudes tempo-
rales, ~E(~r, t) y ~B(~r, t), se supone transformables. Pero ~E y ~B pueden representar también a una
onda monocromática 10

~E(~r, t) = ~E(~r) ej ω t (4.44)

9Véase el problema 1-21.
10ω es la frecuencia angular (rad.s−1), f = ω

2π
la frecuencia (Hz) y T = 2π

ω
el periodo (s).
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o a su amplitud independiente del tiempo ~E(~r), como puede comprobarse por separación de la
variable temporal en 4.24 o por sustitución de 4.44 en la misma 11. En cualquier caso, estas ecuaciones
son complejas por lo que debe considerarse que sus soluciones y, en particular ~E(~r), son vectores
complejos:

~E(~r) = ~Er(~r) + j ~Ei(~r) (4.45a)

~Er(~r) = Re[ ~E(~r)] , , ~Ei(~r) = Im[ ~E(~r)] (4.45b)

Eα(~r) = Erα(~r) + j Eiα(~r) = |Eα(~r)| ejψα(~r) (4.45c)

con parte real ~Er e imaginaria ~Ei (su componente α es compleja con parte real Erα, imaginaria Eiα,
módulo |Eα| y fase ψα).

Si las fases ψα(~r0) de las componentes, en un punto determinado ~r0, difieren entre śı en un
múltiplo entero de π, e jψx(~r0) = ±e jψy(~r0) = ±e jψz(~r0), con lo que

~E(~r0, t) = ( |Ex(~r0)| x̂± |Ey(~r0)| ŷ ± |Ez(~r0)| ẑ ) e j(ωt+ψx(~r0)) = | ~E(~r0)| Ê(~r0) e j(ωt+ψx(~r0)) (4.46)

y el campo eléctrico oscila en ~r0 según la dirección de polarización definida por el vector unitario

Ê(~r0) =
|Ex(~r0)| x̂± |Ey(~r0)| ŷ ± |Ez(~r0)| ẑ√|Ex(~r0)|2 + |Ey(~r0)|2 + |Ez(~r0)|2

(4.47)

En este caso se dice que la onda está linealmente polarizada 12 en dicho punto.

Resumiendo, las soluciones de 4.43 pueden interpretarse, según el caso, como densidades espec-
trales o como amplitudes complejas de una onda monocromática. En el primer caso, la solución real
en el dominio del tiempo se obtiene mediante la transformada inversa de Fourier y, en el segundo,
la onda monocromática real resulta de multiplicar la solución por el factor ej ω t y quedarse con la
parte real, de forma análoga a la utilizada en la teoŕıa de circuitos ordinaria.

De acuerdo con el tipo de coordenadas en que se resuelvan las ecuaciones 4.43a, se obtendrán
las ondas monocromáticas planas, esféricas, ciĺındricas, etc.

4.4.3. Ondas monocromáticas planas

Las ecuaciones de las ondas monocromáticas, planas y homogéneas, en el vaćıo, se obtienen
transformando espacialmente a las ecuaciones para ondas monocromáticas 4.43 o, lo que es lo
mismo, transformando espacial y temporalmente a las correspondientes en el dominio del tiempo

11Puede incluirse a las ondas monocromáticas entre las transformables por Fourier asignándoles la densidad espectral
singular III.13.

12Más adelante se analizará el caso de la polarización de ondas monocromáticas y planas.
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4.24 13. En este caso, para ondas que viajan en la dirección +~n, los operadores se substituyen por
los términos algebraicos 14

∂

∂ t
→ jω , , ∇ → −j k ~n , , ∇2 → −k2 (4.48)

El resultado de estas transformaciones es el conjunto de ecuaciones algebraicas

(k2 − ω2

c2
) ~E = 0 (4.49a)

~n · ~E = 0 (4.49b)

~B =
k

ω
~n ∧ ~E (4.49c)

donde, de acuerdo con III.16b y análogamente a lo expuesto en la sección anterior, ~E puede in-
terpretarse como una densidad espectral, función de (~k, ω), o como una onda monocromática y
plana

~E(~r, t) = ~E0 ej(wt−k ~n·~r) = ~E0 ejϕ

ϕ = wt− k ~n · ~r = ω t− k ξ = 2π

(
t

T
− ξ

λ

)
(4.50)

~E0, la amplitud compleja de la onda monocromática y plana, es un vector complejo independiente
de ~r y de t y | ~E0| es su módulo, o, simplemente, su amplitud.

~E0 = ~E0r + j ~E0i (4.51)

| ~E0| =
√

~E0 · ~E∗
0 (4.52)

k = 2π/λ es el Número de onda, λ la Longitud de onda y T el periodo. Dividiendo las ecuaciones
4.49 por ejϕ se comprueba que ~E0 es también solución de dichas ecuaciones.

4.49a implica que solo existen soluciones no triviales, distintas de ~E = 0, si se cumple la Relación
de dispersión de las ondas monocromáticas en el vaćıo 15

13Véanse 4.29, III.16a e III.22.
14Mientras no se indique lo contrario, se tomará k como real y positivo, lo cual corresponde a las ondas que se

propagan en el sentido +~n.
15Esta definición de la relación de dispersión de las ondas”no coincide con la que se dió para la relación de dispersión

del medio.en el caṕıtulo anterior, pero ambas son de uso corriente. Son funciones de la frecuencia asociadas al fenómeno
dispersivo.
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k2 =
ω2

c2
⇒ k =

ω

c
= ω

√
ε0 µ0 (4.53)

donde se ha tomado para k el valor positivo.

La velocidad de fase es

vf =
(

d ξ

d t

)

ϕ=cte

=
ω

k
= c (4.54)

es independiente de la frecuencia, por lo que el vaćıo es un medio no dispersivo.

El carácter solenoidal del campo eléctrico se traduce en su ortogonalidad con la dirección de
propagación (4.49b). No es necesario tener en cuenta a la ecuación de Ampère 4.23d puesto que
en este caso equivale a 4.49b y 4.49c, como es fácilmente verificable. Estas ecuaciones definen la
estructura general de las ondas monocromáticas planas 16, la cual, como es lógico, coincide con la
de las ondas planas homogéneas y no monocromáticas.

~n · ~E0 = 0 (4.55a)

~n ∧ ~E0 = c ~B0 , , E0 = cB0 (4.55b)

Las expresiones 4.38, para el vector de Poynting y la densidad de enerǵıa, son aplicables a este
caso si se toman para ~E y ~B sus valores reales. A menudo, especialmente para frecuencias del orden
o superiores al gigaciclo, solo interesan los valores medios de dichas magnitudes. En este caso, como
en C.89, se definen los términos complejos correspondientes 17. De acuerdo con III.26

〈ωem0〉 =
1
2

Re[ωc
em0] =

1
2

Re[ε0 | ~E|2] =
1
2

ε0 | ~E0|2 (4.56a)

〈 ~S0〉 =
1
2

Re[ ~Sc
0] =

1
2

Re[
1
µ0

~E ∧ ~B∗] = c 〈ωem0〉~n (4.56b)

donde 〈 〉 indica el valor medio temporal sobre un periodo.
16Este tipo de ondas suele clasificarse como TEM. En este caso ∇ → −jk ~n y, haciendo ~e = ~r, de acuerdo con lo

tratado en la sección 4.3,

~Xi = −jk A Ψ~n , , ~Xt = −jk B Ψ~n ∧ ~r , , ~Xnt = −C k2 Ψ~n ∧ (~n ∧ ~r)

Los tres tipos de solución resultan mútuamente ortogonales. La primera solución es longitudinal y, como ya se ha
comentado, solo es factible para el campo eléctrico; de éste tipo son las Ondas electrostáticas que se dan en los plasmas
y para las cuales el campo magnético asociado es nulo. En los medios en los que el campo eléctrico es solenoidal, solo
son posibles las soluciones del segundo y tercer tipo. Ambas son transversales a la dirección de propagación ~n aunque
solo la primera lo es también a ~r. A estos modos se les define como de tipo Transversal electromagnético (TEM), a
pesar de que el vector que ahora define la transversalidad es ~n y no ~r.

17En el vaćıo son reales.
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4.4.3.1. Polarización de las ondas planas momocromáticas

Se define como Dirección de polarización de la onda a la dirección de ~E y como Plano de
polarización al que contiene a dicho campo y a la dirección de propagación ~n. La dirección y el
plano de polarización del campo puede variar con el tiempo, en un punto determinado, y a lo largo
de la distancia de propagación, en un instante determinado. Para caracterizar la polarización de una
onda se referirá el campo a un sistema de tres vectores unitarios, ê1, ê2, ê3 que forman un triedro
rectángulo a derechas y definen a los Ejes de polarización 18.

El campo eléctrico de una onda que se propaga en el sentido +~n es, de acuerdo con 4.50,

~E = ~E0 ejϕ (4.57)

Para buscar el triedro mencionado, considérese al número complejo C = ~E2
0 , el cual puede

escribirse, según 4.51, de la forma

C = ~E2
0 = ~E0 · ~E0 = |C| e2 jα (4.58)

donde |C| = √C C∗ es su módulo y 2α = arctg(Im[C]/Re[C]) su fase. Si ahora se define

~e ≡ ~E0 e−jα (4.59)

donde ~e es un vector complejo cuyas partes real e imaginaria son ~er y ~ei

~e = ~er + j ~ei (4.60)

y se sustituye 4.59 en 4.58, se tiene que

~e 2 = |C| = real

Luego, de acuerdo con 4.60

~e 2 = ~e · ~e = e2
r − e2

i + 2 j ~ei · ~er ⇒ ~ei · ~er = 0

Los vectores reales ~er y ~ei son perpendiculares entre śı y, por ser la onda transversal, también lo
son a la dirección de propagación ~n. Estos tres vectores forman, por lo tanto, un triedro rectángulo.

El campo eléctrico complejo viene dado, según 4.57 y 4.59, por

~E = ~e ej(ϕ+α) (4.61)

18Problema 4-8.
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y el real, según 4.60, por 19

~E = Re[ ~E] = Re
[
~er ej(ϕ+α) + ~ei e

j(ϕ+α+π/2)
]

(4.62)

donde se ha escrito j = ejπ/2.

Para representar al campo en función del tiempo, en el frente de onda ξ = ξ0, se escribe

ϕ + α = ωt + δ , , δ = α− kξ0

y se toma un sistema de vectores unitarios de referencia (êα) que formen un triedro rectángulo a
derechas

~er = er ê1 , , ~ei = ± ei ê2 , , ~n = ê3

Para asegurar que estos vectores unitarios formen un triedro a derechas, se elige el signo + si
~er ∧ ~ei = +ẑ y el − si ~er ∧ ~ei = −ẑ. Se verá a continuación que en el primer caso las ondas están
polarizadas a izquierdas y en el segundo a derechas.

Efectivamente, teniendo en cuenta que −1 = e−jπ, las componentes del campo con respecto a
esta base son

~E(ξ0, t) = Re
[
ê1 er ej(ωt+δ) ± ê2 ei e

j(ωt+δ+π/2)
]

=

= Re
[
ê1 er ej(ωt+δ) + ê2 ei e

j(ωt+δ±π/2)
]

(4.63)

~E = E1 ê1 + E2 ê2 (4.64)

Si se normalizan las componentes del campo, de la forma

X1 =
E1

er
= cos(ωt + δ) (4.65a)

X2 =
E2

ei
= cos(ωt + δ ± π/2) = ∓sen(ωt + δ) (4.65b)

y se elimina el ángulo en estas ecuaciones paramétricas, se comprueba que el vector ~X = (X1, X2)
describe, en general, una circunferencia en el plano ξ0 y el campo una elipse cuyos semiejes son erê1

y eiê2 (véase la figura 4.5).

19Se empleará la misma notación para los vectores reales y complejos, por lo que la igualdad ~E = Re[ ~E] no es una
errata.
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Figura 4.5: Polarización

La onda tendrá Polarización eĺıptica si er 6= ei, Polarización circular si er = ei y Polarización
lineal si er = 0 ó ei = 0.

En cuanto al sentido de giro del campo, el ángulo que ~X forma con el eje ê1 es, de acuerdo con
la figura y con 4.65,

θ = arctg[
X2

X1
] = ∓(ωt + δ) ⇒ d θ

d t
= ∓ω (4.66)

El campo eléctrico, y el magnético, giran a derechas alrededor de la dirección de propagación ~n,
Polarización a derechas, si d θ

d t = +ω, lo que corresponde a un signo (−) en el cos(ωt + δ ± π/2) de
la expresión 4.65b (la componente X1 está adelantada en π/2 con respecto a la componente X2 ) y
a ~er ∧ ~ei = −z̃. En caso contrario, el campo gira a izquierdas y la onda posee una (Polarización a
izquierdas).

Por último, es importante comprobar que una onda con polarización arbitraria, ecuación 4.64,
puede ser descompuesta en la suma de dos ondas lineal o circularmente polarizadas, lo que permite
expresar a las soluciones generales en función cualesquiera de estos tipos de solución 20.

4.4.3.2. Propiedades relativistas

Las ondas planas monocromáticas participan de las propiedades relativistas de las ondas planas,
pero es necesario investigar las propiedades de transformación de nuevos parámetros como la fre-
cuencia ω y el número de onda k. Ambos, junto con la dirección de propagación, cuyas leyes de
transformación han sido establecidas para las ondas planas en general, serán incluidos en un tetravec-
tor. Asimismo, se estudiarán las leyes de transformación de la enerǵıa y la cantidad de movimiento
de un paquete de ondas, como śımil clásico del fotón.

20Problema 4-10.
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Tetravector de onda :

Se pueden tomar diversos caminos para encontrar las leyes de transformación de ω y de k y para
demostrar que la fase ϕ es un escalar 21. Aqúı se hará de la siguiente forma:

Las componentes de las ondas planas monocromáticas tienen la forma genérica de la expresión
4.50

Ψ(~r, t) = Ψ0 ejϕ(~r, t)

En particular, puesto que el tetravector del potencial de Lorenz cumple la condición tensorial
de contraste

⇒
∇ · ⇒A=

⇒
∇ ·

(⇒
A0 ejϕ(~r, t)

)
= 0

y la amplitud
⇒
A0 es una constante, se cumple que

⇒
∇ ϕ(~r, t)· ⇒A= 0

Dado que
⇒
A es un tetravector,

⇒
k≡

⇒
∇ ϕ(~r, t) ⇒ ki =

∂ ϕ

∂ xi
= (

ω

c
, ~k) = k(1, ~n) (4.67)

también lo es; se denomina Tetravector de onda. De aqúı se deduce que ω y k = ω/c se transforman
según

ω′ = ω γ(1− β nx) (4.68)

que es la misma ley 4.40 que se obtuvo para la amplitud de la onda. Por lo tanto

ω′

k′
=

ω

k
= escalar , ,

ω′

A′
=

ω

A
= escalar (4.69)

Por otra parte, es fácil de comprobar que

ϕ =
⇒
k · ⇒s (4.70)

lo que asegura que ϕ es un escalar que no es invariante frente a las traslaciones de origen entre
sistemas de referencia, puesto que

⇒
s tampoco lo es.

21Véanse los problemas 1-12 y 2-17 .
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Efecto Doppler :

La expresión 4.68 es la versión relativista del efecto Doppler clásico, el cual describe la diferencia
en los tonos (frecuencias) percibidos por un observador según el foco emisor se acerque (aumenta
la frecuencia) o se aleje del mismo (disminuye la frecuencia). Supóngase que un emisor, viajando a
velocidad uniforme β con respecto al observador, radia ondas planas monocromáticas cuya frecuen-
cia, medida en el sistema del emisor S ′, es ω0. El observador, situado en S, percibe una onda de
frecuencia ω procedente de una dirección ~n. Sustituyendo los datos anteriores en 4.68, se obtiene

ω =
ω0

γ(1− β nx)
(4.71)

que relaciona a la frecuencia observada con la frecuencia emitida y con parámetros medibles por el
propio observador.

Este efecto Doppler incluye, como es lógico, al clásico, que es longitudinal, pero también contiene
una contribución transversal. Como se muestra en la figura 4.6, nx > 0 cuando la fuente emisora se
acerca y nx < 0 cuando ésta se aleja. El efecto longitudinal es máximo cuando la incidencia de la
onda es frontal: ~n = (nx = ±1, 0, 0), donde el signo (+) corresponde a un foco que se acerca y el
(−) a otro que se aleja.

V V

n nx x <0>0

S

S’ S’

foco que se acerca foco que se aleja

Figura 4.6: Efecto Doppler

ωl =
ω0

γ(1∓ β)
(4.72)

donde ωl representa al Efecto Doppler longitudinal. En el ĺımite de baja velocidad, éste coincide con
el efecto no relativista

ĺım
β¿1

ωl = ω0 (1± β)

Además incluye a un nuevo efecto, el Efecto Doppler transversal, debido a la presencia de γ en
la fórmula. El efecto será puramente transversal cuando (nx = 0)
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ωt =
ω0

γ
= ω0

√
1− β2 (4.73)

Como puede comprobarse, este efecto es de segundo orden en β para velocidades no relativistas

ĺım
β¿1

ωt = ω0 (1− 1
2

β2)

por lo que suele quedar enmascarado por el longitudinal que es de primer orden (véase [Matveyev]
o [Ohanian] para la descripción de la experiencia de Ives 22).

Tetravector enerǵıa-momento de un paquete de ondas :

Considérese a un paquete de ondas cuasi-monocromático, de frecuencia ω. Si se quiere obtener
la enerǵıa que dicho paquete contiene, según los observadores de un sistema S, se puede utilizar
una red de detectores que, en un instante determinado t, mida el campo electromagnético en cada
punto. La enerǵıa del paquete W se deduce integrando la densidad de enerǵıa sobre el volumen en
que ésta es distinta de cero. La misma operación puede hacerse desde S ′ para obtener W ′.

W =
∫

Vc

ωem0 dvc , , W ′ =
∫

V ′c
ω′em0 dv′c

Si se quiere encontrar la ley de transformación para W , surge la dificultad de que, si bién se
conoce como se transforma ωem0, los volúmenes Vc y V ′c no son los ocupados por el campo en su
sistema propio, puesto que éste se mueve con velocidad c y es, en consecuencia, un sistema singular
e inaccesible. Para resolver esta dificultad se abordará el problema mediante un proceso de ĺımite:

Sea V0 un volumen propio del sistema S0 que se mueve con respecto a los sistemas S y S ′con
las velocidades ~U y ~U ′. Las medidas impropias de ese volumen, V desde S y V ′ desde S ′, son el
resultado de la contracción de V0 por los factores γ(U) y γ(U ′). Aśı pues

V
V ′ =

γ(U ′)
γ(U)

= γ(V ) (1−
~V · ~U

c2
)

donde se ha utilizado la ley de transformación de los factores γ 1.42 con γ = γ(V ), γp → γ(U),
γ′p → γ(U ′) y β βpx = ~V ·~v

c2
→ ~V ·~U

c2
.

Si ahora se hace tender a ~c = c~n a la velocidad ~U con que se mueve el sistema S0 respecto al
S, se obtiene

ĺım
U→c

V
V ′ = γ (1− β nx) =

ω′

ω
=

A′

A
=

√
ω′em0√
ωem0

22Problema 4-13.
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Según este resultado, las imágenes del volumen propio del paquete de ondas se transforman
entre śı como las inversas de la frecuencia, de la amplitud y de la ráız cuadrada de la densidad de
enerǵıa (véanse las relaciones 4.68 y 4.69).

De esto se deduce que la enerǵıa del paquete se transforma como la frecuencia

W ′ = W γ (1− β nx) (4.74)

lo que permite definir al escalar invariante

Ih ≡ W

ω
(4.75)

La cuantificación del campo electromagnético asigna a este invariante, para el fotón, el valor de
la constante de Planck racionalizada, por lo que el cuanto de enerǵıa correspondiente es

Wf = ~ω (4.76)

Por lo que respecta a la cantidad de movimiento transportada por el paquete,

~G =
∫

Vc

~g0 dvc =
1
c2

∫

Vc

~S0 dvc =
~n

c

∫

Vc

ωem0 dvc =

=
~n

c
W = Ih

ω

c
~n = Ih

~k

Por analoǵıa con las part́ıculas (2.18), el Tetravector enerǵıa-cantidad de movimiento del paquete
de ondas puede escribirse como, véase 4.67,

⇒
G= Ih

⇒
k ⇒ Gi = (

W

c
, ~G) (4.77)

que es manifiestamente un tetravector porque Ih es un escalar y
⇒
k un tetravector.

En el caso de un fotón

⇒
p f= ~

⇒
k (4.78)

donde ~ es la constante de Planck racionalizada.
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4.4.4. Ondas monocromáticas esféricas

Por las razones expuestas en la sección 4.3, una forma conveniente de obtener las soluciones de
la ecuación vectorial de las ondas esféricas es por medio de los potenciales de Debye que en este
caso son solución de la ecuación

(∇2 + k2)Ψ(r, θ, ϕ) = 0 , , k =
ω

c

cuya solución general, como puede verse en [Stratton]-[Panofsky y Phillips]-[Jackson]-[Reitz et al.]-
[Vanderlinde], viene dada por la combinación lineal de las soluciones independientes

Ψlm = fl(kr) Ylm(θ, ϕ) (4.79)

donde Ylm son los Armónicos esféricos de orden (l, m). Si solo se busca a aquellas soluciones rela-
cionadas con las ondas que viajan alejándose del origen de coordenadas,

fl(kr) = hl(kr) ≡
√

π

2 kr

[
Jl+ 1

2
(kr)− j Nl+ 1

2
(kr)

]
(4.80)

donde k se toma como real para que las ondas sean propagativas y el signo (−) corresponde a
aquellas que viajan hacia afuera. hl es una de las Funciones de Hankel, la otra lleva el signo (+) y
corresponde a ondas que inciden hacia el origen. En el ĺımite para kr À 1

ĺım
krÀ1

hl = jl+1 1
kr

e−j kr (4.81)

por lo que, al multiplicar por ej ωt resultan ondas cuya fase es ϕ = ωt− kr. Sus superficies de igual
fase, o frentes de fase, son esféricas y se propagan en la dirección requerida; estas ondas no son
homogéneas porque el armónico esférico hace que sobre la superficie del frente de fase la amplitud
sea función de θ y de φ. Jl+ 1

2
son las Funciones de Bessel y Nl+ 1

2
las Funciones de Neumann de

orden(l + 1
2).

Si se le asigna a Ψ la dimensión [V.L−1] y se toma ~e = ~r, los modos TE pueden definirse como 23

~ETE
lm = ∇∧ (~r Ψlm) , , ~BTE

lm =
−1
jω
∇∧ [∇∧ (~r Ψlm)] (4.82)

(ETE
r )lm = 0 (4.83a)

(ETE
θ )lm = −jm

1
sen θ

Ψlm (4.83b)

(ETE
ϕ )lm =

∂

∂ θ
Ψlm (4.83c)

23La obtención de ETE es sencilla. Para la de BTE véase [Stratton]-[Panofsky y Phillips]. La dependencia de Ψlm

con ϕ es ej mϕ ⇒ ∂
∂ ϕ

→ jm.
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(BTE
r )lm =

j l(l + 1)
c

1
kr

Ψlm (4.84a)

(BTE
θ )lm =

j

c

1
kr

∂2

∂r∂θ
(r Ψlm) (4.84b)

(BTE
ϕ )lm =

−m

c

1
kr

1
sen θ

∂

∂r
(r Ψlm) (4.84c)

Los campos TE, o de tipo M (magnético), corresponden a los producidos por multipolos
magnéticos de orden 2l, donde l 6= 0 puesto que los campos se anulan para l = 0. El ı́ndice m
denota la simetŕıa del multipolo (véase la bibliograf́ıa). De forma análoga, los campos TM, o de
tipo E, corresponden a los producidos por multipolos eléctricos. Estos campos vienen dados por

~BTM
lm =

1
c
∇∧ (~r Ψlm) , , ~ETM

lm =
1
jk
∇∧ [∇∧ (~r Ψlm)] (4.85)

(BTM
r )lm = 0 (4.86a)

(BTM
θ )lm =

jm

c

1
sen θ

Ψlm (4.86b)

(BTM
ϕ )lm =

−1
c

∂

∂ θ
Ψlm (4.86c)

(ETM
r )lm = j l(l + 1)

1
kr

Ψlm (4.87a)

(ETM
θ )lm =

j

kr

∂2

∂r∂θ
(r Ψlm) (4.87b)

(ETM
ϕ )lm = −m

1
kr

1
sen θ

∂

∂r
(r Ψlm) (4.87c)

La asociación de estas soluciones esféricas de las ecuaciones de onda a campos producidos por
multipolos es especialmente conveniente para aproximar el desarrollo general multipolar de los
campos de radiación de un sistema extenso de cargas y corrientes.

4.5. Ondas en medios materiales

El objetivo de ésta sección es el de ilustrar los modos fundamentales de propagación en medios
materiales ilimitados. Como se ha apuntado anteriormente los medios que se toman en consideración
son lineales, homogéneos, isótropos y con propiedades independientes del tiempo. En el apéndice D
se trata el caso de los medios anisótropos, el de los medios limitados y el de la propagación guiada.
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4.5.1. Ondas planas, homogéneas y monocromáticas

Aunque aqúı solo se considere a la propagación en medios no dispersivos, en el sentido de las
definiciones del caṕıtulo anterior 24, la extensión de esta cuestión al caso dispersivo no presenta
dificultad. Dado que, por su simplicidad, éste puede ser considerado como el tipo fundamental de
onda, la exposición de sus caracteŕısticas y propiedades se hará con un cierto detalle.

4.5.1.1. Ecuaciones de los campos

Las ecuaciones de las ondas planas homogéneas y monocromáticas en este tipo de medios son
formalmente análogas a las correspondientes del vaćıo 4.49. Transformando espacialmente a las
ecuaciones 4.12 se tiene

(k2 + γ2) ~E = 0 (4.88a)

~k · ~E = 0 (4.88b)

~H =
1

ω µ
~k ∧ ~E (4.88c)

ecuaciones en la que el término −ω2

c2
es substituido por el cuadrado de la constante compleja de

propagación +γ2 (4.12a)

γ2 ≡ jω µσ − ω2µ ε (4.89)

γ es consecuentemente compleja y posee una parte real además de la imaginaria 25. En lo que
sigue, esta constante se escribirá con la notación

γ ≡ α + j β (4.90)

donde α y β se tomarán en un principio como reales y positivas 26. La primera es la Constante de
atenuación y la segunda la Constante de propagación o número de onda.

Para que el campo ( ecuación 4.88a) pueda tener soluciones no nulas, debe cumplirse que

k2 = −γ2

24Tambien se dice que un medio conductor, disipativo, es dispersivo en cuanto que la velocidad de fase de las ondas
es función de la frecuencia.

25En el caso de medios dispersivos, las constantes ε, µ y σ son complejas pero el tratamiento correspondiente es
análogo.

26En el apéndice D se considera la conveniencia de dar a β y a ~n valores complejos.
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De otra forma, tomando solo la ráız que corresponde a las ondas que viajan en el sentido +~n,

k = −j γ = β − j α ⇒ ~k ≡ k ~n = −j γ ~n ≡ −j ~γ (4.91)

con lo que el operador ∇, de acuerdo con 4.48, puede sustituirse, cuando se aplica a este tipo de
ondas, por

∇ → −γ ~n (4.92)

Substituyendo k por −j γ en 4.50, se obtienen las expresiónes para los campos de la onda que
viaja en el sentido +~n:

~Ψ(~r, t) = ~Ψ0 e−γ ~n·~r ejw t = ~Ψ0 e−α~n·~r ej(wt−β ~n·~r) = ~Ψ0 e−
ξ
δ ejϕ (4.93)

donde ~Ψ representa a cualquiera de los campos, se ha definido la Profundidad de penetración

δ ≡ 1
α

(4.94)

distancia a lo largo de la cual la amplitud de la onda se atenúa en 1/e, y se ha redefinido la fase 27

ϕ = wt− β ~n · ~r (4.95)

Como puede comprobarse, los planos de igual amplitud e−αξ = cte y los de igual fase φ = cte
coinciden con los ξ = cte.

La constante de propagación β juega el mismo papel en el medio que k en el vaćıo, por lo que
la longitud de onda en el primero, el periodo espacial de la fase, viene dada por

λ =
2π

β
(4.96)

4.5.1.2. Relaciones de estructura

Las relaciones de estructura en éste contexto son análogas a las del vaćıo, con la salvedad de
que es necesario reemplazar al número de onda por el factor de propagación complejo de acuerdo
con 4.91. Las ecuaciones 4.49b y 4.49c pueden ahora escribirse de la forma

~n · ~E0 = 0 (4.97a)

~H0 =
1
Z

~n ∧ ~E0 (4.97b)

27Nótese que en el vaćıo γ = j k y β = k y que, por lo tanto, esta definición de la fase incluye a la dada en 4.50.
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donde aparece el término Z, definido como la Impedancia del medio. Su valor para el vaćıo es

Z0 =
√

µ0

ε0
' 120π Ω ' 377Ω (4.98)

En general

Z =
jω µ

γ
=

ω µ (β + j α)
α2 + β2

=
√

µ

εc

|Z| =
ω µ√

α2 + β2
, , ϕZ = arctg(

α

β
) (4.99)

La definición de la Constante dieléctrica compleja equivalente

εc ≡ ε

(
1 +

σ

jω ε

)
(4.100)

análoga a la de C.55, presta a la impedancia y a las ecuaciones de Maxwell, como en el caso del
plasma considerado en el apéndice C, una expresión análoga a la que corresponde a un dieléctrico
dispersivo no conductor. Efectivamente

∇∧ ~H = σ ~E + jω ε ~E = jω εc ~E

Como se muestra en la figura 4.7, los vectores ~E, ~H y ~n forman también aqúı un triedro rectángulo
a derechas.

El campo eléctrico viene dado por (4.93)

~E(~r, t) = ~E0 e−γ ~n·~r ejw t (4.101)

~E0, la amplitud compleja del campo eléctrico, debe cumplir la condición de ortogonalidad con ~n
exigida por la ecuación 4.97a, lo que implica que, una vez establecida la dirección de propagación,
de las tres componentes de dicho campo solo dos, las transversales, pueden elegirse arbitrariamente.
La amplitud compleja del campo magnético ~H0 queda determinada por 4.97b. En medios no con-
ductores, ~H está en fase con ~E pero, en general, sufre un retraso de ϕZ con respecto a éste último:

~H(~r, t) =
~n ∧ ~E0

|Z| e−γ ~n·~r ej (wt−ϕZ) (4.102)
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E

H

n

Figura 4.7: Relación de estructura

4.5.1.3. Relaciones de dispersión de la onda en el medio; Factor Q

Como se deduce de 4.89, γ es función de la frecuencia; α = α(ω) y β = β(ω). Estas funciones
son las Relaciones de dispersión de la onda plana en el medio y se expresan de forma conveniente
en función de los parámetros

β0 = βσ=0 = ω
√

µ ε (4.103)

, valor de la constante de propagación cuando σ = 0, y del Factor Q, o factor de calidad, del medio
para la onda. Una forma significativa de definir a éste factor es como el producto de 4π por la razón
entre los valores medios temporales de la enerǵıa eléctrica Wae almacenada en un volumen V, por
el campo eléctrico ~E, y la Wdj disipada por efecto Joule, durante un periodo T. Q es, por lo tanto,
el factor adimensional

Q ≡ 4 π
〈Wae〉
〈Wdj〉 = 2ω

〈Wae〉
〈Pdj〉 =

ω ε

σ
= ω τ (4.104)

donde τ = ε
σ es la constante de relajación del medio, 〈Pdj〉 = 1

2 σ | ~E|2 V la potencia disipada en V,
T el periodo de la onda, 〈Wae〉 = 1

4 ε | ~E|2 V y 〈Wdj〉 = 〈Pdj〉T .

Puede comprobarse que Q expresa también la relación entre la corriente de desplazamiento
~D = jω ~D y la de conducción ~

Q =
|~D|
|~| (4.105)

El factor de calidad toma valores comprendidos entre Q = 0, para los Conductores ideales, y
Q = ∞, para los Dieléctricos ideales. Entre estos extremos, se considera que un medio es Buen
conductor si Q ¿ 1 y Buen dieléctrico si Q À 1. La figura 4.8

propone al intervalo Q ∈ (0,1, 10) para caracterizar a aquellos medios que no están comprendidos
en ninguna de éstas categoŕıas pero, evidentemente, la significación de estos criterios de clasificación
dependen de la precisión con que se aborde a una experiencia concreta.
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oo0.1 1010

conductor

ideal

dieléctrico

ideal

Q=

dieléctricoconductor

buen buen

Figura 4.8: Clasificación de medios no dispersivos

Las relaciones de dispersión α(ω) y β(ω) se obtienen resolviendo el sistema de ecuaciones 28

α2 − β2 = −ω2µ ε

2αβ = ω µ σ

que resulta de sustituir 4.90 en 4.89 y separar las partes real e imaginaria de la ecuación resultante.
Las ráıces reales y positivas de las ecuaciones anteriores son
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Figura 4.9: Relaciones de dispersión de la onda

α =
β0√

2

[(
1 +

1
Q2

) 1
2

− 1

] 1
2

(4.106a)

β =
β0√

2

[(
1 +

1
Q2

) 1
2

+ 1

] 1
2

(4.106b)

Como puede verificarse en las ecuaciones anteriores y se representa en la figura 4.9, en los buenos
conductores ambas constantes tienden a igualarse mientras en los buenos dielécticos la de atenuación
se hace muy pequeña y la de propagación tiende a β0.

28Problema 4-14.
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En la figura 4.10 se representa a los campos en función de ξ/λ; está normalizados de forma que
~E(ξ = 0) = 1. En un buen dieléctrico ambos campos están en fase y se atenúan muy poco a lo largo
de su propagación, en los medios con Q ∼ 1 son notables la atenuación y el desfase y, por último,
en los buenos conductores la atenuación disipa a la onda en una distancia del orden de λ = 2π δ y
el retraso de ~H con respecto a ~E se aproxima al ĺımite de λ/8.
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Figura 4.10: Ondas en medios

El caso de los medios dispersivos no es esencialmente distinto del que aqúı se ha expuesto pero,
como las constantes del medio son complejas y dependen de la frecuencia, las expresiones de las
constantes de atenuación y propagación son más complicadas. No obstante, cuando los medios son
magnéticamente no dispersivos, la ecuación de Ampère puede escribirse en función de las constantes
equivalentes, definidas en el apéndice C,
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σeq ≡ σ′ + ω ε′′ , , εeq ≡ ε′ − σ′′

ω
(4.107)

como

∇∧ ~H = (σeq + jω εeq) ~E

Las constantes equivalentes pueden ser utilizadas, en el lugar de σ y de ε, en las expresiones
anteriores para obtener α y β 29.

4.5.1.4. Velocidades de fase y de grupo

La velocidad de fase en un medio viene dada por

vf =
(

∂ ξ

∂ t

)

φ=cte

=
ω

β
(4.108)

En la figura 4.11 se muestra la variación de la velocidad de fase relativa vf/v0, donde v0 =
(vf )σ=0, frente a Q.
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Figura 4.11: Velocidad de fase en función de Q

Según puede verse, la velocidad de fase es nula para los conductores ideales (la onda no se
propaga) y crece rápidamente en función de Q dentro de la zona donde Q ∼ 1. Si se considera
que el medio está determinado y que ω es la variable, se comprueba que en esta zona dicho medio

29Problema 4-14.
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dispersa fuertemente a la onda 30 porque la velocidad de fase de cada componente espectral de un
paquete de ondas vaŕıa rápidamente con la frecuencia. Para Q À 1 (ω À 1

τ ), la velocidad de fase
es prácticamente independiente de la frecuencia y el paquete sufre una dispersión pequeña.

Además de esta velocidad, pueden definirse otras velocidades que describen aproximadamente
la propagación de ondas espectralmente complejas. De particular interés es la velocidad de grupo
que mide, cuando su definición tiene sentido, la velocidad con que se propaga la forma global de
un paquete de ondas. Dado que, en general, cada componente armónico tiene una velocidad de fase
distinta y se atenúa con la distancia también de forma diferente, los paquetes de onda se deforman
según se propagan a través de medios disipativos y dispersivos. No existe un tratamiento anaĺıtico
general que permita caracterizar la propagación de grupos de ondas a través de medios altamente
dispersivos mediante un solo parámetro; ésto solo es posible cuando el paquete espectral tiene un
ancho de banda relativamente estrecho 31 y las relaciones de dispersión son funciones de ω suaves
dentro del rango de frecuencias del grupo. En la figura 4.12a se muestra como la amplitud del campo
de un paquete de ondas se dispersa conforme se propaga a través de un dieléctrico dispersivo de
segundo orden. En 4.12b se comparan los distintos grados de dispersión del grupo, al propagarse
hasta un punto determinado, en función de la relación existente entre el ancho de banda ∆ω del
espectro del grupo y la de la resonancia ω0 del medio. Cuanto mayor sea el solapamientro del
espectro del paquete con la relación de dispersión del medio, más importante será la deformación
que sufra la forma del primero.
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Figura 4.12: Propagación de un grupo de ondas

Para simplificar, se supondrá que α es despreciable. En el punto ξ = 0 se genera una onda en la
dirección positiva ξ > 0. Su amplitud en el origen es

30Existe un cierto grado de ambigüedad en la definición de medio dispersivo. Si se define como medio dispersivo a
aquel en el que la velocidad de fase vaŕıa con la frecuencia, habŕıa que incluir entre éstos a los ”no dispersivos”, según
la definición del caṕıtulo anterior, que son conductores. Como se acaba de ver, para que las diversas componentes de
una onda no monocromática ”se dispersen”durante su propagación, basta con que σ 6= 0.

31Según la relación de incertidumbre III.29 la anchura, o duración, temporal del pulso seŕıa relativamente grande”.
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f(0, t) = f(t) =
∫ ∞

−∞
f(ω) ejω t dω

pero, como se trata de una onda que se propaga en la dirección ξ > 0, el argumento para ξ 6= 0 de
cada una de sus componentes espectrales no es ω t = (ϕ)ξ=0, sino ω t− β(ω) ξ, luego

f(ξ, t) =
∫ ∞

−∞
f(ω) ej(ω t−β(ω) ξ) dω

Para un paquete de ondas, centrado en la frecuencia ω0 y cuya densidad espectral f(ω) sea
despreciable fuera de un intervalo de varias anchuras de banda Iω = (ω0 − n∆ω, ω0 + n ∆ω)

f(ξ, t) '
∫

Iω

f(ω) ej(ω t−β(ω) ξ) dω (4.109)

Si β(ω) es una función suave de forma que, dentro del intervalo Iω y alrededor de su frecuencia
central, pueda aproximarse en primer orden de ω,

β(ω) ' β(ω0) +
(

d β

dω

)

ω0

(ω − ω0) ≡ β0 +
(ω − ω0)

vg

donde β0 = β(ω0) y 1
vg

=
(

d β
d ω

)
ω0

.

Sustituyendo la aproximación anterior en 4.109 y sacando fuera de la integral a los factores que
no dependen de la frecuencia, se tiene que

f(ξ, t) ' e
j (

ω0
vg
−β0) ξ

∫

Iω

f(ω) e
jω (t− ξ

vg
)
dω

' e
j (

ω0
vg
−β0) ξ

f(0, t− ξ

vg
)

de donde se deduce que el valor absoluto de la amplitud de la onda en (ξ, t)

|f(ξ, t)| = |f(0, t− ξ

vg
)|

es el mismo que ésta teńıa en el origen en un tiempo anterior en ∆t = ξ
vg

. Esto significa que la
forma del paquete se mueve con la Velocidad de grupo

vg '
(

dω

dβ

)

ω0

(4.110)
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Conviene resaltar el carácter aproximado del concepto de velocidad de grupo: su validez se limita
a aquellos medios en los que la dispersión es suficientemente pequeña o a paquetes cuya anchura
espectral sea lo bastante estrecha. A pesar de lo anotado, éste es un concepto de gran utilidad
práctica. La figura 4.13 muestra la relación geométrica entre las velocidades de fase y de grupo y la
curva de dispersión ω(β).

arctg v

arctg v

g

f

ω

β

ω(β)

Figura 4.13: Velocidades de fase y de grupo

4.5.1.5. Almacenamiento, disipación y propagación de enerǵıa

Para expresar de forma concreta a los términos que intervienen en los balances energéticos de
ondas planas monocromáticas, se considera a una onda linealmente polarizada en la dirección del
eje x y propagándose en la dirección del eje z. Su expresión compleja es

~E(z, t) = E0 e−αz ej(ωt−βz) x̂

~H(z, t) =
E0

|Z| e
−αz ej(ωt−βz−ϕZ) ŷ

donde E0 se toma como real para no arrastrar una fase constante adicional en ambos campos 32.

Los campos reales son

~E(z, t) = Re[ ~E(z, t)] = E0 e−αz cos(ωt− βz) x̂

~H(z, t) = Re[ ~H(z, t)] =
E0

|Z| e
−αz cos(ωt− βz − ϕZ) ŷ (4.111)

de donde pueden obtenerse los valores reales del vector de Poynting ~S(~r, t), de la densidad de enerǵıa
ωem(~r, t) y de la potencia disipada por unidad de volumen d Pd(~r, t)

d v

32La polarización seŕıa eliptica si se le añade un campo eléctrico en la dirección del eje y y las amplitudes se toman
como complejas y con distinta fase: E0x = |E0x|ejϕ0x y E0y = |E0y|ejϕ0y .
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~S(z, t) = E H ẑ =
1
2

E2
0

|Z| e
−2 αz


cosϕZ︸ ︷︷ ︸

(a)

+ cos(2ωt− 2βz − ϕZ)]︸ ︷︷ ︸
(b)


 ẑ (4.112)

ωem(z, t) =
1
2
(εE2 + µH2) =

E2
0

4
e−2 αz





ε


 1︸︷︷︸

(a)

+ cos(2ωt− 2βz)︸ ︷︷ ︸
(b)


+

+
µ

|Z|2


 1︸︷︷︸

(a)

+ cos(2ωt− 2βz − 2ϕZ)︸ ︷︷ ︸
(b)








(4.113)

dPd(z, t)
d v

= σ E2 =
1
2

σ E2
0 e−2 αz


 1︸︷︷︸

(a)

+ cos(2 ωt− 2βz)︸ ︷︷ ︸
(b)


 (4.114)

Estas magnitudes son cuadráticas en las amplitudes de los campos y presentan las siguientes
caracteŕısticas:

- Pueden desglosarse en dos tipos de sumandos: los (a), asociados a su valor medio, y los (b),
correspondientes a magnitudes oscilantes de media nula.

- Su constante de atenuación 2α, su frecuencia 2ω y su constante de propagación 2β son el
doble de las correspondientes a las amplitudes.

- El vector de Poynting puede tener las direcciones ±~n, según el valor de la fase de la impedancia
ϕZ , mientras que los otros dos términos son positivos en medios no dispersivos.

Los valores medios pueden obtenerse directamente de las magnitudes complejas:

〈 ~S〉(z) =
1
2

Re[ ~Sc] =
1
2

Re[ ~E ∧ ~H∗] =
1
2

Re[Z]
|Z|2 e−2 αz |E0|2 ẑ (4.115a)

〈ωem〉(z) =
1
2

Re[
1
2
(ε ~E · ~E∗ + µ ~H · ~H∗)] =

|E0|2
4

e−2 αz (ε +
µ

|Z|2 ) (4.115b)

〈dPd

d v
〉(z) =

1
2

Re[σ ~E · ~E∗] =
1
2
σ |E0|2 e−2 αz (4.115c)

Las magnitudes energéticas asociadas a grupos de onda, totalizadas a lo largo del tiempo, pueden
calcularse directamente en el dominio de la frecuencia con la ayuda del teorema de Parseval III.25.
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Aśı, pues, la enerǵıa total que atraviesa una superficie S debida a un paquete de ondas cuyas
amplitudes reales sean ~E(~r, t) y ~H(~r, t) es

WS =
∫ t=∞

t=−∞

∫

S
{ ~E(~r, t) ∧ ~H(~r, t)} · d~s dt = 2π

∫ ω=∞

ω=−∞

∫

S
{ ~E(~r, ω) ∧ ~H∗(~r, ω)} · d~s dω

= 4π

∫ ω=∞

ω=0

∫

S
Re[ ~Sc(~r, ω)] · d~s dω (4.116)

De forma análoga puede calcularse la enerǵıa depositada por el paso de un paquete de ondas a
través de un determinado volumen V del medio.

4.5.1.6. Buenos dieléctricos y buenos conductores

En las aplicaciones más simples los medios pueden considerarse como conductores o dieléctri-
cos ideales. En otros muchos casos de importancia práctica pueden ser considerados simplemente
como buenos y aproximar sus parámetros incluyendo aquellos términos que permiten expresar los
efectos de primer orden asociados a la desviación de la idealidad. A continuación se consideran las
aproximaciones pertinentes de los parámetros de propagación bajo estos supuestos.

Buenos dieléctricos :

Los buenos dieléctricos se caracterizan por su alto valor del factor de calidad, por lo que las
constantes α y β pueden aproximarse en función de x = 1

Q ¿ 1. Reteniendo solo hasta los términos
en x2 de la serie de Taylor, se obtiene

α ' σ

2

√
µ

ε
, , β ' β0

[
1 +

1
8Q2

]
(4.117)

Dentro de esta aproximación, todas las componentes armónicas de un grupo de ondas se atenúan
en la misma medida pero existe una pequeña dispersión de segundo orden que se traduce en una
velocidad de fase dependiente de la frecuencia pero próxima a v0 = 1√

µ ε .

vf ' v0

[
1− 1

8Q2

]
(4.118)

Derivando β con respecto a ω en 4.117, particularizando a la frecuencia central del paquete y
aproximando hasta el segundo orden en x, se obtiene una velocidad de gupo que también es próxima
a v0

vg ' v0

[
1 +

1
8Q2

0

]
(4.119)

donde Q0 = (Q)ω=ω0
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Buenos conductores :

En el caso opuesto de los buenos conductores Q ¿ 1 y x = 1
Q À 1 por lo que, despreciando la

unidad frente a x en 4.106,

α ' β ' β0√
2Q

=
√

ω µσ

2
(4.120)

En este caso la profundidad de penetración de los campos

δ =
1
α
' λ

2π
'

√
2

ω µσ
=

√
Q√
2π

λ0 ¿ λ0 (4.121)

es pequeña, comparada con λ y con λ0 = 2 π
β0

, por lo que se le denomina Profundidad pelicular.

Los campos prácticamente no se propagan, dado que su velocidad de fase es muy pequeña, y se
amortiguan rápidamente, como se muestra en la figura 4.10 y en la expresión

~E = ~E0 e−
ξ
δ ej (ωt− ξ

δ
) (4.122)

En una longitud de onda λ = 2π δ, se atenúa aproximadamente por el factor 2 10−3.

En cuanto a la impedancia del medio, toma los valores

Z ' (1 + j)
√

ω µ

2σ
, , |Z| '

√
ω µ

σ
, , ϕZ ' π

4
(4.123)

En los conductores ideales Z = 0.

4.6. Problemas

4-1. Demostrar que ~Xt y ~Xnt son soluciones de la ecuación de onda vectorial 4.13 y que ~Xt =
− 1

C γ2 ∇∧ ~Xnt, por lo que estos dos campos son fuente vectorial el uno del otro.

SOLUCION :

En el texto se indican los pasos fundamentales para la demostración de que ~Xt es
solución de la ecuación vectorial de onda

∇
[
∇ · ~Xt

]
−∇ ∧

[
∇∧ ~Xt

]
− γ2 ~Xt = 0

Partiendo de este punto, se demostrarán las otras dos cuestiones del enunciado.
En primer lugar, dado que ~Xnt = C∇∧ ~Xt y que ∇ · ~Xt = 0, se tiene que

~Xt = − 1
C γ2

∇∧ ~Xnt
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Por último, hallando el rotacional de la expresión anterior y teniendo en cuenta la
definición de ~Xnt y que su divergencia es nula, se comprueba que estas funciones
son, efectivamente, solución de la ecuación de onda vectorial.

4-2. Demostrar que, para un campo solenoidal ~X, ~e · ~X es solución de la ecuación de Helmholtz
4.14 (Véase la sección 4.3 y el apéndice IV).

SOLUCION :

Para ~X = ~Xt, la demostración es trivial ya que ~e · ~Xt = 0. Se supondrá, por lo tanto,
que ~X es no transversal.

Dada la definición de ∇2,

∇2(~e · ~X) ≡ ∇ · [∇ (~e · ~X)]

Desarrollando el gradiente de un producto escalar y teniendo en cuenta las
propiedades de ~e, 4.16 y siguientes,

∇ (~e · ~X) = (~e · ∇) ~X + ( ~X · ∇)~e︸ ︷︷ ︸
=k2

~X

+~e ∧ (∇∧ ~X) + ~X ∧ (∇∧ ~e)︸ ︷︷ ︸
=0

=

= (~e · ∇) ~X︸ ︷︷ ︸
(a)

+k2
~X + ~e ∧ (∇∧ ~X)

Si ahora se hace uso del desrrollo del rotacional de un producto vectorial

∇∧ (~e ∧ ~X) = ~e ∇ · ~X︸ ︷︷ ︸
=0

− ~X∇ · ~e︸ ︷︷ ︸
=k1

~X

+( ~X · ∇)~e︸ ︷︷ ︸
=k2

~X

− (~e · ∇) ~X︸ ︷︷ ︸
(a)

lo que permite escribir

(a) = k3
~X −∇ ∧ (~e ∧ ~X) , , k3 = k2 − k1

∇ (~e · ~X) = k4
~X −∇ ∧ (~e ∧ ~X) + ~e ∧ (∇∧ ~X) , , k4 = 2k2 − k1

y, aplicando la divergencia a la expresión anterior,

∇2 (~e · ~X) = ∇ · [~e ∧ (∇∧ ~X)]

El segundo miembro es la divergencia del producto vectorial de dos vectores,
luego, desarrollando la divergencia

∇2 (~e · ~X) = (∇∧ ~X) · (∇∧ ~e)︸ ︷︷ ︸
=0

−~e ∧ (∇∧ ~X) = γ2 ~e · ~X

dado que, para soluciones solenoidales de la ecuación de onda,

∇∧
[
∇∧ ~X

]
= −γ2 ~X
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4-3. Demostrar que f(u=x-ct) y g(w=x+ct) son solución de la ecuación de onda unidimensional
para el campo electromagnético en el vaćıo. Hacer uso de las ecuaciones de Maxwell para hallar
la relación entre ~E(u), ~B(u), ~E(w) y ~B(w).

4-4. Una onda plana se propaga en el vaćıo en la dirección del eje z. El campo electrico en z = 0
es

~E =→




E0 x̂ [e−t − e−2t] , , t > 0

0 , , t < 0

donde E0 = 100 µV ·m−1. Hallar, para z > 0,

a) Campo magnético.

b) Vector de Poynting.

c) Enerǵıa total que atraviesa a un casquete hemisférico, de radio a = 1 m, cuyo eje es
paralelo al z.

SOLUCION:

^ 

ŷ 

ẑ 

∆S

ẑ 

z=c t
0

t=t
0

z=0

0,5 1

-E

E

0

0

xE
^ 

t

E

(b)

(a) (c)

B

^ y

x

Figura 4.14:

(a) - Para encontrar la expresión del campo electromagnético en cualquier posición
z, basta con tener en cuenta que la onda viaja, a través del vaćıo, en la dirección
positiva del eje z, por lo que t = (t− z

c )z=0 y

~E(z, t) = E0

[
e−(t− z

c
) − e−2(t− z

c
)
]

x̂
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Haciendo uso de la relación de estructura con ~n = ẑ

~B(z, t) =
1
c

ẑ ∧ ~E(z, t) =
1
c

E(z, t) ŷ

(b) - el vector de Poynting es

~S0 =
1
µ0

~E ∧ ~B = c ω0 ẑ = c ε0 E2 ẑ

(c) - Puesto que el vaćıo no es disipativo, la enerǵıa que atraviesa el casquete es
la misma que atraviesa un disco del mismo radio y con el mismo eje, por ejemplo,
el situado en z = 0 que se muestra en la figura 4.14-c. Aśı, dicha enerǵıa puede
calcularse de la forma

W =
∫ ∞

t=0

[∫

∆S

(
~S0

)
z=0

· d~s
]

dt = ε0cE2πa2

∫ ∞

t=0

[
e−t − e−2t

]2
dt

4-5. Comprobar si
~E = x̂ e(−a2 t2−b2 z2+2 a b z t)

puede corresponder a una onda que viaja a través del vaćıo. En caso afirmativo, determinar:

a) Las condiciones que deben cumplir las constantes a y b.

b) El campo magnético.

c) Supóngase que dicha onda incide, desde el vaćıo, sobre un dieléctrico ideal que ocupa el
semiespacio z > 0. Hallar el campo electromagnético total en cada una de las regiones
z ≤ 0 y z > 0.

SOLUCION :

(a) - Obviamente, si a
b = c = 1√

µ0ε0
, el campo eléctrico puede escribirse de la forma

~E(z, t) = x̂ e−b2(z−ct)2

que pone de manifiesto que E = f(z − ct) es una onda que viaja en el sentido
positivo del eje z.

(b) - El campo magnético viene dado por la relación de estructura de las onda
electromagnéticas en el vaćıo

~B(z, t) =
1
c

ẑ ∧ ~E(z, t) =
1
c

E(z, t) ŷ

(c) - Si la onda incide sobre el dieléctrico, deben existir, además de la incidente,
una onda reflejada y otra transmitida, de forma que en el primer medio, el vaćıo,

~E1(z, t) = ~Ei(z, t) + ~Er(z, t) = x̂
[
e−b2(z−ct)2 + Ae−b2(z+ct)2

]
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El argumento de la onda reflejada lleva un signo + puesto que ésta viaja en sentido
contrario que la incidente. La constante A se determinará mediante las condiciones
de frontera en z = 0.

Aplicando por separado la relación de estructura a las ondas incidente y reflejada,
a la primera con ~n = ẑ y a la segunda con ~n = −ẑ,

~B1(z, t) = ~Bi(z, t) + ~Br(z, t) =
1
c

ŷ
[
e−b2(z−ct)2 −Ae−b2(z+ct)2

]

El dieléctrico tendrá por constantes µ0 y ε = ε0 εr, por lo que la velocidad de fase es
v = c√

εr
. Los campos en este medio son ~E2 = ~Et y ~B2 = ~Bt y están ligados mediante

la relación de estructura

~B2(z, t) =
1
v

ẑ ∧ ~E2(z, t) =
√

εr

c
E2(z, t) ŷ

Las relaciones entre las distintas ondas se obtienen mediante las condiciones de
continuidad en z = 0. Dado que ambos campos son tangenciales

~E1(0, t) = ~E2(0, t) ⇒ ~E2(0, t) = x̂ (1 + A) e−b2c2t2

~B1(0, t)
µ0

=
~B2(0, t)

µ0
⇒ ~B2(0, t) = ŷ

1
c

(1−A) e−b2c2t2

Introduciendo la relación de estructura en el última condición y eliminando el
módulo del campo eléctrico se tiene que

A =
1−√εr

1 +
√

εr

En general, en el dominio del tiempo no puede hablarse de coeficientes de reflexión
y transmisión sino, más bién, de operadores de reflexión y transmisión, pero, en
el caso de medios no disipativos ni dispersivos, como acaba de mostrarse, la forma
de onda no cambia en estos procesos y puede extenderse a ellos estos conceptos.

ρ ≡
~Br(0, t)
~Bi(0, t)

= A =
1−√εr

1 +
√

εr

τ ≡
~Bt(0, t)
~Bi(0, t)

= 1 + A =
2

1 +
√

εr

Para hallar los campos en (z, t), solo es necesario tener en cuenta que para la onda
reflejada t = (t + z

c )z=0 y para la transmitida t = (t− z
v )z=0, por ejemplo,

~Et(z, t) = x̂ τ e−b2 c2

v2 (z−vt)2
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4-6. Hallar la ley de transformacion para el vector de Poynting de una onda plana homogénea.
Demuéstrese que si un veh́ıculo espacial se retira de un observador a la velocidad v, al tiempo
que emite una señal de radio con un vector de Poynting de módulo Sem, medido en el sistema
en reposo del veh́ıculo,el módulo del vector observado está dado por:

Sobs = Sem
1− (v/c)
1 + (v/c)

4-7. Dado el campo
E(z, t) = 0,3 cos(2z + 20t) V ·m−1

Calcular:

a) La velocidad de la onda.

b) La longitud de onda.

c) La frecuencia.

d) La amplitud.

4-8. Para una onda plana monocromática que se propaga en un medio con:

~E(z, t) = [ŷ + (2 + j)x̂] exp[ j(109t + 30z)]V ·m−1

Calcular:

a) La frecuencia angular ω de la onda.

b) El número de onda β.

c) La dirección de propagación, la velocidad de fase y la constante dieléctrica del medio,
considerandolo no magnético.

d) Los vectores de polarización de la onda y el tipo de dicha polarización.

e) El campo electromagnético real.

SOLUCION:

Se hará el apartado (d) referente al tipo de polarización

(d) -

~E0 = (2 + j) x̂ + ŷ ⇒ ~E0 · ~E0 = 4(1 + j) = 5,7, /45o = |C|e 2j α ⇒ α = 22,5o

Dado que ~e = ~E0 e−jα = ~er + j~ei

~er = 2,23 x̂ + 0,924 ŷ ⇒ ê1 = 0,924 x̂ + 0,383 ŷ

~ei = 0,159 x̂− 0,383 ŷ ⇒ ê2 = ±(0,383 x̂− 0,924 ŷ) = −(0,383 x̂− 0,934 ŷ)

Para ê2 se ha tomado el signo negativo porque êr ∧ êi = −ẑ y la polarización es a
derechas. Por otra parte, er = 2,41 y ei = 0,414, lo que indica que la polarización es
eĺıptica.
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4-9. Considerar una onda electromagnética que se propaga en la dirección +x en el vaćıo, la cual
se descompone en la suma de otras dos:

(a) -
~E = ŷE1e

j(ωt−kx) + ŷE2e
j(ωt−kx+α)

Obtener ~S y 〈~S〉. Los valores obtenidos ¿son la suma de los correspondientes a cada componente
de la onda ?

(b) - Repetir el problema si

~E = ŷE1e
j(ωt−kx) + ẑE2e

j(ωt−kx+α)

SOLUCION:

(a) - En este apartado se resolverán las cuestiones propuestas operando en el
dominio del tiempo.

Aplicando la relación de estructura

~H =
1
Z0

x̂ ∧ ~E =
E

Z0
ẑ =

ẑ

Z0

(
E1 e jϕ + E2 e j(ϕ+α)

)
, , ϕ = ωt + kx

y el vector de Poynting real (se suponen E1 y E2 reales)

~S = Re[ ~E] ∧Re[ ~H] =
x̂

Z0

[
E2

1 cos2 ϕ + E2
2 cos2 (ϕ + α) + 2E1E2 cosϕ cos (ϕ + α)

]

Dado que cos2 a = 1
2(1 + cos 2a) , , cos a cos b = 1

2 [cos (a + b) + cos (a− b)]

~S =
1
2

x̂

Z0


E2

1 + E2
2 +

(c)︷ ︸︸ ︷
2E1E2 cos α︸ ︷︷ ︸

(a)

+E2
1 cos 2ϕ + E2

2 cos (2ϕ + 2α) + 2E1E2 cos (2ϕ + α)︸ ︷︷ ︸
(b)




Como puede verse, los términos (b) oscilan en el tiempo sobre un valor medio
nulo, por lo que el valor medio viene dado por los (a). Las dos componentes de
la onda no constituyen modos independientes, por lo que aparece el sumando (c)
que representa a la interferencia entre las dos componentes

〈 ~S〉 =
1
2

x̂

Z0

[
E2

1 + E2
2 + 2 E1E2 cos α

]

(b) - En este segundo caso, se hallará solamente el valor medio del vector de
Poynting trabajando fasorialmente (en el dominio de la frecuencia).

Las dos componentes están polarizadas en direcciones distintas, por lo que son
independientes. Aplicando la relación de estructura y conjugando

~H∗ =
1
Z0

x̂ ∧ ~E∗ =
1
Z0

(
E1 e−jϕ ẑ − E2 e−j(ϕ+α) ŷ

)
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y el vector de Poynting complejo es

~Sc = ~E ∧ ~H∗ =
x̂

Z0

[
E2

1 + E2
2

]

donde, como puede comprobarse, no aparece un término de interferencia. En
consecuecia

〈 ~S〉 =
1
2

Re[ ~Sc] =
1
2

x̂

Z0

[
E2

1 + E2
2

]

4-10. Dos ondas planas, de igual frecuencia y fase, se propagan en la misma dirección. Ambas están
circularmente polarizadas, pero una es dextrógira y la otra levógira. Las amplitudes de los
campos eléctricos son E1 y E2.

a) ¿Qué tipo de polarización tendrá la onda resultante si E1 6= E2 ?

b) ¿Y si E1 = E2 ?

4-11. El ritmo medio al que la enerǵıa solar incide sobre la Tierra es aproximadamente 1400W ·m−2.

a) Calcular el valor del campo eléctrico en la superficie terrestre considerando a la luz solar
como monocromática y linealmente polarizada.

b) Si el Sol radia isotrópicamente, ¿ con que potencia lo hace ?. La distancia de la Tierra
al Sol es 1,49× 108 km.

c) Calcular la potencia total recibida por la Tierra sabiendo que su radio es 6,37× 103 km.

4-12. Considerar un transmisor que colocado en la Luna radia isotrópicamente a la frecuencia de
5GHz y con una potencia de 1W . Sabiendo que la distancia Tierra-Luna es 3,8 × 105 km,
calcular:

a) El valor de los campos E y H en la superficie de la Tierra.

b) El valor medio del vector de Poynting en la superficie terrestre.

c) La densidad media de enerǵıa.

d) El tiempo que tarda una señal en alcanzar la Tierra.

4-13. En una experiencia realizada por Ives para detectar las contribuciones de segundo orden en
β del efecto Doppler, se produjo un haz monoenergético de Hidrógeno con β ' 6 × 10−3, se
observó la raya de frecuencia propia ω0 desde la dirección en que el haz se acerca y desde
aquella en que éste se aleja, y se registró en una misma placa a estas frecuencias, ωac y ωal,
y a la frecuencia propia.

a) Demostrar que
ω0

〈ω〉 =
√

1− β2

donde 〈ω〉 = 1
2(ωac + ωal)



180 CAPÍTULO 4. PROPAGACIÓN DE ONDAS

b) Supóngase que, para detectar la contribución de segundo orden mencionada en el apartado
anterior, se pretende medir el efecto Doppler transversal observando al haz con un objetivo
orientado perpendicularmente al mismo. Demostrar que basta una pequeña desviación δα
de la perpendicularidad para que el efecto longitudinal enmascare al transversal.

SOLUCION:

0

alω
acω

n

xx n  =1n  =-1
δα

(a) (b)

β

ω0

β

ω

Figura 4.15:

(a) - Según se muestra en la figura 4.15-a, observando desde la dirección en que
el haz se acerca, nx = 1 y desde la contraria nx = −1, de donde

〈ω〉 =
1
2

ω0

γ

(
1

1 + β
+

1
1− β

)
= ω0 γ

(b) - en la figura 4.15-b se representa a una experiencia en la que la observación
de la raya emitida por el haz se hace con un ángulo ligeramente desviado de la
transversalidad, de forma que

nx = sen δα ' δα

ya que δα es pequeño.

Dado que β << 1, pueden hacerse aproximaciones hasta el segundo orden en dicha
variable

1
γ

=
√

1− β2 ' 1− 1
2
β2 , ,

1
1− β nx

' 1 + β nx ⇒

ω =
ω0

γ (1− β nx)
' ω0 (1 + β nx − 1

2
β2)

Luego, para que el efecto de primer orden no enmascare al de segundo orden

δα <<
1
2
β = 3× 10−3rad ⇒ δα << 1o
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4-14. a) Demostrar las expresiones que se dan en 4.106 para α y β.

b) Comprobar que dichas expresiones son válidas para medios lineales dispersivos y no
magnéticos si se definen las constantes equivalentes

Qeq =
ω ε′ − σ′′

σ′ − ω ε′′
, , β0eq = ω

√
µ(ε′ − σ′′

ω
)

c) Aplicar los resultados anteriores al caso de un dieléctrico de primer orden.

SOLUCION:

(a) - Supestas reales las constantes del medio

γ2 = (α + jβ)2 = j ω µσ − ω2 µε ⇒

Desglosando las partes real e imaginaria de esta ecuación

α2 + β2 = −ω2 µε

2αβ = ω µσ

Elevando al cuadrado la segunda de estas ecuaciones y definiendo

β0 ≡ ω
√

µε , , Q ≡ ω ε

σ

se tiene que

α2 + β2 = −β2
0

α2β2 =
1
4

β2
0

Q2

Eliminando α y resolviendo la ecuación bicuadrática resultante, se tiene que

β2 =
1
2

β2
0


1 ±︸︷︷︸

→+

√
1 +

1
Q2




Para que β sea real, su cuadrado debe ser positivo y, como se indica, ha de elegirse
el signo positivo.

(b) - Las ecuaciones rotacionales de Maxwell para medios lineales pueden es-
cribirse, en el dominio de la frecuencia, como

∇∧ ~E = −jωµ ~H (4.124)
∇∧ ~H = (σ + jωε) ~E (4.125)

Si los medios son dispersivos y no magnéticos,

ε = ε′ − j ε′′ , , σ = σ′ − j σ′′
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por lo que la ecuación 4.125 toma la forma

∇∧ ~H = (σeq + jωεeq) ~E

donde

σeq ≡ σ + ωε′′ , , εeq ≡ ε′′ − σ′′

ω
y

Qeq =
ω εeq

σeq
=

ω ε′ − σ′′

σ′ − ω ε′′
, , β0eq = ω

√
µεeq = ω

√
µ(ε′ − σ′′

ω
)

(c) - En un medio dieléctrico dispersivo σ = 0, por lo que

Qeq =
ε′

ε′′
, , β0eq = ω

√
µε′

y, si éste es de primer orden,

ε = ε0(1 + ξe) = ε0(1 +
ξe0

1 + j ωτe
) = ε0(1 +

ξe0

1 + ω2τ2
e

)
︸ ︷︷ ︸

ε′

−j
ε0 ξe0 ωτe

1 + ω2τ2
e︸ ︷︷ ︸

ε′′

4-15. Usando el criterio de Q ≤ 0,01 para que un medio sea buen conductor y considerando la tierra
con las siguientes constantes: σ = 5× 10−3S ·m−1; εr = 5; µ = µ0.

a) ¿ Cuál es la máxima frecuencia a la que la tierra es un buen conductor ?

b) ¿ Cuáles son la profundidad de penetración y la longitud de onda a esta frecuencia ?

c) Hallar Z/Z0.

4-16. Representar gráficamente, para Q ∈ [0,1, 10], la razón entre los valores medios de las densi-
dades de enerǵıa eléctrica y magnética de una onda plana, homogénea y monocromática, que
viaja a través de un medio lineal y no dispersivo.

SOLUCION:
〈ωe〉
〈ωm〉 =

1
4ε | ~E|2
1
4 µ| ~H|2

=
|Z|2
|Zm0|2

donde se ha definido Zm0 ≡
√

µ
ε = (Z)σ=0, con lo que

〈ωe〉
〈ωm〉 =

ω2 µε

α2 + β2
=

1√
1 + 1/Q2

'





1− 1/(2Q2) para Q >> 1

1/
√

2 para Q = 1

Q para Q << 1

La gráfica está representada en la figura 4.16
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ωe ωm

Q

Figura 4.16:

4-17. El agua del mar a la frecuencia f = 4 × 108 Hz tiene las siguientes caracteŕısticas: σ =
4, 4S ·m−1; εr = 81; µ = µ0.

a) Calcular α y β.

b) Aproximar dichas constantes considerando al medio como buen conductor y comparar los
valores obtenidos con los del del apartado anterior.

c) ¿ Y si se toma al agua de mar como buen dieléctrico ?

4-18. El decibelio de atenuación se define como:

AtDb = 20 log [E(z)/E(z = 0)] = 20 log (e−αz)

a) Demostrar que AtDb = 8,7α z.

b) Sea un material no magnético cuya constante dieléctrica εr = 9 y cuya conductividad es
0,1S ·m−1 pudiéndose considerar independiente de la frecuencia. Calcular la atenuación
en Db para una onda que se propaga 200m en este material a las frecuencias (en rad·s−1):
ω1 = 104, ω2 = 106, ω3 = 108.

4-19. Determinar las pérdidas por Km sufrida por una onda plana, de frecuencia 0,5Mhz, que se
propaga a través de:

a) Tierra húmeda (σ = 10−3S ·m−1; µr = 1; εr = 10).

b) Tierra seca (σ = 10−5; µr = 1; εr = 3).

4-20. Calcular, en función de δ, la distancia en un buen conductor para la cual la amplitud de una
onda se atenúa hasta: a) un 1% ; b) un 0,1%.
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4-21. Una onda plana y monocromática se propaga en un medio con µ = µ0 y σ = 0. Determinar
la constante dieléctrica relativa del medio si:

a) La impedancia caracteŕıstica es de 200 Ω.

b) La longitud de onda es de 1.5 cm para una frecuancia de 10 GHz.

4-22. La relación de dispersión de las ondas planas y homogéneas en un plasma ténue y frio es

ω2 = ω2
p + β2 c2

donde ωp es la frecuencia de plasma. Representar a la frecuencia ω, la velocidad de fase vf y
la velocidad de grupo vg frente al número de onda β y a la longitud de onda λ.

SOLUCION:

Como se verá en otra parte, esta relación de dispersión es análoga a la de los
modos (no homogéneos) TE y TM en una gúıa aunque responden a sistemas
f́ısicos distintos.

Las definiciones de las velocidades de fase y de grupo son

vf =
ω

β
, , vg =

d ω

dβ

por lo que

vf =
c√

1− ω2
p

ω

2
> c para ω > ωp

Si se deriva con respecto a β la relación de dispersión, se tiene que

vf · vg = c2 ⇒ vg =
c2

vf
< c para ω > ωp

Como se comprueba en las figuras 4.17, ωp es una ”frecuencia de corte”, a la cual
el número de onda β se anula, la longitud de onda se hace infinita, la velocidad
de fase toma también valor infinito y la de grupo se hace cero. Por debajo de
dicha frecuencia todos los parámetros de propagación se hacen imaginarios, como
puede comprobarse de las relaciones obtenidas, y la onda deja de propagarse (se
dice que está en corte).

En 4.17-a puede verse la relación geométrica entre las velocidades en cuestión y la
relación de dispersión y como, para ω À ωp, éstas tienden a c, lo que significa que
la onda se propaga como en el vaćıo y que el plasma no interviene en este proceso.
Esto se debe a que, a dichas frecuencias, la inercia de los componentes del plasma
dificulta la aceleración de los mismos y, por lo tanto,hace que su respuesta sea
despreciable.
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vg

fvvg

vg

fv
ω= βcω(β)

arctg

arctg

ω

ω

β

β

β
c

(a)

f

(b)

v

Figura 4.17:

4-23. Hallar la velocidad de fase y de grupo para una onda que se propaga a través de un medio
dieléctrico de segundo orden para el cual para el cual χ0 = 1 y νd/w0d = 0,1 (Véase la sección
C.2.1). Discutir los resultados obtenidos.

4-24. Comprobar las expresiones de las velocidades de fase y de grupo dadas en 4.118 y 4.119 para
un buen dieléctrico.
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4.7. Ejemplos con Mathematica

4.7.1. Resolución de las ecuaciones de Maxwell mediante el método FD–TD

33

A continuación se ilustra la solución numérica de la ecuación de ondas, en medios lineales y sin
pérdidas, mediante el uso del método de las Diferencias Finitas en el Dominio del Tiempo (FD-TD)
34.

4.7.1.1. Introducción

La ecuación de onda unidimensional :

Las ecuaciones rotacionales de Maxwell, para ondas que están polarizadas en la dirección del eje
y y se propagan, en el vaćıo, a lo largo del eje x, pueden expresarse como

∂ Ey(x, t)
∂ (ct)

= −∂ hz(x, t)
∂ x

, ,
∂ hz(x, t)

∂ (ct)
= −∂ Ey(x, t)

∂ x
(M.4.1)

para lo cual se ha normalizado al campo magnético multiplicándolo por la impedancia del vaćıo

hz ≡ Z0 Hz , , Z0 =
√

µ0

ε0
(M.4.2)

Eliminando al campo magnético, o al eléctrico, de las ecuaciones anteriores, se obtienen las
ecuaciónes de onda para estos campos:

∂2 Ey(x, t)
∂ x2

=
∂2 Ey(x, t)

∂ (ct)2
, ,

∂2 hz(x, t)
∂ x2

=
∂2 hz(x, t)

∂ (ct)2
(M.4.3)

La solución general de las ecuaciones de onda que es compatible con las ecuaciones de Maxwell
tiene la forma

Ey(x, t) = f(x− c t) + g(x + c t) , , hz(x, t) = f(x− c t)− g(x + c t) (M.4.4)

en la que f y g son funciones arbitrarias, aunque de buen comportamiento, que se propagan respec-
tivamente en el sentido positivo y negativo del eje x.

33Basado en un programa de S. González.
34Finite Difference–Time Domain.
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Para obtener la solución temporal a partir de las condiciones iniciales

Ey(x, 0) = f(x) + g(x) , , hz(x, 0) = f(x)− g(x) (M.4.5)

basta con sustituir los argumentos ”x”de dichas funciones

f(x) =
1
2

(
Ey(x, 0) + hz(x, 0)

)
, , g(x) =

1
2

(
Ey(x, 0)− hz(x, 0)

)
(M.4.6)

por ”x± c t”.

Por ejemplo, si se excita inicialmente el espacio con un campo eléctrico de perfil gausiano

Ey(x, 0) = e−
1

a2 (x−x0)2 , , hz(x, 0) = 0 (M.4.7)

la solución a lo largo del tiempo toma la forma

Ey(x, t) =
1
2

(
e−

1
a2 (x−c t−x0)2 + e−

1
a2 (x+c t−x0)2)

hz(x, t) =
1
2

(
e−

1
a2 (x−c t−x0)2 − e−

1
a2 (x+c t−x0)2) (M.4.8)

que representa a dos ondas de igual amplitud y que viajan en sentidos opuestos.

Por el contrario, si la excitación es del tipo

Ey(x, 0) = e−
1

a2 (x−x0)2 , , hz(x, 0) = +Ey(x, 0) (M.4.9)

la solución temporal es una sola onda que viaja en la dirección +x̂.

Ey(x, t) = e−
1

a2 (x−c t−x0)2 , , hz(x, t) = e−
1

a2 (x−c t−x0)2 (M.4.10)

Condiciones de contorno :

La solución numérica de un problema de este tipo solo es posible dentro de un recinto espacial
finito X = [0 ≤ x ≤ L] en cuyos extremos deben aplicarse condiciones de contorno adecuadas.

En el primer ejemplo se supondrá a X limitado por planos coductores ideales x = 0 y x = L.
Según lo visto en el caṕıtulo anterior, dado que el campo eléctrico es tangencial,
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Condiciones reflectantes : Ey(0, t) = 0 , , Ey(L, t) = 0 (M.4.11)

En el segundo ejemplo se impondrán Çondiciones absorbentes”, con las cuales se representa la
existencia en los puntos extremos de materiales perfectamente absorbentes (no reflectantes). Esto
equivale a simular un dominio espacial infinito.

En un dominio ilimitado, las ondas que inciden desde el interior de X sobre el punto x = L son
las f(x− c t), que viajan en el sentido positivo del eje x. Por lo tanto,

Ey(L, t) = f(L− c t) (M.4.12)

Si el medio es homogéneo y las condiciones iniciales son nulas en las proximidades de este
extremo, el campo en un punto cercano x = L− δx tiene la misma forma

Ey(L− δx, t) = f(L− δx− c t) = f
(
L− c(t +

δx

c
)
)

(M.4.13)

porque se supone que en x = L no hay reflexión.

Luego, la condición absorbente en este punto es

Condición absobente en x = L : Ey(L, t +
δx

c
) = Ey(L− δx, t) (M.4.14)

que describe el hecho de que la amplitud se propaga con velocidad c entre los dos puntos próximos.

Análogamente, dado que las ondas que inciden sobre el punto x = 0 lo hacen desde la izquierda,

Condición absobente en x = 0 : Ey(0, t +
δx

c
) = Ey(δx, t) (M.4.15)

4.7.1.2. Comienzo de la sesión

Se comenzará comprobando que los campos M.4.8

Ey[x , t ] :=
(
Exp

[− 1
a2 ((x− c t)− x0)2

]
+ Exp

[− 1
a2 ((x + c t)− x0)2

])
; (M.4.16)

hz[x , t ] := 1
2

(
Exp

[− 1
a2 ((x− c t)− x0)2

]−Exp
[− 1

a2 ((x + c t)− x0)2
])

; (M.4.17)
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cumplen las condiciones iniciales M.4.7

Ey[x,0] (M.4.18)

hz[x,0] (M.4.19)

y son solución de las ecuaciónes M.4.1

Simplify
[
PowerExpand

[1
c

∂tEy[x, t] + ∂xhz[x, t]
]]

(M.4.20)

Simplify
[
PowerExpand

[1
c

∂thz[x, t] + ∂xEy[x, t]
]]

(M.4.21)

En adelante se definirán los campos de otra forma a la empleada hasta ahora, por lo que se
anularán las definiciones anteriores

Clear[Ey,hz] (M.4.22)

4.7.1.3. Diferencias finitas centradas

Es posible resolver numéricamente las ecuaciones rotacionales de Maxwell mediante la aproxi-
mación de los operadores diferenciales por otros numéricos en diferencias centradas. Con este fin,
se divide el espacio x en intervalos de longitud h y se define el operador derivada centrada de una
función v(x) de la forma

dcen[v [x ]] :=
1
2h

(v[x + h]− v[x− h]) (M.4.23)

Este operador aproxima al operador derivada hasta el segundo orden en h, como se comprueba
a continuación:

Desarrollando en serie de Taylor a la función f(x), alrededor del punto x0, y evaluándola en los
puntos x0 ± h, respectivamente, se tiene

eq1 = Series
[
f [x], {x,x0,3}]/.x →x0 + h (M.4.24)

eq2 = Series
[
f [x], {x,x0,3}]/.x →x0− h (M.4.25)
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donde eq1 = f(x0 + h) y eq2 = f(x0 − h). Restando estos dos desarrollos, despreciando los restos
de cuarto orden y despejando f ′(x0)

Solve
[
f [x0 + h]− f [x0− h] == Normal[eq1]−Normal[eq2], f ′[x0]

]
(M.4.26)

Luego dcen[f [x]] evaluado en x0 es la aproximación de segundo orden en h de la derivada en
dicho punto

dcen[f [x]]/.x → x0 (M.4.27)

4.7.1.4. Aplicación a la solución de las ecuaciones de Maxwell

Dominio numérico :

magnetico

A -A

1
A -A

1

i=x/   xδ

condiciones

iniciales

primera

iteracion

n=t/   tδ

ultima 

iteracion

campo

normalizado

campo

b

a

0 1 2 2 nc

0

1

2

condiciones de contorno

celda 1 celda 2 celda 2nc+1

2 ni

electrico

Figura 4.18: Red numérica FD–TD

Como se muestra en la figura 4.18, el espacio y el tiempo se discretizan a intervalos δx y δt de
lo que resulta un dominio numérico constituido por los nudos
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x = iδx , , i = 0, · · · 2nc

t = nδt , , n = 0, · · · 2ni + 1 (M.4.28)

Los nudos se agrupan por parejas, en çeldas”,segun la dirección espacial, y en ”iteraciones”según
la temporal. El campo eléctrico se evalua en los nudos ”pares”(i, n pares– En la figura ”¦”) y el
magnético en los ”impares”(i, n impares– En la figura ”◦”). nc es el número de celdas completas; en
la última, 2nc− 1, solo se toma la muestra del campo eléctrico. Los nudos de coordenadas n = 0,
1 (iteración 0) contienen a las condiciones iniciales. y el resto a las sucesivas iteraciones (n =
1, · · · , 2ni); en cada una de las iteraciones se calcula, mediante el algoritmo de avance temporal,
primero el campo eléctrico y posteriormente el magnético.

Algoritmo de avance temporal :

Para obtener las expresiones que permiten calcular el campo en un instante determinado, en
función de sus valores en el pasado, se procede de la siguiente forma:

El operador decen se generaliza para aproximar las derivadas parciales con respecto a cada una
de esta variables:

DT[f [x , t ]] :=
1

2δt
(f [x, t + δt]− f [x, t− δt]) (M.4.29)

DX[f [x , t ]] :=
1

2δx
(f [x + δx, t]− f [x− δx, t]) (M.4.30)

El algoritmo que permite avanzar en el tiempo al campo eléctrico, en los distintos puntos de la
red, se obtiene substituyendo a los operadores diferenciales por los correspondientes en diferencias
en la primera de las ecuaciones M.4.1 y despejando Ey(x, t + 2δt):

Solve
[
1
c DT

[
Ey[x, t + δt]

]
== −DX

[
hz[x, t + δt]

]
,Ey[x, t + 2δt]

]
(M.4.31)

El resultado anterior es Ey(x, t + 2δt) = Ey(x, t) + A
(
hz(x + δx, t + δt)− hz(x− δx, t + δt)

)
con lo que, como se indica en el ćırculo (a) de la figura 4.18, el campo eléctrico en un instante dado
puede calcularse en función del mismo y del magnético en el pasado. El coeficiente que aparece en
el segundo miembro es

A =
cδt

δx
(M.4.32)
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Puede demostrarse que para que los algoritmos numéricos sean estables, es necesario que se
cumpla la condición

δx

δt
≥ c (M.4.33)

En adelante se tomará para dicho coeficiente el valor A = 1.

De forma análoga se obtiene la expresión de avance para el campo magnético despejando hz(x+
δx, t + δt) a partir de la segunda de las ecuaciones M.4.1

Solve
[
1
c DT

[
hz[x + δx, t]

]
== −DX

[
Ey[x + δx, t]

]
,hz[x + δx, t + δt]

]
(M.4.34)

La estructura del algoritmo se muestra dentro del ćırculo (b) de la figura 4.18

Condiciones iniciales y de contorno :

condiciones iniciales : Se imponen en los dos primeros instantes (n = 0, 1) (figura 4.18)

Ey(i, 0) = E0(i) , , i = 0, 2, · · · , 2nc

hz(i, 1) = h1(i) , , i = 1, 3, · · · , 2nc− 1 (M.4.35)

condiciones de contorno : Se imponen a Ey en los extremos n = 0 y n = 2nc.

Condiciones reflectantes
Ey(0, n) = 0 , , Ey(2nc, n) = 0 (M.4.36)

Condiciones absorbentes
Ey(0, n) = Ey(2, n− 2) , , Ey(2nc, n) = Ey(2nc− 2, n− 2) (M.4.37)

4.7.1.5. Ejemplo 1o

En este ejemplo se simula una onda de perfil gausiano que viaja inicialmente hacia la derecha y
que se refleja sucesivamente sobre dos planos conductores.

En M.4.9 se substituye x = i δx, x0 = nc δx, xa = na δx y t = i δt y se elige δt, de acuerdo con
el criterio de estabilidad, como δt = δx/c. De esta forma



4.7. EJEMPLOS CON MATHEMATICA 193

f [i ,n ] = Exp[− 1
na2

∗ ((i− n− nc)2)]; (M.4.38)

Se asignan valores concretos a los parámetros del problema

nc = 30; ni = 60; na = 8; (M.4.39)

Los valores de los campos se almacenan en unas tablas de doble entrada cuyos elementos respec-
tivos son Ey(i, n) (para i, n pares) y hz(i, n) (para i, n impares).

Sus valores iniciales son

Table[Ey[i,0] = N[f [i,0]], {i,2,2 ∗ nc− 2,2}]; (M.4.40)

Table[hz[i,1] = N[f [i,1]], {i,1,2 ∗ nc− 1,2}]; (M.4.41)

Gráficamente (en rojo Ey y en azul hz) :

grEy0 = ListPlot[Table[{i,Ey[i,0]}, {i,0,2 ∗ nc,2}],
PlotStyle− > {PointSize[0,015],RGBColor[1,0,0]},
PlotRange− > {0,1}]; (M.4.42)

grhz1 = ListPlot[Table[{i,hz[i,1]}, {i,1,2 ∗ nc− 1,2}],
PlotStyle− > {PointSize[0,015],RGBColor[0,0,1]},
PlotRange− > {0,1}]; (M.4.43)

Show[grEy0,grhz1]; (M.4.44)

Valores del campo eléctrico en la frontera :

Table[{Ey[0,n] = 0,Ey[2 ∗ nc,n] = 0}, {n,0,2 ∗ ni}]; (M.4.45)

El resto de los valores del campo se obtiene mediante las reglas de avance temporal
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Table[ {Ey[i,n] = Ey[i,n− 2]− hz[i + 1,n− 1] + hz[i− 1,n− 1],
hz[i− 1,n + 1] = hz[i− 1,n− 1]−Ey[i,n] + Ey[i− 2,n],
hz[2 ∗ nc− 1,n + 1] = hz[2 ∗ nc− 1,n− 1]−Ey[2 ∗ nc,n] + Ey[2 ∗ nc− 2,n]},
{n,2,2 ∗ ni,2}, {i,2,2 ∗ nc− 2,2}]; (M.4.46)

Para visualizar la propagación del pulso electromagnético (en rojo Ey y en azul hz) se representan
los campos en cada instante temporal (hz se multiplica por 0,9 para que no se solape con Ey) y se
activa una de las gráficas pulsando doblemente al ratón.

Table[ Show[
ListPlot[Table[{i,Ey[i,n]}, {i,0,2 ∗ nc,2}],
PlotJoined− > True,PlotRange− > {−2,1,2,1},
DisplayFunction− > Identity,PlotStyle− > {RGBColor[1,0,0]}],
ListPlot[Table[{i,0,9 ∗ hz[i,n + 1]}, {i,1,2 ∗ nc− 1,2}],
PlotJoined− > True,PlotRange− > {−2,1,2,1},
DisplayFunction− > Identity,PlotStyle− > {RGBColor[0,0,1]}],
DisplayFunction− > $DisplayFunction],
{n,0,2 ∗ ni,2}]; (M.4.47)

4.7.1.6. Ejemplo 2o

Clear[Ey,hz] (M.4.48)

En este caso se simula, junto con la onda del ejemplo anterior, otra que viaja en sentido contrario,
y se utilizan las condiciones de frontera absorbentes. La segunda onda se define con un perfil que es
el resultado de modular el gausiano de la primera con una función senoidal de periodo T = 2 n0 δt.

Se toman los valores

nc = 60; ni = 60; na = 8; n0 = 40; (M.4.49)

Las funciones f(x− ct) y g(x + ct) son :

f [i ,n ] := Exp[− 1
naˆ2

∗ (i− n− nc)ˆ2)]; (M.4.50)
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ge[i ,n ] := f [i,n] ∗ 4 ∗ Sin[(
Pi ∗ (i + n− nc))

n0
]; (M.4.51)

y sus perfiles para t = 0 (n = 0)

grge = ListPlot[Table[{i,ge[i,0]}, {i,0,2 ∗ nc,2}],PlotJoined− > True,

PlotRange− > {−1,2,1,2},PlotStyle− > {RGBColor[0,0,1]}]; (M.4.52)

grf = ListPlot[Table[{i, f [i,0]}, {i,0,2 ∗ nc,2}],PlotJoined− > True,

PlotRange− > {−1,2,1,2},PlotStyle− > {RGBColor[1,0,0]}]; (M.4.53)

Show[grf ,grge]; (M.4.54)

A partir de estas funciones se obtienen los valores iniciales de ambos campos

Ey0b = Table[Ey[i,0] = N[f [i,0] + ge[i,0]], {i,0,2 ∗ nc,2}]; (M.4.55)

hz1b = Table[hz[i,1] = N[f [i,1]− ge[i,1]], {i,1,2 ∗ nc− 1,2}]; (M.4.56)

y sus perfiles correspondientes

grEy0b = ListPlot[Table[{i,Ey[i,0]}, {i,0,2 ∗ nc,2}],
PlotStyle− > {PointSize[0,015],RGBColor[0,0,1]},
PlotRange− > {−1,2}]; (M.4.57)

grhz1b = ListPlot[Table[{i,hz[i,1]}, {i,1,2 ∗ nc− 1,2}],
PlotStyle− > {PointSize[0,015],RGBColor[1,0,0]},
PlotRange− > {−1,2}]; (M.4.58)

Show[grEy0b,grhz1b]; (M.4.59)

Por último, se forman las tablas Ey(i, n) y hz(i, n), se generan las gráficas temporales , como
en M.4.47, y se animan. Para la primera tarea se emplea un lazo Do sobre la variable temporal (n)
y se calculan los campos en los distintos puntos (i): mediante una orden Table se calcula el campo
para todos los nudos interiores, salvo el campo magnético del 2nc− 1. Este último, junto al campo
eléctrico de los nudos de la frontera (condiciones absorbentes), se calculan fuera de la orden Table.
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Do[{
Table[{Ey[i,n] = Ey[i,n− 2]− hz[i + 1,n− 1] + hz[i− 1,n− 1],
hz[i− 1,n + 1] = hz[i− 1,n− 1]−Ey[i,n] + Ey[i− 2,n]},
{i,2,2 ∗ nc− 2,2}],
hz[2 ∗ nc− 1,n + 1] = hz[2 ∗ nc− 1,n− 1]−Ey[2 ∗ nc,n] + Ey[2 ∗ nc− 2,n],
Ey[0,n] = Ey[2,n− 2],Ey[2 ∗ nc,n] = Ey[2 ∗ nc− 2,n− 2]},
{n,2,2 ∗ ni,2}] (M.4.60)

Table[Show[
ListPlot[Table[{i,Ey[i,n]}, {i,0,2 ∗ nc,2}],
PlotJoined− > True,PlotRange− > {−2,2,2,2},
DisplayFunction− > Identity,PlotStyle− > {RGBColor[1,0,0]}],
ListPlot[Table[{i,0,9 ∗ hz[i,n + 1]}, {i,1,2 ∗ nc− 1,2}],
PlotJoined− > True,PlotRange− > {−2,2,2,2},
DisplayFunction− > Identity,PlotStyle− > {RGBColor[0,0,1]}],
DisplayFunction− > $DisplayFunction], {n,0,2 ∗ ni,2}]; (M.4.61)



Caṕıtulo 5

Campos producidos por distribuciones
de cargas y corrientes. Radiación

5.1. Introducción

Este caṕıtulo se dedica al establecimiento de la relación entre el campo electromagnético y las
cargas y corrientes que lo crean. Para este fin se hace uso de los potenciales retardados, los cuales
son potenciales de Lorenz compatibles con el principio de causalidad. Se comienza por obtener la
expresión de los potenciales producidos por distribuciones continuas de carga y, a partir de ésta,
como caso particular, la de los producidos por una carga puntual en movimiento, o potenciales de
Lienard-Wiechert.

Los campos se obtienen a partir de los potenciales. En primer lugar se lleva a cabo el cálculo
exacto de los producidos por las distribuciones continuas y de sus aproximaciones para dos casos de
especial interés: para los campos lejanos de radiación producidos por volúmenes de fuentes finitos,
pero de tamaño eléctrico arbitrario, y para campos multipolares producidos por volúmenes eléctri-
camente pequeños. Por último, se analizan los campos debidos a cargas singulares y se introduce el
problema crucial de la interacción de una carga puntual con su propio campo, donde se manifiesta
el ĺımite cuántico de aplicabilidad de la electrodinámica clásica.

5.2. Potenciales retardados

Como ya se ha apuntado, los potenciales retardados son aquellos potenciales de Lorenz cuyo
estado es función del de las fuentes en instantes anteriores al de observación. Se comenzará por
obtener una expresión válida para distribuciones continuas de carga y posteriormente se consid-
erará el caso en el que dicha distribución corresponde a una carga puntual. En cualquier caso, se
supone que las cargas y corrientes de la distribución, véase la figura 5.1, están contenidas en un

197
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volumen V ′ y representan a la totalidad de las cargas presentes, por lo que las constantes del medio
corresponden a las del vaćıo 1.

5.2.1. Potenciales de una distribución continua

0 ε0j ( r ’, t’)i µ

Superficie colectora

t’ t’’

V’

,

r’
r

R

P ( r , t )

L = r’max
x

y

z

Figura 5.1: Distribución de fuentes

Una forma conveniente de calcular el campo electromagnético producido por una distribución de
cargas y corrientes es a través de los potenciales retardados. Considérese , figura 5.1, la distribución
acotada i(~r ′, t′), contenida en un volumen finito, cuya máxima distancia al origen L = r′max también
es finita. Las coordenadas de las fuentes son ~r ′ y t′ y las del punto de observación ~r y t. ~R = ~r− ~r ′

es el vector de posición relativa del punto de observación con respecto al punto fuente. Los vectores
unitarios correspondientes se anotarán de la forma

R̂ ≡
~R

R
, , ~n ≡ ~r

r
, , r̂ ′ ≡ ~r ′

r′
(5.1)

Los Potenciales retardados son soluciones de la ecuación de onda para los potenciales de Lorenz
4.5

| |Ai(~r, t) = −µ0
i(~r, t) (5.2)

que convergen a cero para r →∞ y que cumplen el principio de causalidad con respecto a las fuentes
que los producen. Este problema puede resolverse recurriendo al método de Green en el dominio
del tiempo, según el cual la solución se obtiene en dos etapas:

1a - Búsqueda de la función de Green G(~r, ~r ′, t, t′) del problema propuesto, como solución de
la ecuación de Green

| |G(~r, ~r ′, t, t′) = −δ(~r − ~r ′)δ(t− t′) (5.3)

1Este convenio equivale a considerar ~ → ~T (véase el caṕıtulo 3).
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que cumple las mismas condiciones de contorno que el problema de partida pero corresponde a
fuentes puntuales e instantáneas 2.

2a - Obtención de Ai mediante la integral

Ai(~r, t) = µ0

∫ ∞

t′=−∞

∫

V ′
i(~r ′, t′)G(~r, ~r ′, t, t′) dv′ dt′ (5.4)

Al cumplir G las condiciones de contorno del problema, también las cumple Ai.

No es dif́ıcil verificar la expresión anterior. Si se multiplica la ecuación 5.3 por µ0 i(~r ′, t′) y se
integra sobre V ′ y t′, | | puede salir fuera de la integral 2 y

| |
∫

t′

∫

V ′
µ0 i(~r ′, t′) G(~r, ~r ′, t, t′) dt′ dv′ = −µ0

i(~r, t)

por lo que 5.4 es la solución buscada de 5.2.

Cabe recordar que la ventaja del método de Green reside en que, una vez resuelta la primera
parte del problema, que suele ser más sencilla que el problema completo, mediante una simple
integración se tiene la respuesta para toda una familia de problemas análogos, todos los cuales
tienen las mismas condiciones de contorno pero responden a distribuciones de corriente distintas.

Función de Green :

Puesto que la fuente de la función de Green es puntual e instantánea, existirán soluciones con
simetŕıa esférica, función de R ≡ |~R| = |~r − ~r ′| y τ ≡ t− t′. Para este tipo de soluciones

| |G(R, τ) = −δ(R)δ(τ) (5.5)

donde

∇2G =
1
R

∂2(RG)
∂R2

, ,
∂2 G

∂ t2
=

∂2 G

∂ τ2

Fuera del punto fuente R 6= 0 y la ecuación de 5.5 es homogénea

1
R

∂2(RG)
∂R2

− 1
c2

∂2G

∂τ2
= 0

Multiplicando por R y definiendo G′ = RG

∂2(G′)
∂R2

− 1
c2

∂2G′

∂τ2
= 0

2 Nótese que | | opera sobre (~r, t) y que las fuentes están definidas en (~r ′, t′).
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ecuación cuyas soluciones son bien conocidas:

G′(R, τ) = f(τ −R/c) + g(τ + R/c) ⇒

G(R, τ) =
f(τ −R/c)

R
+

g(τ + R/c)
R

= Gr(τ −R/c, R) + Ga(τ + R/c,R) (5.6)

El potencial resultante de sustituir Ga en 5.4, potencial adelantado, es función del estado de las
fuentes en el futuro del instante de observación , por lo que no cumple el principio de causalidad.
Aunque, en otro tipo de problemas, los potenciales adelantados pueden encontrar utilidad, las
condiciones impuestas aqúı los excluyen. Los potenciales retardados permiten la descripción de todos
los fenómenos electromagnéticos salvo aquellos en los que se traspasan los ĺımites de aplicabilidad
de la electrodinámica clásica.

Esta solución general, retardada, de la ecuación homogénea, debe hacerse compatible con la
existencia de fuentes puntuales e instantáneas. Si se desarrolla f(τ − R/c) en serie alrededor del
origen R = 0

f(τ −R/c) ' f(τ)− 1
c
ḟ(τ)R + · · ·

donde ḟ ≡ (∂f/∂R)R=0. De aqúı se deduce que

ĺım
R→0

G(τ,R) = ĺım
R→0

[
f(τ)
R

− 1
c
ḟ(τ) + · · ·

]
= ĺım

R→0

f(τ)
R

Bajo estas condiciones G0 ≡ f(τ)/R es solución del ĺımite estático de la ecuación de Green 5.5
3, 4.

∇2

(
f(τ)
R

)
=

{ −δ(R)δ(τ)
−4πδ(R)f(τ)

Resulta, en consecuencia, que f(τ) = δ(τ)/4π. Pero el argumento de la función f es τ − R/c y
f(τ) = [f(τ −R/c)]R=0, luego

f(τ −R/c) =
δ(τ −R/c)

4π

y la función de Green buscada es

G(R, t− t′) =
δ(t− t′ −R/c)

4πR
(5.7)

3Cuando R → 0, la derivada espacial ∂G0/∂R crece según R−2 mientras que la temporal ∂G0/∂τ lo hace según
R−1, por lo que esta última es despreciable frente a la primera.

4∇2(1/R) = −4πδ(R).
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Potenciales retardados :

Sustituyendo la función de Green 5.7 en 5.4 se tiene que 5

Ai(~r, t) =
µ0

4π

∫ ∞

t′=−∞

∫

V ′
i(~r ′, t′)

R
δ(t′ +

R

c
− t) dv′ dt′ (5.8)

Integrando sobre t′ se obtienen los potenciales retardados:

Ai(~r, t) =
µ0

4π

∫

V ′
i(~r ′, t−R/c)

R
dv′ (5.9)

La expresión tridimensional de éstos es

φ(~r, t) =
1

4πε0

∫

V ′
[ ρ ]
R

dv′ (5.10a)

~A(~r, t) =
µ0

4π

∫

V ′
[ ~ ]
R

dv′ (5.10b)

donde [ f ] ≡ f(~r ′, t − R/c). En la figura 5.1 se representa a una superficie esférica, la superficie
colectora de información, que se mueve con la velocidad de la luz y se colapsa en el instante t sobre
el punto de observación: en su camino va detectando los valores de las densidades retardadas que
habrá que introducir en las integrales de potencial 6.

Los potenciales adelantados se expresan de forma análoga pero sustituyendo el retraso por
adelanto.

Potenciales retardados en el dominio de la frecuencia :

En el dominio de la frecuencia

Ai(~r, ω) =
1
2π

∫ ∞

t=−∞
Ai(~r, t)e−jωt dt =

µ0

4π

∫

V ′
1
R

[
1
2π

∫

t
i(~r ′, t−R/c) e−jωt dt

]
dv′

Cambiando a la variable α = t − R/c en la integral sobre t, con lo que dα = dt, y escribiendo
k = ω/c

φ(~r, ω) =
1

4πε0

∫

V ′
ρ(~r ′, ω)

e−jkR

R
dv′ (5.11a)

~A(~r, ω) =
µ0

4π

∫

V ′
~(~r ′, ω)

e−jkR

R
dv′ (5.11b)

donde puede apreciarse que el término exp(−jkR), de módulo unitario y fase −arctg(ωR/c), traduce
el retraso temporal en un retraso de fase en función de la frecuencia.

5La delta de Dirac es una función simétrica.
6Problema 5-1.
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5.2.2. Potenciales de Lienard-Wiechert

Los potenciales de Lienard-Wiechert son retardados; se deben a una part́ıcula puntual cargada
y en movimiento. Para obtener su expresión, se tomará como punto de partida a la 5.8, en la que
aparecen las componentes del tetravector densidad de corriente y la función de Green retardada.
En este caso se trata de una distribución singular que corresponde a una part́ıcula de carga e y
posición ~rp(t′) que se mueve con velocidad ~vp(t′) = d~rp(t′)/dt′. Según 2.35, 2.24 y 2.26,

ji(~r ′, t′) = [c ρ(~r ′, t′), ~(~r ′, t′)] = e [c, ~vp(t′)] δ[~r ′ − ~rp(t′)] (5.12)

Se supone a la part́ıcula dentro de un volumen V ′, a distancia finita del observador, para t′ ∈
(−∞, t), como se muestra en la figura 5.2.

0 ε0

r  (t’)p

v  (t’)

µ

p

V’

,

r

R

P ( r , t )

x

y

z

Figura 5.2: Distribución singular

La función de Green 5.7 se concreta en

G(R, t− t′) =
δ(t′ + R(~r, t′)/c− t)

4π R(~r, t′)
, , R(~r, t′) ≡ |~r − ~rp(t′)| (5.13)

Sustituyendo en 5.8

Ai(~r, t) =
µ0

4π
e

∫ ∞

t′=−∞

∫

V ′
[c, ~vp(t′)]
R(~r, t′)

δ(t′ +
R(~r, t′)

c
− t) δ[~r ′ − ~rp(t′)] dv′ dt′

=
µ0

4π
e

∫ ∞

t′=−∞

[c, ~vp(t′)]
R(~r, t′)

δ(t′ +
R(~r, t′)

c
− t)

{∫

V ′
δ[~r ′ − ~rp(t′)] dv′

}
dt′

=
µ0

4π
e

∫ ∞

t′=−∞

[c, ~vp(t′)]
R(~r, t′)︸ ︷︷ ︸

(a)

δ(t′ +
R(~r, t′)

c︸ ︷︷ ︸
(b)

−t) dt′ (5.14)
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La integral sobre V ′ es igual a la unidad si se exige que la part́ıcula esté dentro de dicho volumen
en el instante t′.

En la integración sobre t′, ~r es un parámetro y puede considerarse (a) = f(t′). Por otra parte,
(b) = g(t′) lo que no permite el uso directo de la regla integral de desplazamiento de la delta de
Dirac. En este caso, véase la expresión 43.19 de [Spiegel et al.] 7,

∫

t′
f(t′) δ[g(t′)− t] dt′ =

∑

t′i

[
f(t′)

|dg(t′)/dt′|
]

g(t′i)=t

(5.15)

donde t′i son las raices de la ecuación g(t′) = t, para las cuales se anula el argumento de la delta de
Dirac. Dado que

g(t′) → g(~r, t′) = t′ +
1
c

R(~r, t′) (5.16)

la ecuación a resolver es
R(~r, t′) = |~r − ~rp(t′)| = c(t− t′) (5.17)

, la cual tiene una sola ráız tp, el Tiempo retardado de la part́ıcula.

Efectivamente, si tp es una ráız de la ecuación anterior, la norma del intervalo espacio-temporal

∆s2 = c2|t− tp|2 − |~r − ~rp(tp)|2 = 0

es de tipo lumı́nico (véase la sección 1.5.1.1) luego, como se indica esquemáticamente en la figura
5.3, el punto de observación (ct, ~r) y el (ctp, ~rp(tp)), ocupado por la part́ıcula en tp, están situados
en la superficie de un mismo cono de luz. Por ser el potencial retardado, la part́ıcula estará situada
en dicho instante en el pasado del cono de luz del punto de observación. Dado que la part́ıcula se
mueve con velocidad inferior a la de la luz vp < c, ésta solo puede atravesar a la superficie del
semicono del pasado en un punto. Aśı, pues, la sumatoria de 5.15 se reduce a un único término.

Derivando 5.16 8

∂ g(~r, t′)
∂ t′

= 1 +
∂ R(~r, t′)

∂ t′
≡ σ(~r, t′) = 1− R̂(~r, t′) · ~βp(t′) (5.18)

donde ~βp(t′) ≡ ~vp(t′)
c .

σ puede ser interpretado como un factor de correción para los potenciales retardados debido al
movimiento de la part́ıcula con respecto a la dirección R̂ de desplazamiento de la superficie colectora
en la posición retardada ~rp(tp).

Sustituyendo en 5.14 y en 5.15

Ai(~r, t) =
µ0

4π
e

[
(c, ~vp(t′))

R(~r, t′) σ(~r, t′)

]

t′=tp

=
µ0

4π
e

(c, ~vp(tp))
R(~r, tp) σ(~r, tp)

(5.19)

7δ (h(x)) =
P

xi

δ(x−xi)
|dh(xi)/dx| , donde xi son los ceros de h(x) .

8 ∂ R
∂ t′ = 1

2R
∂ ~R·~R
∂ t′ .
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(ct’, r  (t’))p

(ct  , r  (t  ))p p p

(ct, r )

r

Posición

retardada

,

ct ct’

r

45

p

o

θ<45o

Superficie del cono de luz (pasado)

del punto de observación

Línea del universo de la partícula

Punto de observación

Figura 5.3: Tiempo retardado de la part́ıcula

donde tp es, como ya se ha dicho, el tiempo retardado de la part́ıcula, tal que

R(~r, tp) = c(t− tp) (5.20)

. También es el instante en el que los fotones emitidos por la part́ıcula, en la dirección del punto de
observación, llegan a este último precisamente en t.

En la notación tridimensional

φ(~r, t) =
1

4πε0

e

R(~r, tp) σ(~r, tp)
(5.21a)

~A(~r, t) =
µ0

4π

e~vp(tp)
R(~r, tp)σ(~r, tp)

=
1
c2

~vp(tp) φ(~r, t) (5.21b)

Esta última expresión pone de manifiesto que el potencial vector tiene la dirección de la velocidad
de la part́ıcula en el instante retardado y es proporcional al potencial escalar.

5.3. Campo creado por una distribución de cargas

Conocidos los potenciales, los campos se obtienen mediante derivación de éstos con respecto a
las coordenadas del punto de observación (~r, t):

~E(~r, t) ≡ −∇Φ(~r, t)− ∂ ~A(~r, t)
∂t

(5.22a)
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~B(~r, t) ≡ ∇ ∧ ~A(~r, t) (5.22b)

En primer lugar se calcularán los campos producidos por una distribución continua y posterior-
mente los asociados a una carga puntual.

5.3.1. Campo creado por una distribución continua

Sustituyendo en 5.22 a los potenciales retardados 5.10 [Gómez-a]

~E(~r, t) = − 1
4πε0

∫

V ′
∇

(
[ ρ ]
R

)

︸ ︷︷ ︸
(b)

dv′ − 1
4πε0 c2

∫

V ′
1
R

∂ [ ~ ]
∂ t︸ ︷︷ ︸
(a)

dv′ (5.23a)

~B(~r, t) =
µ0

4π

∫

V ′
∇∧

(
[ ~ ]
R

)

︸ ︷︷ ︸
(c)

dv′ (5.23b)

donde
[f ] ≡ f(~r ′, τ ′) , , τ ′ ≡ t−R/c , , R = |~r − ~r ′| (5.24)

A continuación se desarrollan y transforman estos términos con el objeto de obtener una expre-
sión de los mismos que sea útil y significativa 9.

En (a), (b) y (c) las derivaciones afectan a las coordenadas del punto de observación ~r y t, pero
no a ~r ′, por lo que el desarrollo de estos términos se reduce a la utilización de las reglas de derivación
de función de función.

Las derivaciones de las funciones retardadas con respecto a t pueden ser sustituidas por deriva-
ciones con respecto a τ ′:

(a) =
∂ ~(~r ′, τ ′)

∂ t
=

∂ ~(~r ′, τ ′)
∂ τ ′

∂ τ ′

∂ t
=

∂ ~(~r ′, τ ′)
∂ τ ′

≡ [ ~̇ ] (5.25)

Por otra parte

(b) = ∇ρ(~r ′, τ ′)
1
R
− ρ(~r ′, τ ′)

∇R

R2
=

∂ ρ(~r ′, τ ′)
∂ τ ′

∇τ ′
1
R
− ρ(~r ′, τ ′)

R̂

R2

= −∂ ρ(~r ′, τ ′)
∂ τ ′

R̂

cR
− ρ(~r ′, τ ′)

R̂

R2
(5.26)

dado que

∇τ ′ = −1
c
∇R = −R̂

c
= −∇′τ ′ (5.27)

9Pueden obtenerse otras expresiones alternativas.
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El término ∂ρ/∂τ ′ puede ser sustituido haciendo uso de la ecuación de continuidad 2.28

∇ · ~(~r, t) +
∂ρ(~r, t)

∂t
= 0 (5.28)

La traducción de esta ecuación a las variables ~r ′ y τ ′ requiere cierta atención puesto que las
variables ~r y t son independientes y la aplicación de ∇ a f(~r, t) no afecta a t (t se considera como
constante en la aplicación de ∇). En el caso actual τ ′ = τ ′(t, ~r, ~r ′) no es una variable independiente
para la aplicación de ∇′, por lo que la ecuación de continuidad debe ser escrita de la forma

∂ρ(~r ′, τ ′)
∂τ ′

= −{∇′ · ~(~r ′, τ ′)
}

τ ′=cte
(5.29)

Aplicando las reglas de derivación de función de función

∇′ · ~(~r ′, τ ′) =
{∇′ · ~(~r ′, τ ′)

}
τ ′=cte

+
∂ ~(~r ′, τ ′)

∂ τ ′
· ∇′τ ′

=
{∇′ · ~(~r ′, τ ′)

}
τ ′=cte

+
1
c

(
∂ ~(~r ′, τ ′)

∂ τ ′
· R̂

)

Volviendo a la notación compacta [f ] ≡ f(~r ′, τ ′)

∂ [ ρ ]
∂ τ ′

= −∇′ · [ ~ ] +
1
c

([ ~̇ ] · R̂)

e introduciendo este resultado en 5.26

(b) = (∇′ · [ ~ ])
R̂

cR
− ([ ~̇ ] · R̂)

R̂

c2 R
− [ ρ ]

R̂

R2
(5.30)

Sustituyendo (a) y (b) en 5.23a 10

~E(~r, t) =
1

4πε0

∫

V ′
[ ρ ]

R̂

R2
dv +

1
4πε0

∫

V ′
([ ~̇ ] ∧ R̂) ∧ R̂

c2 R
dv′

− 1
4πε0

∫

V ′
(∇′ · [ ~ ])

R̂

cR
dv′

︸ ︷︷ ︸
(e)

(5.31)

La integral (e) puede transformarse a una forma más conveniente. Su componente α es

(e)α =
∫

V ′
(∇′ · [ ~ ])

Rα

cR2
dv′ =

=
∫

V ′
∇′ ·

(
[ ~ ]

Rα

cR2

)
dv′

︸ ︷︷ ︸
=0

−
∫

V ′
[ ~ ] · ∇′

(
Rα

c R2

)
dv′

10(~a ∧ be) ∧ be = be(~a · be)− ~a.
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El primer término del segundo miembro se anula porque puede calcularse, según el teorema de
la divergencia, como el flujo a través de la superficie S ′, que envuelve a V ′, de [ ~ ]

{
Rα/(cR2)

}
y

este término es nulo porque ([ ~ ])S′ = 0. En cuanto al segundo término,

[ ~ ] · ∇′
(

Rα

cR2

)
= [ ~ ] ·

{
− êα

c R2
+ 2 Rα

R̂

cR3

}
= − [ jα ]

cR2
+ 2Rα

[ ~ ] · R̂
cR3

ya que ∇′Rα = ∇′(xα − x′α) = −êα, donde êα es el vector unitario en la dirección α y ∇′R = −R̂.
La combinación de las tres componentes de (e) da como resultado

(e) =
∫

V ′
[ ~ ]− 2 ([ ~ ] · R̂) R̂

cR2
dv′ (5.32)

Para calcular el campo magnético, hay que desarrollar (c) 11

(c) = ∇
(

1
R

)
∧ [ ~ ] +

1
R
∇∧ [ ~ ] = [ ~ ] ∧

(
R̂

R2

)
+

1
R
∇τ ′ ∧ [ ~̇ ] =

= [ ~ ] ∧
(

R̂

R2

)
+ [ ~̇ ] ∧ R̂

cR
(5.33)

Por último, las expresiones buscadas se obtienen sustituyendo (e) en 5.31 y (c) en 5.23b 12

~E(~r, t) =
1

4πε0

∫

V ′
[ ρ ]R̂
R2

dv′

︸ ︷︷ ︸
~EC

+
1

4πε0

∫

V ′
2R̂(R̂ · [ ~ ])− [ ~ ]

cR2
dv′

︸ ︷︷ ︸
~Ei

+

+
1

4πε0

∫

V ′
([ ~̇ ] ∧ R̂) ∧ R̂

c2R
dv′

︸ ︷︷ ︸
~Er

(5.34a)

~B(~r, t) =
µ0

4π

∫

V ′
[ ~ ] ∧ R̂

R2
dv′

︸ ︷︷ ︸
~BB

+
µ0

4π

∫

V ′
[ ~̇ ] ∧ R̂

cR
dv′

︸ ︷︷ ︸
~Br

(5.34b)

~EC tiene una forma similar a la del campo culombiano estático; decae, como éste, según R−2 pero
es función del valor retardado de la densidad de carga, por lo que se denomina campo Culombiano

11∇∧ ~a(u) = ∇u ∧ d~a
d u

.
12Para obtener las expresiones en el dominio de la frecuencia, basta con hacer las sustituciones (~r, t) → (~r, ω),

[f ] → f(~r ′, ω) exp(−jk R) y [ḟ ] → jω f(~r ′, ω) exp(−jk R).
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retardado. ~Ei tiene la mı́sma dependencia R−2 que el anterior y es función de la densidad de corriente
retardada; es el campo de Inducción. ~Er tiene una dependencia radial R−1 y es función de la derivada
temporal de la densidad de corriente retardada. Es interesante hacer notar que la derivación espacial
con respecto a las coordenadas del punto de observación se traduce en una derivación con respecto
al tiempo τ ′ de las fuentes. Como se muestra en la figura 5.4, al diferenciar espacialmente en el
punto de observación hay que comparar el valor de los potenciales en el mismo instante t pero en
distintos puntos ~r y ~r + ∆~r. Esto equivale a comparar las fuentes en un mismo punto ~r ′ y en dos
instantes distintos τ ′1 = t−R1/c y τ ′2 = t−R2/c.

R /c

R /c

r

t’ = t - 

t’ = t - 

1

2

R /c1

R /c22

1

r’ r +   r

r

x

y

z

∆

∆

t’=∆ t’ - t’2 1 = (1/c) ( )-R R1 2

Figura 5.4: Derivación espacial - temporal

Para una onda monocromática

[ ~̇ ] ∼ ω[ ~ ] ⇒ | ~Er|/| ~Ei| ∼ R

cT
=

R

λ

donde λ es la longitud de onda correspondiente a la máxima frecuencia significativa del espectro de
las corrientes.

~BB es el campo magnético cercano o de Biot y Savart, el cual es función de las corrientes
retardadas [ ~ ] y decrece según R−2; será despreciable a larga distancia. ~Br, el campo de Radiación,
es función de la derivada temporal de las corrientes retardadas [ ~̇ ] y decrece con la distancia según
R−1, predominando sobre los anteriores a larga distancia de las fuentes. Para ondas monocromáticas

| ~Br|
| ~BB|

∼ R

cT
=

R

λ

De acuerdo con ésto, ~Er y su homólogo magnético son los campos de radiación, los cuales
predominan para distancias R >> λ.

~E(~r, t)rad =
1

4πε0

∫

V ′
([ ~̇ ] ∧ R̂) ∧ R̂

c2R
dv′ (5.35a)
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~B(~r, t)rad =
µ0

4π

∫

V ′
[ ~̇ ] ∧ R̂

cR
dv′ (5.35b)

A continuación se estudiarán los campos producidos por volúmenes V ′ con diversos criterios de
aproximación. En primer lugar se considera el caso de volúmenes radiantes de tamaño arbitrario,
observados desde distancias muy superiores a la longitud de onda λ y a la distancia máxima L
del mismo al origen y, en segundo lugar, se llevará a cabo el desarrollo multipolar de los campos
producidos por distribuciones de corriente eléctricamente pequeñas (L << λ).

5.3.1.1. Campos lejanos de radiación; intensidad y potencia radiadas

Como ya se ha visto, son los campos de radiación los que predominan a distancias suficientemente
grandes. Se deducirá una aproximación de los mismos, en el dominio de la frecuencia y para la zona
lejana o de Radiación, definida como aquella en la que r >> L2

λ , L y λ, en la que no se limita el
tamaño eléctrico de la distribución l ≡ L/λ.

Partiendo del potencial vector 5.11b en el dominio de la frecuencia, se aproxima el núcleo f(R)

f(R) =
e−jkR

R
(5.36)

de la siguiente forma:

R =
√

(~r − ~r ′)2 = r

√
1− 2~n · ~r

′

r
+

r′2

r2
= r

√
1− x ' r

(
1− 1

2
x− 1

8
x2 + · · ·

)

donde

x = 2~n · r̂ ′ r
′

r
− r′2

r2

Esta serie será convergente si r′/r << 1 y, por lo tanto, |x| << 1. Truncando por encima de los
términos de segundo orden en r′/r

R ' r

{
1− ~n · r̂ ′ r

′

r
+

1
2

r′2

r2

[
1− (~n · r̂ ′)2 ]}

Sustituyendo en la exponencial, se obtiene

e−jkR ' e−jkr e~k·~r ′ e− 1
2
kr′ r′

r
[ 1−(~n·br ′)2 ]

donde ~k = k ~n.

El segundo factor solo será ' 1 si kr′ ∼ r′/λ << 1, pero, en este caso, no se pretende limitar el
tamaño eléctrico de V ′. Para poder aproximar a la unidad el argumento de la última exponencial, es
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necesario que kr′2/r << 1 o r >> L2/λ. Por lo que respecta a 1/R, si r′/r << 1 puede aproximarse
en primer orden a 1/r, con lo que

e−jkR

R
' e−jkr

r
e~k·~r ′ , , r À L2

λ
y L (5.37)

Estas condiciones no limitan el tamaño eléctrico de la distribución, salvo que éste debe ser
finito, por lo que la expresión anterior constituye un punto de partida adecuado para el estudio de
los campos de radiación de las antenas, en las que a menudo L ∼ λ. De aqúı se deduce que, en la
zona de radiación

~A(~r, ω) ' e−jkr

r
~N(~n, ω) ⇒ ~N(~n, ω) ≡ µ0

4π

∫

V ′
~(~r ′, ω) e~k·~r ′ dv′ (5.38)

~N(~n, ω), el Vector de radiación, es función de la frecuencia y de la dirección de observación ~n,
es decir, de los ángulos θ y φ, puesto que k = ω

c . Debido a ésto, el potencial y los campos tienen la
forma de ondas esféricas no homogéneas. La fase ϕ = ωt− kr es función de r, pero la amplitud en
las superficies de igual fase, r = cte, es función de θ y φ.

Además, el cálculo de los campos puede facilitarse con la aproximación

∇ → −~k = −
ω

c
~n , , r À λ, r′ (5.39)

Efectivamente, dado que r À r′, el punto de observación está fuera de V ′ y ~(~r, ω) = 0, luego

~B(~r, ω) = ∇∧ ~A(~r, ω) (5.40a)

~E(~r, ω) =
c2

jω
∇∧ ~B(~r, ω) (5.40b)

por lo que ambos campos pueden derivarse del potencial vector 13.

De lo anterior se deduce que es necesario realizar operaciones del tipo 14

ĺım
kr>>1

∂f(r)
∂xα

= −knαf(r)

donde f(r) = f(R)r′=0, y

ĺım
r>>r′

∂

∂xα
ek~n·~r ′ = ĺım

r>>r′
k

(
x′α
r
− (~n · ~r

′

r
)nα

)
ek~n·~r ′ = 0

De esta forma es facil de ver que 5.39 es aplicable y que los campos lejanos de radiación pueden
ser aproximados por

13Téngase en cuenta, sin embargo, que ~E 6= − ∂ ~A
∂ t

.
14Véase el probema 5-2.
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~B(~r, ω) ' −j~k ∧ ~A(~r, ω) = −jk~n ∧ ~A(~r, ω) =

= −jk
e−jkr

r
~n ∧ ~N(~n, ω) (5.41a)

~E(~r, ω) ' c ~B(~r, ω) ∧ ~n (5.41b)

Estas ecuaciones describen una relación de estructura, para los campos de radiación, análoga a
la de las ondas planas homogéneas. El campo de radiación lejano es tranversal, de forma que ~E,
~B y ~n, forman un triedro rectángulo a derechas y E = cB. Por otra parte, el campo magnético es
también perpendicular al potencial vector.

Pasando al dominio del tiempo y teniendo en cuenta que k = ω
c

~B(~r, t) =
∫

ω

~B(~r, ω)eωt dω =
−1
cr

~n ∧
∫

ω
ω ~N(~n, ω) eω(t−r/c) dω

~B(~r, t) =
1
cr

[[ ~̇N ]] ∧ ~n (5.42)

donde

[[ ~̇N ]] =
∫

ω
ω ~N(~n, ω) eω(t− r

c
) dω

=
µ0

4π

∫

V ′

∫

ω
ω~(~r ′, ω) eω(t− r−~n·~r ′

c
) dv′ dω =

µ0

4π

∫

V ′
{~̇} dv′

es ∂ N
∂ t , evaluada en el tiempo retardado del origen t− r

c , [[f ]] ≡ f(t− r
c ), y la corriente es evaluada en la

aproximación de primer orden en r ′
r del retraso correspondiente al punto fuente, {f} ≡ f(t− r−~n·~r ′

c ).

Potencia e intensidad :

El vector de Poynting de estos campos caracteriza al fenómero de Radiación como aquel por el
cual el volumen de fuentes pierde enerǵıa de forma irreversible.

En el dominio del tiempo

~S(~r, t) =
c

µ0
( ~B(~r, t) ∧ ~n) ∧ ~B(~r, t) =

c

µ0

~B2(~r, t)~n =
1

µ0c r2
|[[ ~̇N ]] ∧ ~n|2 ~n (5.43)

relaciones en las que se pone de manifiesto que este vector tiene la misma dirección y el mismo
sentido que ~n y que decrece expĺıcitamente con la distancia al origen según el inverso del cuadrado
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~S
{ ↑↑ ~n
∼ r−2

aunque es necesario tener en cuenta que también depende de ~r a través de la evaluación retardada
[[ ]]. En la figura 5.5 se muestra como un sistema radiante emite un pulso electromagnético y como,
a lo largo de su propagación, la amplitud de su enerǵıa se atenua según r−2 y el campo va ocupando
volúmenes que crecen según r2. La enerǵıa total transportada se conserva pero la dependencia radial
es del tipo (1/r2) f(t− r/c).

r

Volumen
radiante

Frente de onda

Pulso
en

t=t t=tt=t 210

1

r2

Figura 5.5: Radiación de un pulso electromagnético

El valor medio de la potencia radiada por unidad de superficie es

〈 ~S〉 =
1
2
Re[ ~Sc ] =

1
2µ0

Re[ ~E(~r, ω) ∧ ~B∗(~r, ω) ] =
ck2

2µ0 r2
|~n ∧ ~N(~n, ω) |2 ~n (5.44)

. En el dominio de la frecuencia, correspondiente a un estado estacionario senoidal, la dependencia
del retardo desaparece y solo queda la expĺıcita r−2.

Se suele definir la Intensidad de radiación como la potencia radiada por unidad de ángulo sólido

I(~r, t) =
dP(~r, t)

dΩ
, , dΩ =

~n · d~s
r2

= senθdθdφ (5.45)

La potencia total radiada, a través de una superficie de radio r, puede calcularse a partir de ~S
o de I

P(r, t) =
∫

r=cte

~S(~r, t) · d~s =
∫

Ω
I(~r, t)dΩ =

∫

S

I(~r, t)~n

r2
· d~s (5.46)

de donde se deduce que la intensidad en el domio del tiempo es
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I(~r, t) = (~n · ~S(~r, t)) r2 = (5.47)

=
1

µ0c
|[[ ~̇N ]] ∧ ~n|2 (5.48)

no solo depende del tiempo, sino que también depende de ~r debido a la evaluación retardada de ~̇N .

Por el contrario, en el dominio de la frecuencia, el valor medio de la intensidad

〈I〉 = (~n · 〈 ~S〉) r2 = (5.49)

=
ck2

2µ0
|~n ∧ ~N(~n, ω) |2 (5.50)

solo depende de la frecuencia, por lo que toda la potencia emitida es radiada hacia el infinito y
perdida de forma irreversible por el volumen radiante.

5.3.1.2. Antenas lineales

Unas distribuciones de carga radiante, que presentan un gran interés práctico, son las antenas.
El cálculo de los campos de radiación producidos por éstas es, en general, complicado. Supone la
resolución de un problema autoconsistente en el que deben hallarse al mismo tiempo las corrientes
que circulan por la antena y los campos producidos. Un caso relativamente sencillo es el de las
antenas de hilo, construidas con cable conductor de diámetro despreciable. A modo de ejemplo, se
considera la antena lineal simétrica ( Antena dipolo) que se muestra en la figura 5.6. En la figura 5.7
se representa a la antena, con objeto de ilustrar sus propiedades más caracteŕısticas, como derivada
de una ĺınea de transmisión bifilar abierta en la que la distancia entre conductores se supone muy
pequeña con respecto a la longitud de onda.

En principio, la gúıa está en abierto por lo que la intensidad en su extremo es nula y su depen-
dencia de z es la correspondiente a una onda estacionaria 15. Puede considerarse que la antena se
forma doblando una sección terminal de los cables en ángulo recto con objeto de adaptar las ondas
al espacio externo.

En la figura 5.6 se presenta la geometŕıa de la ĺınea para el cálculo del vector de radiación 5.38

~N(~n, ω) ≡ µ0

4π

∫

V ′
~(~r ′, ω) e~k·~r ′ dv′ (5.51)

La distribución de corriente, que se supone armónica, es lineal, de longitud L = 2l y está definida
en el eje z, por lo que habrá que substituir ~(~r ′, ω) dv′ por I(z′, ω) ẑ dz′ en la integral.

15Para que la onda sea estacionaria, es necesario que la gúıa no radie una fracción significativa de su enerǵıa a través
de la abertura. Esto es aproximadamente cierto en la ĺınea, si d ¿ λ, pero no en el caso en que ésta se abra para
formar una antena.
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-l

+l
ẑ

r

n

R

r ’
θ

I(z’)

=2lL ~

Figura 5.6: Antena lineal simétrica

λ

d

z=0

I(z’)

z’=0

-l

+l

~

(a)

(b)

I(z)
z

Figura 5.7: La antena como ĺınea abierta
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Para hallar los campos de radiación es necesario conocer la distribución espacial de la intensidad
de corriente y tampoco en este caso el problema es simple. Una primera aproximación de I(z′)
que, aunque responde a hipótesis intuitivas, se aproxima bastante a la realidad, puede obtenerse
considerando el proceso descrito en la figura 5.7. Con este f́ın se emiten las siguientes hipótesis:

- Puesto que en los extremos de la antena no existe ninguna estructura capaz de almacenar
carga, la intensidad en los mismos debe anularse: I(|z′| = l) = 0.

- Dada la simetŕıa, la corriente es continua en el origen: I(z′ = 0+) = I(z′ = 0−)

- La dependencia de z′ es aproximadamente senoidal:

I(z′) '
{

I0 sen k(l − z′) , , z′ > 0
I0 sen k(l + z′) , , z′ < 0

(5.52)

- Se supone que k es aproximadamente igual al número de onda de las ondas planas en el espacio
libre. Supuesto que éste es el vaćıo, k ' ω

√
µ0ε0.

Puede demostrarse, teórica y prácticamente, que, en la mayoŕıa de las aplicaciones, estas hipótesis
dan una aproximación adecuada de la corriente que circula por una antena de este tipo.

Bajo estos supuestos, el vector de onda puede obtenerse mediante la integral

~N(~n, ω) = ẑ
µ0 I0

4π

{∫ 0

−l
sen k(l + z′)e jk z′ cos θ dz′ +

∫ l

0
sen k(l − z′)e jk z′ cos θ dz′

}
=

= ẑ
µ0 I0

2π k sen θ
F (θ) (5.53)

F (θ, φ) es el Factor de antena. En este caso 16

F (θ) =
cos(kl cos θ)− cos(kl)

sen θ
(5.54)

De 5.41b y 5.41a se deduce que los campos tienen la forma

~E = Eθ θ̂ , , ~H = Hϕ ϕ̂ (5.55)

Eθ = j
Z0 I0

2π

e−jk r

r
F (θ) = Hϕ Z0 (5.56)

El factor de antena describe, por lo tanto, la distribución direccional de los campos y su cuadrado
la de la enerǵıa radiada. La potencia media radiada por la antena es, según 5.44,

〈P 〉 =
1
2

∫

S
Re[ ~Sc] · d~s =

Z0 I2
0

4π

∫ π

0
|F (θ)|2 sen θ dθ (5.57)

16Problema 5-5.
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Figura 5.8: Resistencia y directividad

Para dar una medida de la eficacia de una antena como emisora se define la Resistencia de
radiación

Rrad ≡ 2〈P 〉
I2
0

=
Z0

2π

∫ π

0
|F (θ)|2 sen θ dθ (5.58)

Otro parámetro interesante es la Ganancia directiva G(θ, ϕ) que describe como la potencia
radiada se distribuye en las distintas direcciones del espacio. Se define como la intensidad media
(temporal) normalizada: la potencia media radiada por unidad de ángulo sólido, en una dirección
determinada, dividida por el valor medio de dicha magnitud para todas las direcciones espaciales:

G(θ, ϕ) ≡ 〈I〉(θ, ϕ)
1
4π

∫
Ω 〈I〉 dΩ

(5.59)

Su valor máximo D se conoce como la Directividad de la antena. Esta es igual a la unidad cuando
el radiador es isótropo e infinita cuando toda la enerǵıa es emitida en una sola dirección.

En el caso presente,

G(θ) =
2|F (θ)|2∫ π

0 |F (θ)|2 sen θ dθ
(5.60)
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La figura 5.8a muestra como las antenas muy pequeñas, los dipolos eléctricos, son poco eficaces
puesto que su resistencia de radiación es pequeña. Esta crece rápidamente cuando la longitud de
la antena se acerca al valor L ' λ y presenta máximos para longitudes que son múltiplos enteros
de la anterior. Las figuras 5.8b-c-d son diagramas polares 17 de la ganancia directiva para distintas
antenas. Como referencia en cada gráfica se incluye la ganancia de la menos directiva, es decir, la
del dipolo eléctricamente corto (L ¿ λ).

5.3.1.3. Desarrollo multipolar en coordenadas cartesianas

El campo electromagnético, producido por distribuciones de corriente eléctricamente pequeñas
y observado desde fuera de las mismas, puede ser descompuesto en términos multipolares de forma
análoga, en cierto sentido, a la utilizada en el caso de los campos estáticos. Este desarrollo se
diferencia del estático en que, aunque se realiza en función de los mismos parámetros multipolares, los
campos correspondientes tienen una dependencia radial diferente. En las cercańıas de la distribución
se observa un campo multipolar de tipo estático, cuyos parámetros vaŕıan con el tiempo, pero a
gran distancia todos los términos multipolares decaen según r−1. También cabe diferenciar el tipo
de aproximación que aqúı se realiza con respecto al utilizado en la sección anterior, puesto que
ahora las fuentes deben estar contenidas en un volumen eléctricamente pequeño pero pueden ser
observadas desde puntos externos cercanos. A continuación se aborda este desarrollo empleando un
sistema de coordenadas cartesiano.

zona
cercana

zona intermedia zona de radiacion

r=   

L< r<<  L< r L<<   <<r

λ

λ λ λ

r= L

Figura 5.9: Zonas del campo multipolar

Se distinguirán tres zonas, como se muestra en la figura 5.9:

- L < r << λ = cercana (cuasiestática) 18.

- L < r ∼ λ = intermedia (de inducción).

- L << λ << r = de radiación (lejana).

aunque se prestará atención preferente a la zona de radiación.

Puesto que el punto de observación es externo a la distribución, pueden utilizarse 5.41a y 5.41b
y obtener los campos a partir del potencial vector 5.11b. Como en el estudio de los campos lejanos

17Gx = G sen θ y Gz = G cos θ.
18La convergencia del desarrollo multipolar solo exige que L < r, λ, por lo que en un sistema radiante concreto,

pueden no darse las condiciones de zona cercana.
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realizado en las secciones anteriores, en la zona de radiación puede substituirse al operador rotacional
por el producto vectorial por −jk ~n.

Anotando

f(U) =
e−U

U
, , U = kR , , u = kr , , u′ = kr′

~u = u~n , , ~u′ = u′r̂ ′ , , ~U = UR̂ = ~u− ~u′ (5.61)

el potencial puede escribirse como

~A(~r, ω) = jk
µ0

4π

∫

V ′
~(~r ′, ω) f(U) dv′

Desarrollando en serie el núcleo de la integral alrededor del origen de coordenadas ~r ′ = 0 y
conservando solo los primeros términos del desarrollo

f(U) ' f(u) + ~r ′ · {∇′f(U)
}

~r ′=0

Por otra parte

∇′f(U) = kf(U)(1 +
1
U

) R̂ ⇒ {∇′f(U)
}

~r ′=0
= kf(u)(1 +

1
u

) ~n (5.62)

f(U) ' f(u) + f(u)( 1︸︷︷︸
(a)

+
1
u︸︷︷︸
(b)

)~u′ · ~n (5.63)

Esta aproximación requiere que tanto (a) → ~u′ · ~n ∼ L/λ, como (b) → (~u′ · ~n)/u ∼ L/r, sean
magnitudes pequeñas, es decir, L << r, λ. La convergencia de la serie se asegura con tal de que
L < r, λ.

Como es fácil de comprobar, también se cumplen las relaciones

∇f(U) = −∇′f(U) = −kf(U)(1 +
1
U

) R̂ y ∇f(u) = −kf(u)(1 +
1
u

) ~n (5.64)

Hasta este orden de aproximación

~A(~r, ω) ' k
µ0

4π
f(u)

∫

V ′
~(~r ′, ω) dv′

︸ ︷︷ ︸
(A)

− (5.65)

−k2 µ0

4π
f(u)(1 +

1
u

)
∫

V ′
~(~r ′, ω)(~r ′ · ~n) dv′

︸ ︷︷ ︸
B

(5.66)
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De cada uno de estos términos se deducen los campos:

A → Dipolar eléctrico.

B → Dipolar magnético y cudripolar eléctrico.

Campo dipolar eléctrico :

5.65 puede expresarse en función de la densidad de carga mediante el uso de la ecuación de
continuidad 2.28. Si se integra sobre V ′ la componente α de la densidad de corriente

∫

V ′
α dv′ =

∫

V ′
∇′ · (x′α~) dv′

︸ ︷︷ ︸
=0

−
∫

V ′
x′α∇′ · ~ dv′ =

∫

V ′
x′α

∂ρ

∂t′
dv′

donde se ha utilizado el teorema de la divergencia y se ha tenido en cuenta que V ′ contiene a todas
las corrientes. Uniendo las tres componentes, pasando al dominio de la frecuencia y escribiendo la
densidad espectral del momento dipolar eléctrico como ~dω

∫

V ′
~(~r ′, ω) dv′ = ω

∫

V ′
~r ′ρ(~r ′, ω) dv′ = ω ~dω (5.67)

por lo que, sustituyendo en 5.65

~A(~r, ω) = −k2 µ0 c

4π
f(u) ~dω (5.68)

que es el potencial vector dipolar eléctrico.

~dω es un vector constante, luego ∇∧ ~dω = 0 y

∇∧ {f(u) ~dω} = ∇f(u) ∧ ~dω

De acuerdo con 5.64 y 5.40a

~B(~r, ω) = jk3 µ0c

4π
f(u)( 1︸︷︷︸

(1)

+
1
u︸︷︷︸
(2)

)(~n ∧ ~dω) (5.69)

Este es el campo magnético Dipolar eléctrico, que incluye al de radiación (1), con dependencia
r−1, y al de Biot y Savart (2) con dependencia r−2.

De nuevo, el cálculo del campo eléctrico es más laborioso. Partiendo de 5.40b

∇∧ [ f(u)(1 +
1
u

)(~n ∧ ~dω) ] = ∇∧ (g(u)~n ∧ ~dω) =

∇g(u) ∧ (~n ∧ ~dω) + g(u)(~dω · ∇)~n− g(u)~dω ∇ · ~n (5.70)
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Operando y agrupando términos 19

~E(~r, ω) = jk3 1
4πε0

f(u)


 (~n ∧ ~dω) ∧ ~n︸ ︷︷ ︸

(3)

+(
1
u︸︷︷︸
(4)

+
1
u2︸︷︷︸
(5)

)
{

~dω − 3~n(~n · ~dω)
}


 (5.71)

El campo eléctrico Dipolar eléctrico contiene tres términos diferenciados, el cercano (5) ∼ r−3,
el de inducción (4) ∼ r−2 y el de radiación (3) ∼ r−1. La figura 5.10 muestra el módulo del campo
eléctrico dipolar eléctrico producido por un dipolo radiante con orientación fija en la dirección z. En
la figura 5.11 se representan las secciones de la figura anterior en las direcciones: del dipolo (x = 0)
y en la transversal al mismo (z = 0). Los campos representados en esta última sección son, para
x >> λ,los de radiación.
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Figura 5.10: Campo eléctrico dipolar eléctrico

Zona cercana e intermedia :

En la zona cercana predomina el término (5) del campo eléctrico y el retraso es despreciable
puesto que kr = u → 0 y e−u → 1. Pasando al dominio del tiempo

19Problema 5-9.
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Figura 5.11: Campo eléctrico dipolar eléctrico

~E(~r, t) ' 1
4πε0 r3

{ 3~n(~n · ~d(t)) − ~d(t) } (5.72)

que es el campo instantáneo producido por un dipolo.

En la zona intermedia predominan los términos (2) y (4) y el retraso no es despreciable.

Zona de radiación:

La zona de radiación es la que presenta un mayor interés. En ella los términos predominantes
son los de radiación (1) y (3)

~E(~r, ω) ' c ~B(~r, ω) ∧ ~n (5.73)

~B(~r, ω) = k2 µ0c

4π

e−jkr

r
(~n ∧ ~dω) (5.74)

La intensidad media de radiación viene dada por

〈I〉 =
ck4

32π2ε0
|~dω ∧ ~n|2 (5.75)

y crece con la cuarta potencia de la frecuencia (k4 ∼ ω4).

Es necesario tener en cuenta que si el dipolo vaŕıa de orientación con el tiempo, solo el vector
~n tiene dirección fija en el espacio. En el dominio de la frecuencia ésto se traduce en que ~dω no
tendrá sus tres componentes en fase ( recuérdese la sección sobre polarización de ondas). Si el
dipolo tiene una orientación fija ~dω = dωd̂, donde dω puede ser complejo y d̂ es un vector unitario
real. En este último caso, tomando d̂ = ẑ
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Figura 5.12: Dipolo eléctrico con orientación fija

~E(~r, ω) =
−k2

4πε0
dω senθ

e−kr

r
θ̂ (5.76)

~B(~r, ω) =
−µ0ck

2

4π
dω senθ

e−kr

r
ϕ̂ (5.77)

〈 ~S〉(~r) =
1

2µ0
Re

(
~E(~r, ω) ∧ ~B∗(~r, ω)

)
=

ck4d2
ω

32π2ε0 r2
sen2θ ~n (5.78)

〈I〉 =
ck4d2

ω

32π2ε0
sen2θ (5.79)

Integrando sobre el ángulo sólido se obtiene el valor medio de la potencia total radiada 20

〈P〉 =
ck4|dω|2
12πε0

(5.80)

Para expresar a los campos en el dominio del tiempo es necesario aplicar la transformada inversa
de Fourier al campo magnético 5.74. Dado que k2 = −(ω)2/c2,

~B(~r, t) =
−µ0

4πc r
~n ∧

∫

ω
(ω)2 ~dωeω(t−r/c) dω

luego
20Problema 5-10.
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~E(~r, t) ' c ~B(~r, t) ∧ ~n (5.81a)

~B(~r, t) =
µ0

4πc r
([ ~̈d ] ∧ ~n) (5.81b)

donde [ ~̈d ] es la derivada segunda temporal del momento dipolar retardado. De lo anterior se deduce
que el vector de Poynting

~S(~r, t) = c ωem~n =
µ0

16π2c r2
{[ ~̈d ] ∧ ~n}2 ~n (5.82)

es proporcional a c y a la densidad de enerǵıa electromagnética, como el correspondiente de las
ondas planas en el vaćıo, y a [ ~̈d ]2.

Entre las expresiones en el dominio de la frecuencia y las correspondientes en el dominio del
tiempo existe una analoǵıa expresada por

[ ~̈d ] ↔ (ω)2 ~dωe−jkr (5.83)

Las caracteŕısticas básicas de los campos dipolares de radiación pueden representarse gráfica-
mente mediante los diagramas de radiación y las ĺıneas de campo. A continuación se consideran
dipolos cuya orientación espacial es fija.

Diagramas de radiación :

-1 -0.5 0.5 1

-0.4

-0.2

0.2

0.4

θ

x

z
E/E

I/I
max

max

Figura 5.13: Diagramas de radiación bidimensionales
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x

z

y

Figura 5.14: Diagramas de radiación tridimensionales

Los Diagramas de radiación son gráficas polares, función de los ángulos θ y ϕ, que representan
la distribución direccional de la amplitud del campo o la intensidad de radiación. Las magnitudes
representadas son, en el caso de los dipolos fijos,

Eω(θ)
Emax

= senθ , ,
〈I(θ)〉
〈I〉max

= sen2θ

En las figuras 5.13 y 5.14 puede observarse que la radiación del dipolo es anisótropa, siendo
máxima en la dirección diametral θ = π/2. Dada la simetŕıa del diagrama, la densidad de cantidad
de movimiento radiada es ~g(θ) = (1/c2) ~S = ~g(θ ± π) por lo que un dipolo radiante pierde enerǵıa
pero no cantidad de movimiento. Para que una antena pueda ser utilizada como motor de reacción,
es necesario que posea un diagrama de radiación asimétrico.

Ĺıneas de campo de radiación dipolar:

Las ĺıneas de los campos de radiación son cerradas, puesto que sus únicas fuentes son la variación
temporal de los propios campos. El magnético, no solo el de radiación, tiene dirección azimutal ϕ̂,
por lo que sus ĺıneas de campo son circunferencias centradas en el eje z. El campo eléctrico de
radiación tiene dirección θ̂, lo anotaremos como Eθ y corresponde al término (3) de 5.71. Dado que
es proporcional al senθ, se anula para θ → π/2. En esta región predomina la componente radial
Er ≡ Er(4) = ~Eω(4) · ~n, la cual hace que la ĺınea se cierre sobre śı misma formando un lazo de
radiación. De acuerdo con esto, se considera el campo

~E = Er~n + Eθθ̂
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La ecuación de las ĺıneas de campo se obtiene al exigir que éstas sean paralelas al mismo

~E ↑↑ d~l , ,
Er

dr
=

Eθ

rdθ
, , rErdθ − Eθdr = 0

Escribiendo expĺıcitamente las componentes reales

Eθ = Re[Eθ(3)e
ωt] = Ak cos(ωt− kr) senθ , , A =

−kdω

4πε0r

Er = Re[Er(4)e
ωt] =

2A

r
sen(ωt− kr) cosθ

, multiplicándolas por senθ/A e introduciéndolas en la ecuación de las ĺıneas, resulta

2 sen(ωt− kr) cosθ senθ dθ − k cos(ωt− kr) sen2θ dr =
= d{sen2θ sen(ωt− kr)} = 0 ⇒

sen2θ sen(ωt− kr) = cte (5.84)

Como puede verse en la figura 5.15, esta ecuación paramétrica de las ĺıneas de campo eléctrico
representa a una familia de lazos, atravesados por las ĺıneas de campo magnético, que se propagan
hacia el infinito.

Campo de radiación dipolar magnética y cuadripolar eléctrica :

Los campos asociados al momento dipoplar magnético y cuadripolar eléctrico se obtienen a
partir de 5.66. Aunque los dipolares magnéticos guardan una relación de dualidad con los dipolares
eléctricos y pueden deducirse de éstos sin necesidad de cálculo, únicamente se considerarán los
campos de radiación, lo que permite despreciar en el potencial aquellos términos que tienden a cero
en la zona lejana con una rapidez superior a r−1 y emplear la aproximación 5.39 de ∇. De acuerdo
con ésto

~A(~r, ω) ' −k2 µ0

4π
f(u)

∫

V ′
~(~r ′, ω)(~r ′ · ~n) dv′ (5.85)

El integrando puede descomponerse en una parte simétrica y otra antisimétrica con respecto
a ~ω y ~r ′. La primera da lugar a los campos cudripolares eléctricos y la segunda a los dipolares
magnéticos. Sumando y restando (1/2)~r ′(~ω · ~n)
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Figura 5.15: Ĺıneas del campo

~ω(~r ′ · ~n) =
1
2
{ ~ω(~r ′ · ~n) + ~r ′(~ω · ~n) }

︸ ︷︷ ︸
(a)

+ (5.86)

+
1
2
{ ~ω(~r ′ · ~n)− ~r ′(~ω · ~n) }

︸ ︷︷ ︸
(b)

(5.87)

Campo dipolar magnético :

El potencial dipolar magnético resulta de tomar en 5.85 la parte correspondiente al término (b)
de la ecuación anterior. Este último se puede escribir como

(b) =
1
2
(~r ′ ∧ ~ω) ∧ ~n

con lo que

∫

V ′
(b) dv′ = ~mω ∧ ~n , , ~mω =

1
2

∫

V ′
~r ′ ∧ ~ω dv′ (5.88)

El potencial resultante es:
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~A(~r, ω) ' −k2 µ0

4π
f(u) ~mω ∧ ~n (5.89)

Multiplicando vectorialmente por −k~n

~B(~r, ω) = k2 µ0

4π

e−jkr

r
~n ∧ (~mω ∧ ~n) (5.90)

expresión análoga a la del campo eléctrico dipolar eléctrico. El campo eléctrico dipolar magnético
resulta, por lo tanto, análogo al magnético dipolar eléctrico y se obtiene mediante la relación de
estructura

~E(~r, ω) = c ~B(~r, ω) ∧ ~n (5.91)

En la figura 5.16 puede verse la estructura del campo de radiación dipolar magnética.

θ̂

n

B

^

E

φ

r

x

y

z

mω

φ

θ

Figura 5.16: Campo dipolar magnético

Campo cuadripolar eléctrico :

El potencial cuadripolar eléctrico es la parte simétrica de 5.85, correspondiente a tomar 5.86
como argumento de la integral. Esta se escribirá, en principio, de la forma

∫

V ′
(a) dv′ = 

ω

2
↔
T ·~n (5.92)

donde
↔
T es la matriz de los momentos de segundo orden de la densidad de carga
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Tαβ =
∫

V ′
x′αx′β ρω dv′ (5.93)

Para demostrar esto, se integra (a)α, la componente α de (a),

∫

V ′
(a)α dv′ =

1
2

∫

V ′
{ ωα(~r ′ · ~n) + x′α(~ω · ~n)} dv′

=
1
2

~n ·
∫

V ′
{ ωα ~r ′ + x′α ~ω} dv′ =

1
2
nβ Aαβ

con

Aαβ =
∫

V ′
{ ωα x′β + x′α ωβ} dv′ =

∫

V ′
~ω · ∇′(x′α x′β) dv′

=
∫

V ′
∇′(x′α x′β~ω) dv′

︸ ︷︷ ︸
=0

−
∫

V ′
x′α x′β∇′ · ~ω dv′

=  ω

∫

V ′
x′α x′β ρω dv′

En estos pasos se ha hecho uso, en primer lugar, de la regla del desarrollo de ∇·(f~a), en segundo,
del teorema de la divergencia y, por último, de la ecuación de continuidad 2.28. De esta forma se
verifica el punto de partida.

Como en el desarrollo cuadripolar electrostático, es conveniente sustituir
↔
T por la matriz

cuadripolar
↔
Q, de traza nula, cuyas componentes se definen como

Qαβ =
∫

V ′
(3x′αx′β − δαβr′2) ρω dv′ (5.94)

Como es fácil de comprobar,
∑

α Qαα = 0 21. Por tanto

↔
T=

1
3

{ ↔
Q +

↔
I

∫

V ′
r′2 ρω dv′

}
(5.95)

y

~A(~r, ω) = −k2 µ0c

24π

e−jkr

r

{ ↔
Q ·~n + ~n

∫

V ′
r′2 ρω dv′

}
(5.96)

21Problema 5-13.
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El campo magnético cuadripolar eléctrico de radiación se obtiene, según 5.41a, multiplicando
vectorialmente por −jk ~n

~B(~r, ω) = jk3 µ0c

24π

e−jkr

r
~n ∧ (

↔
Q ·~n) (5.97)

y el eléctrico según 5.41b.

Por último, el valor medio de la intensidad de radiación es

〈I〉 =
d〈P〉
dΩ

= k6 c

2ε0(24π)2
|~n ∧ (

↔
Q ·~n)|2 (5.98)

que crece con la frecuencia, (∼ k6), más rápidamente que las correspondientes dipolares.

5.3.1.4. Desarrollo multipolar en coordenadas esféricas

5.3.2. Campo creado por una carga puntual

El campo creado por una carga puntual puede obtenerse a partir de los potenciales de Lienard-
Wiechert 5.21 aplicando las relaciones 5.22 que definen a los campos en función de los potenciales.
Esta operación no ofrece problemas especiales pero es laboriosa, por lo que resulta más sencilla
si, como en el caso de las distribuciones continuas, se lleva a cabo sistemáticamente. Con objeto
de tener más cerca a las referencias previas, éstas se reescriben a continuación con una notación
adecuada.

Los potenciales de partida son

φ(~r, t) =
e

4πε0

1
R σ

, , ~A(~r, t) =
µ0 c e

4π

~βp

R σ
(5.99)

No se han explicitado los argumentos de las funciones que aparecen en el segundo miembro pero
ya se sabe que éstas deben evaluarse en el tiempo retardado de la part́ıcula tp, tal que

R ≡ R(~r, tp) = |~r − ~rp(tp)| = c(t− tp) (5.100a)

tp(~r, t) = t− 1
c

R{~r, tp(~r, t)} (5.100b)

Aśı, de acuerdo con 5.18,

σ ≡ σ(~r, tp) = 1− R̂(~r, tp) · ~βp(tp) , , ~βp(tp) ≡ ~vp(tp)
c

(5.101)
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Los campos correspondientes son

4πε0

e
~E = −∇

(
1

R σ

)
− 1

c

∂

∂ t

(
~βp

R σ

)
, ,

4π

µ0 c e
~B = ∇∧

(
~βp

R σ

)
(5.102)

Desarrollando las ecuaciones anteriores y teniendo en cuenta que

∂ Rσ

∂ t
=

∂ Rσ

∂ tp

∂ tp
∂ t

∂ ~βp

∂ t
= ~̇βp

∂ tp
∂ t

, , ~̇βp ≡ d ~βp

d tp

y que ∇∧ ~a(u) = ∇u ∧ d~a/du 22

4πε0

e
~E =

1
R2 σ2

∇(R σ)︸ ︷︷ ︸
(d)

+
~βp

cR2 σ2

∂ (R σ)
∂ tp︸ ︷︷ ︸
(b)

∂ tp
∂ t︸︷︷︸
(a)

−
~̇βp

cR σ

∂ tp
∂ t︸︷︷︸
(a)

(5.103a)

4π

µ0 c e
~B =

1
R σ

∇tp︸︷︷︸
(c)

∧~̇βp − 1
R2 σ2

∇(R σ)︸ ︷︷ ︸
(d)

∧~βp (5.103b)

Luego el cálculo de los campos requiere la evaluación de los términos (a)-(d). Derivando 5.100b

∂ tp
∂ t

= 1− 1
c

∂ R

∂ t
= 1− 1

c

∂ R

∂ tp

∂ tp
∂ t

⇒

∂ tp
∂ t

=
1

1 + 1
c

∂ R
∂ tp

pero, según 5.100a,
∂ R

∂ tp
=

∂

∂ tp
(~R · ~R)

1
2 = R̂ · ∂ ~R

∂ tp
= −c R̂ · ~βp (5.104)

ya que
∂ ~R

∂ tp
=

∂

∂ tp
{~r − ~rp(tp)} = −c ~βp (5.105)

Volviendo atrás,

(a) =
∂ tp
∂ t

=
1
σ

(5.106)

Para calcular (b) debe tenerse en cuenta a 5.101 y 5.104 23

22Problema 5-16.
23Problema 5-17.
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(b) =
∂ Rσ

∂ tp
= c {β2

p − R̂ · ~βp} −R R̂ · ~̇βp (5.107)

Hallando el gradiente de 5.100b

(c) = ∇tp = −1
c
∇R (5.108a)

(c) = −1
c

R̂

σ
⇒ ∇R =

R̂

σ
(5.108b)

La comprobación de 5.108b es sencilla si se opera sobre una de las componentes de la ecuación
anterior y se hace uso de 5.108a

∂ R

∂ x
=

∂

∂ x
(~R · ~R)

1
2 = R̂ · ∂ ~R

∂ x

∂ ~R

∂ x
=

∂

∂ x
{~r − ~rp(tp)} = êx − c ~βp

∂ tp
∂ x

= êx + ~βp
∂ R

∂ x

Sustituyendo en la ecuación anterior, reconstruyendo∇R, introduciendo este resultado en 5.108a
y despejando ∇tp, se obtiene 5.108b. Si en la misma ecuación anterior se tiene en cuenta a 5.108b
se obtiene

∂ ~R

∂ x
= êx +

Rx

Rσ
~βp (5.109)

Por último, procediendo de forma análoga a la seguida hasta este punto, se obtiene que 24

(d) = ∇(Rσ) = R̂

{
1 +

1
σ

(R̂ · ~βp)− 1
σ

β2
p

}
− ~βp +

R

cσ
R̂ (R̂ · ~̇βp) (5.110)

Los campos producidos por una carga puntual en movimiento se obtienen sustituyendo (a) 5.106,
(b) 5.107, (c) 5.108b y (d)5.110 en 5.103. Dado que una parte de dichos campos es solo función de la

velocidad c ~βp, mientras que otra también lo es de la aceleración c ~̇βp, éstos pueden descomponerse
en los Campos de velocidad, ligados o de inducción,

~Ev(~r, t) =
e

4π ε0

1
R2(~r, tp)

R̂(~r, tp)− ~βp(tp)
γ2

p(tp) σ3(~r, tp)
(5.111a)

~Bv(~r, t) =
1
c

R̂(~r, tp) ∧ ~Ev(~r, t) =
1
c

~βp(tp) ∧ ~Ev(~r, t) (5.111b)

24Problema 5-18.
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,donde γp = 1/
√

1− β2
p , y los Campos de aceleración, o radiación, 25

~Ea(~r, t) =
e

4π ε0 c

1
R(~r, tp)

R̂(~r, tp) ∧
{(

R̂(~r, tp)− ~βp(tp)
)
∧ ~̇βp(tp)

}

σ3(~r, tp)
(5.112a)

~Ba(~r, t) =
1
c

R̂(~r, tp) ∧ ~Ea(~r, t) (5.112b)

En estas expresiones se resalta que los campos son evaluados en el punto e instante de observación
(~r, t) y el resto de las funciones en el instante retardado de la part́ıcula tp. En adelante, asumidas
las dependencias expĺıcitas e impĺıcitas, se simplificará la notación de la forma

~Ev =
e

4π ε0

1
R2

R̂− ~βp

γ2
p σ3

, , ~Bv =
1
c

R̂ ∧ ~Ev =
1
c

~βp ∧ ~Ev (5.113a)

~Ea =
e

4π ε0 c

1
R

R̂ ∧ { (R̂− ~βp) ∧ ~̇βp}
σ3

, , ~Ba =
1
c

R̂ ∧ ~Ea (5.113b)

~B =
1
c

R̂ ∧ ~E (5.113c)

Obsérvese que, aunque los campos eléctrico y magnético de una carga puntual son perpendic-
ulares entre śı, I2(

⇒
s ) = 0, no existe ningún sistema de referencia desde el cual se anule el campo

magnético en todos los puntos del espacio. Esto es posible para los campos de velocidad, en un
sistema de referencia que se mueva con velocidad βp, pero no para los de aceleración.

Los campos de velocidad 5.113a tienen una dependencia radial R−2 por lo que no son campos de
radiación; son campos ligados a, o arratrados por, la part́ıcula en su movimiento. El campo magnético
es transversal a R̂, a la velocidad ~βp y al campo eléctrico ~Ev. Este último tiene componente en las
direcciones R̂ y ~βp.

Los campos de aceleración tienen la t́ıpica dependencia R−1 de los de radiación, ~Ea, ~Ba y R̂
forman un triedro rectángulo a derechas y el vector de Poynting

~Sa =
1
Z0

E2
aR̂ (5.114)

implica la existencia de enerǵıa radiante que es emitida desde la part́ıcula hacia los puntos de
observación, como se muestra en la figura 5.17. Las expresiones 5.113b ponen, pues, de manifiesto
que para que una part́ıcula cargada radie es necesario acelerarla.

En 5.113c se expresa la perpendicularidad del campo magnético total con respecto al campo
eléctrico total y a R̂. El campo eléctrico, sin embargo, tiene componente radial.

Cabe constatar que, dada una trayectoria arbitraria ~rp(tp) de la carga, el campo generado por
ésta tiene una estructura realmente compleja. A continuación se consideran algunos casos t́ıpicos
de interés, como el de la part́ıcula con movimiento uniforme y el de los campos de radiación de
part́ıculas aceleradas.

25Problema 5-19.
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Figura 5.17: Campos radiantes de una part́ıcula

5.3.2.1. Campo de una carga con movimiento uniforme

Una carga con ~βp = ~cte (~̇βp = 0) sólo crea campos de velocidad. Si éstos se observan desde un
sistema de referencia en el que βp ¿ 1,

~Ev → e

4π ε0

R̂

R2
, , ~Bv → µ0

4π

e~vp ∧ R̂

R2
(5.115)

que son los campos electro-magnetostáticos (desde el sistema propio de la carga el campo se reduce
al electrostático). Su validez se extiende a un amplio margen de velocidades no relativistas para las
que βp ¿ 1. En particular, desde su sistema propio sólo se observa el campo eléctrico culombiano.

En el caso más general en el que la velocidad de la part́ıcula, siendo constante, no está limitada
en magnitud, es posible obtener una expresión expĺıcita en función del tiempo de observación t 26.
La figura 5.18 muestra la geometŕıa del problema referida a un origen de coordenadas O situado en
la posición actual de la part́ıcula, de forma que ~rp(t) = ~0. El campo eléctrico solo tiene componente
de velocidad 5.113a y se anotará de la forma

~Ev(~r, t) =
e

4π ε0

1
R2

R̂− ~βp

γ2
p σ3

, , ~Bv(~r, t) =
1
c

~βp ∧ ~Ev(~r, t) (5.116)

Las magnitudes R, R̂ y σ están evaluadas en el tiempo retardado tp, mientras que ~βp y γp son
independientes del mismo.

26Véase el problema 2-30.
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Figura 5.18: Campo de una carga con movimiento uniforme

En la figura 5.18 la part́ıcula se halla situada en el punto A en el instante tp y su posición con
respecto al origen O es ~rp(tp) = OA = −~βp c(t− tp), o, teniendo en cuenta 5.100a,

~rp(tp) = −~βp R

por lo que, como se ve en la figura,

~r = ~rp(tp) + ~R = R (R̂− ~βp) ⇒ R̂− ~βp =
~r

R
(5.117)

Al sustituir en 5.116, en el denominador aparece el factor (Rσ)3 que puede expresarse en función
de los parámetros de observación:

Multiplicando escalarmente por R̂ a la primera de las expresiones anteriores, se obtiene

~r · R̂ = R (1− ~βp · R̂) = Rσ

Por otra parte, dado que los triángulos OBP , OBA, APP ′ y OPP ′ de la figura son rectángulos,

BP = ~r · R̂ , , OB = βpR senΘ , , PP ′ = R senΘ = r sen θ

y
(~r · R̂)2 = r2 (1− β2

p sen2 θ)
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Sustituyendo en 5.116 27

(
~E(~r)

)
~vp= ~cte

=
e

4π ε0

1
r2

r̂

γ2
p (1− β2

p sen2 θ)
3
2

, , ~Bv(~r, t) =
1
c

~βp ∧ ~Ev(~r, t) (5.118)
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Figura 5.19: Campo de una carga con movimiento uniforme

Este es el campo electromagnético producido por una carga puntual en movimiento uniforme,
expresado en función de su posición en el instante actual de observación. Desde esta perspectiva, el
campo es radial pero no isótropo: para βp = 0 éste se reduce al electrostático, con simetŕıa radial,
pero para velocidades relativistas es altamente anisótropo: la relación entre el campo eléctrico
observado en la dirección perpendicular al movimiento E⊥ = E(θ = π/2) y el observado en la
dirección de la marcha E‖ = E(θ = 0) es

E⊥
E‖

= γ3
p (5.119)

por lo que para βp → 1 solo se observa campo en la dirección perpendicular a la de la marcha. En
la figura 5.19a se presenta un diagrama polar de la amplitud del campo observado a una distancia
r de la part́ıcula, en función del ángulo θ, para distintos valores de la velocidad; el valor máximo
ocurre cuando se observa en la dirección perpendicular al movimiento. En la figura 5.19b se muestra
el diagrama tridimensional correspondiente.

5.3.2.2. Radiación de una carga acelerada

Como se ha visto anteriormente, el campo de aceleración de una part́ıcula cargada está asociado
al fenómeno de radiación, ya que, según 5.114 , el vector de Poynting

27Obsérvese que, aunque en esta expresión no se muestra expĺıcitamente la dependencia temporal, el origen de
coordenadas se mueve con la velocidad de la carga por lo que los campos son efectivamente arrastrados por la
part́ıcula.
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~Sa(~r, t) =
1
Z0

E2
a(~r, t)R̂(~r, tp) (5.120)

tiene la dependencia radial y la dirección requeridas para representar una pérdida neta de potencia
por parte de la carga.

La medida de esta magnitud, de su flujo o de la intensidad, puede realizarse en el entorno
próximo de la part́ıcula o fuera del mismo:

- Si se opta por esto último, por ejemplo, si se pretende determinar el flujo total de la enerǵıa
radiante que atraviesa la superficie S (figura 5.20-a) en el instante t y por unidad de tiempo, se
deberá evaluar el flujo

r  (t  )pp

βp

(t  )R

Ω

(t  )p

p

( r, t)

d

a
d s

r(   , t)
( r, t) Sa

r

r(   , t)

(t  )
r  (t  )p

S

βp

R (t  )p

d s

ns

p

p

(b)

S

(a)

R̂

Figura 5.20: Radiación de cargas aceleradas

PrS(t) =
∫

S

~Sa(~r, t) · ~ns ds (5.121)

donde PrS(t) es la potencia total que atraviesa a la superficie S en el instante t y ~ns es la normal a
la superficie. Por otra parte,

~Sa(~r, t) · ~ns =
∂

∂ t

dWr

d s
(~r, t) (5.122)

es el flujo de enerǵıa, por unidad de tiempo t, que atraviesa en el instante t a la unidad de su-
perficie situada en ~r. La medida de potencia se lleva a cabo, por lo tanto, al ritmo del tiempo de
observación. Para una superficie S arbitraria, esta integral no es sencilla porque su realización exige
la determinación de los distintos tiempos y posiciones retardados, tp y ~rp(tp), de la part́ıcula que
corresponden a cada uno de los puntos de dicha superficie.
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- Una medida más fundamental que la anterior es la de la intensidad y la potencia total radiada
por la part́ıcula, referida a su propia posición y al ritmo de su tiempo retardado. Para expresar de
esta forma a la intensidad, se considerará previamente el cálculo del flujo de potencia radiada en el
instante t a través de una superficie esférica SR de radio R, según se nuestra en la figura 5.20-b. En
este caso, a todos los puntos de la superficie les corresponde el mismo tiempo retardado puesto que
están a la misma distancia R = c(t− tp) de la posición retardada de la part́ıcula. Además, ~ns = R̂,
por lo que,

Pro(R, t) =
∫

S

~Sa(~r, t) · R̂ ds =
∫

Ω
Iro(~R, t) dΩ (5.123)

donde Pro e Iro son la potencia y la intensidad medidos en SR y al ritmo del tiempo de observación
t. En los argumentos de las funciones de esta expresión, se resalta, por una parte, que Pro es función
de la superficie sobre la que se integra, es decir, de R, y de t y que la intensidad es función, además,
de la dirección de observación R̂.

De acuerdo con lo anterior y con 5.122 y dado que, en SR, dΩ = ds/R2

Iro(~R, t) = R2 ∂

∂ t

dWr

d s
(~r, t) (5.124)

Esta misma magnitud, pero referida al ritmo del tiempo retardado de la part́ıcula, seŕıa (véase
5.106 )

Irp(~R, tp) = R2 ∂

∂ tp

d Wr

d s
(~r, t) = Iro(~R, t)

∂ t

∂ tp
= Iro(~R, t) σ(~r, t) (5.125)

Puesto que lo que se persigue es la medida de la intensidad en el entorno cercano de la part́ıcula,
se deberá hallar el ĺımite de la anterior para R → 0. Haciendo ésto en 5.100 y 5.101, se tiene que 28

ĺım
R→0

tp = t , , ĺım
R→0

σ(~r, t) = σ(R̂, t) (5.126)

En este mismo ĺımite, la intensidad es independiente de R, depende de la dirección de observación
R̂, por lo que, una part́ıcula cuya trayectoria es ~rp(t) emite enerǵıa con una intensidad Ir

29

Ir(R̂, t) =
e2

16π2 ε0 c

|R̂ ∧ { (R̂− ~βp) ∧ ~̇βp}|2
(1− ~βp · R̂)5

(5.127)

28No se emplea distinta notación para σ en el ĺımite R → 0, pero se resalta en sus argumentos que es función de bR
pero no de R.

29Se simplifica la notación pero todas las magnitudes deben evaluarse en el entorno próximo de la posición actual
de la carga.
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Cargas lentas :

La intensidad radiada por una carga lenta se deduce de la anterior, pero es fácil de obtener
directamente.

Observado desde un sistema en el que βp ¿ 1 (σ ' 1), el campo de aceleración 5.113b se reduce
a las expresiones

~Ea ' e

4π ε0 c

R̂ ∧ (R̂ ∧ ~̇βp0)
R

=
e

4π ε0 c

R̂ (R̂ · ~̇βp0)− ~̇βp0

R

~Ba =
1
c

R̂ ∧ ~Ea =
e µ0

4π

~̇βp0 ∧ R̂

R
(5.128)

donde todas las variables son retardadas y ~̇βp0 es la aceleración de la carga en su sistema propio.

Estas ecuaciones corresponden a las de un dipolo eléctrico radiante 30. El campo eléctrico
está contenido en el plano subtendido por R̂ y ~̇βp0, como se muestra en la figura 5.21

E( r, t)

B( r, t)

β
.

0p

R̂

θ

Figura 5.21: Campo de una carga con βp ¿ 1

La intensidad radiada en este sistema puede calcularse de forma sencilla. En las proximidades
de la carga, donde R → 0, el retraso entre la posición de la part́ıcula y la del punto de observación
es despreciable, tp ' t, y, dada la baja velocidad de la part́ıcula, ∂ tp

∂ t = 1
σ ' 1,

I0(t) =
dPr0

dΩ
= R2 ~Sa · R̂ =

e2

16π2 ε0 c
|R̂ ∧ (R̂ ∧ ~̇βp0)|2 (5.129a)

I0(t) =
e2

16π2 ε0 c
|~̇βp0|2 sen2 θ (5.129b)

Los campos son de tipo dipolar: e~rp → ~d y e~ap → ~̈d. Los diagramas de radiación para los
campos y para la intensidad son, por lo tanto, los del dipolo, representados en la figura 5.13.

30En 5.81 , la aceleración de las cargas ~̇βp0 está representada por [ ~̈d ].
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La potencia radiada por la part́ıcula se obtiene integrando la intensidad sobre Ω (dΩ =
sen θ dθ dϕ), con lo que se obtiene la Fórmula de Larmor para la potencia radiada por una car-
ga no relativista. 31

Pr0(t) =
∫

Ω
I0 dΩ =

e2

6π ε0 c
|~̇βp0|2 (5.130a)

Pr0(t) = τm~a 2
p0 , , τ ≡ e2

6πε0mc3
(5.130b)

donde τ es una constante de tiempo y ~ap0 la aceleración de la part́ıcula.

Por otra parte, dada la simetŕıa del campo de radiación, la cantidad de movimiento radiada en
la unidad de tiempo por la part́ıcula, en su sistema propio, es nula 32

d ~Gr0(t)
d t

= 0 (5.131)

Cargas con velocidad relativista :

Cuando βp se aproxima a la unidad, la presencia del factor 1/σ5 en 5.127 modula fuertemente
a la distribución espacial de la intensidad de radiación en la dirección de la marcha. Mientras que
el denominador es función cuadrática del ángulo Θ, formado por la velocidad ~βp con la dirección

de observación R̂, y de los que forma la aceleración ~̇βp con R̂ y con ~βp, σ es una función de Θ muy
directiva para velocidades relativistas. En la figura 5.22 se representa a los diagramas polares de
dicho factor para distintos valores de βp.

Es interesante observar que, mientras que en el sistema propio la intensidad radiada en la
dirección R̂ es la misma que la radiada en la dirección −R̂, en los sistemas no propios tal simetŕıa
no existe y, además de enerǵıa, se radia cantidad de movimiento.

La potencia total radiada puede calcularse integrando la intensidad Ir(R̂, t) sobre Ω , pero ésta,
y la cantidad de movimiento radiada por unidad de tiempo, pueden obtenerse de forma más directa
englobándolas en estructuras manifiestamente tensoriales.

El tetravector enerǵıa-cantidad de movimiento
⇒
p 2.18 tiene por componente temporal a la enerǵıa

E/c y por componentes contravariantes espaciales a la cantidad de movimiento ~p 33.

Derivando con respecto al tiempo propio de la part́ıcula se obtiene el tetravector 34

d
⇒
p

d τp
= γp

d
⇒
p

d t
⇒ d pi

d τp
= γp (

1
c

d E
d t

,
d ~p

d t
)

31Problema 5-21.
32 ~S(~R) = − ~S(−~R) y, por lo tanto, d~g(~R)/dt = −d~g(−~R)/dt. Si la part́ıcula tiene una velocidad pequeña, la simetŕıa

no será exacta y tendrá lugar la radiación de una pequeña cantidad de momento.
33Para un paquete de ondas, el tetravector correspondiente es

⇒
G (4.77) y sus componentes Gi = (W/c, ~G).

34No se confunda al tiempo propio de la part́ıcula τp con el retardado tp.
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Figura 5.22: Diagrama polar del factor 1/σ5

De la misma forma, la potencia radiada Pr y a la cantidad de movimiento radiada por unidad
de tiempo d~Gr/dt pueden incluirse en el tetravector

d
⇒
G r

d τp
= γp

d
⇒
G r

d t
⇒ dGi

r

d τp
= γp (

Pr

c
,

d ~Gr

d t
) (5.132)

En el sistema propio de la part́ıcula γp = 1 y Pr y d~Gr/dt se reducen a Pr0 (5.130b) y d~Gr0/dt
(5.131), por lo que cumplen el principio de correspondencia.

Para buscar una expresión general de Pr = dWr/dt, puede tenerse en cuenta que Wr/c es la
componente temporal de un tetravector, por lo que se transforma como el tiempo y su derivada
temporal es un escalar. Luego Pr es un escalar que se reduce, para βp = 0, a la fórmula de Larmor
5.130b (Pr = Pr0), la cual es una función cuadrática de la aceleración. Una función escalar del
cuadrado de la aceleración es la norma del tetravector aceleración 1.46

⇒
w · ⇒w= c2 γ6

p { (~βp ∧ ~̇βp)2 − ~̇β2
p} (5.133)

En el sistema propio de la part́ıcula, su velocidad es nula, ~̇βp = ~̇βp0 y γp = 1, con lo cual

1
c2

⇒
w · ⇒w=

1
c2

⇒
w0 · ⇒w0= −~̇β2

p0

La fórmula de Larmor, válida para el sistema propio de la carga, puede, pues, escribirse como
Pr0 = −e2/(6π ε0 c3)

⇒
w0 · ⇒w0 y su generalización a un sistema no propio es

Pr(t) =
−e2

6π ε0 c3

⇒
w · ⇒w=

e2

6π ε0 c
γ6

p { ~̇β2
p − (~βp ∧ ~̇βp)2} (5.134)
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Esta es la Fórmula de Lienard para la potencia radiada por una part́ıcula con velocidad arbitraria
~βp

35. Dado que resulta de integrar la intensidad sobre todas las direcciones de observación, solo
conserva la dependencia del ángulo que forman la velocidad y la aceleración. Anotando a este
último como κ

Pr(t) = τm~a2
p γ4

p

(
γ2

p cos2 κ + sen2 κ
)

(5.135)

En esta expresión se pone claramente de manifiesto que la potencia radiada crece rápidamente
con γp, proporcionalmente a γ6

p cuando la velocidad y la aceleración son paralelas y a γ4
p cuando

son perpendiculares.

Siguiendo la misma ĺınea de razonamiento, puede encontrarse una expresión general de d
⇒
G r /dτp.

Para ello, basta con verificar que

d
⇒
G r

d τp
= γp

d
⇒
G r

d t
≡ − e2

6π ε0 c5
(
⇒
w · ⇒w)

⇒
u (5.136)

es un tetravector que incluye a 5.130b y 5.131 cuando βp → 0 36.

De acuerdo con 5.132, la cantidad de movimiento radiada por unidad de tiempo es

d ~Gr(t)
d t

=
e2

6π ε0 c2
γ6

p { ~̇β2
p − (~βp ∧ ~̇βp)2} ~βp (5.137)

Esta expresión permite hallar la cantidad de movimiento radiada en la unidad de tiempo por una
part́ıcula cargada si se conoce su trayectoria pero las ecuaciones del movimiento que pueden derivarse
de ella son no lineales y, en general, sin utilidad práctica. Ponen de manifiesto algo importante y
que indica el ĺımite de aplicabilidad de la electrodinámica clásica, como es el hecho de que, debido a
la velocidad finita de propagación de la radiación, una part́ıcula interacciona con su propio campo.
En la próxima sección se ofrece una introducción a este problema.

Otra forma interesante de expresar lo anterior, especialmente la potencia, es en función del
campo electromagnético externo aplicado a la carga. Teniendo en cuenta a las expresiones de la
fuerza de Minkowski

⇒
M 2.66 y 2.69b,

⇒
w · ⇒w=

1
m2

⇒
M · ⇒M=

1
m2

M i Mi =
e2

m2
γ2

p {(~βp · ~E)2 − ( ~E + c ~βp ∧ ~B)2}

con lo que la potencia radiada toma las formas

Pr =
1

6π ε0

e4

c3 m2
γ2

p {( ~E + c ~βp ∧ ~B)2 − (~βp · ~E)2} (5.138a)

Pr =
E2

6π ε0

e4

c7 m4
{( ~E + c ~βp ∧ ~B)2 − (~βp · ~E)2} (5.138b)

35Fue obtenida en 1898 y, dada la fecha, sin el recurso a la teoŕıa de la relatividad.
36Según 1.41

⇒
u→ ui = γp(c, ~v).
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En la última igualdad se ha introducido a la enerǵıa de la part́ıcula E = γp mc2. Dado que la
potencia radiada es función inversa de la masa, los electrones son las part́ıculas cargadas que más
enerǵıa pierden por radiación.

En la sección F.2.1 se aplican estos resultados a los aceleradores lineales y circulares.

5.4. Movimiento radiativo de las cargas

El principio de equivalencia de la masa con la enerǵıa exige que el propio campo electromagnético
que acompaña a la part́ıcula cargada presente una inercia o, lo que es lo mismo, que la enerǵıa de
dicho campo contribuya en alguna proporción a la masa de la part́ıcula. Por otra parte, en la
sección anterior se ha visto que una part́ıcula acelerada pierde enerǵıa y cantidad de movimiento
debido al fenómeno de radiación, lo que indica que la carga interacciona con su propio campo. Estas
dos cuestiones, que están ı́ntimamente relacionadas, no pueden ser tratadas de forma plenamente
satisfactoria dentro del marco de la electrodinámica clásica y establecen claramente el ĺımite de
su competencia. El tratamiento que aqúı se ofrece es elemental y no relativista pero basta para
mostrar las principales contradicciones y limitaciones del modelo de las part́ıculas cargadas, clásico
y puntual, que se ha utilizado a lo largo de este texto. Tratamientos más amplios pueden encontrarse
en las referencias [Gómez], [Konopinski], [Jackson], [Panofsky y Phillips], [Vanderlinde] 37.

5.4.1. Masa electromagnética

La predicción de la masa y la estructura de las part́ıculas elementales es uno de los grandes retos
de las teoŕıas f́ısicas actuales. Parece claro que una parte de la masa de las part́ıculas debe de tener
origen electromagnético y otra debe ser atribuida a los campos que mantienen cohesionada a dicha
carga. Posiblemente, la demostración más dramática de la equivalencia de la masa en reposo con
la enerǵıa electromagnética sea el proceso de aniquilación de una part́ıcula con su antipart́ıcula, ya
comentado en el apéndice B.

En una primera etapa se pensó que la masa en reposo del electrón podŕıa ser puramente elec-
troestática. De acuerdo con el principio de equivalencia, mc2 debeŕıa ser igual a la enerǵıa del campo
creado por la carga; pero ésta

W0 =
1
2

ε0

∫ ∞

r=0
E2 dv (5.139)

es infinita a menos que la densidad de carga sea finita incluso para r → 0. Si se supone que el
electrón tiene a su carga distribuida uniformemente dentro de un radio r0, se obtiene para este
último el valor

r0 =
e2

4π ε0 mc2
' 2,82 10−15 m (5.140)

37Es interesante anotar que la inclusión en el desarrollo teórico de los potenciales adelantados permite eliminar algu-
nas de las divergencias que aparecen en el mismo. Para obtener las ecuaciones relativistas del movimiento radiativo de
las part́ıculas, Dirac emplea una receta de mitad y mitad de potenciales retardados y adelantados. Al mismo resultado,
empleando hipótesis igualmente fuertes, puede llegarse sin el recurso de los potenciales adelantados [Konopinski].
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Esta magnitud se conoce como Radio clásico del electrón y es muy inferior a la longitud de onda
de Compton

λC ≡ h

mc
' 137 r0 (5.141)

que marca aproximadamente el ĺımite mı́nimo espacial para el tratamiento clásico de una part́ıcula
de masa m. Por otra parte, aunque los experimentos de scattering entre part́ıculas permiten la
determinación de una estructura de distribución de carga para el protón y el neutrón, dentro de una
distancia del orden de r0, ese mismo tipo de experimentos muestra que el electrón se comporta como
puntual, al menos hasta distancias del orden de los 10−18 m, por lo que su masa electromagnética
seŕıa muy superior a la que se mide emṕıricamente. Los muones, con una masa de unas 207 veces la
del electrón, se comportan igualmente como puntuales. Esto muestra que la masa en reposo m de
una part́ıcula con carga asociada 38 no puede ser exclusivamente electromagnética y debe escribirse

m = m0 + mem

A m0 se le conoce como masa desnuda de la part́ıcula y, plausiblemente, como sugirió Poincaré,
constituye una contribución negativa que representa a los campos no-electromagnéticos que cohe-
sionan a la carga e impiden que se disperse por repulsión mutua. La adición de este término a la
masa electromagnética mem es el proceso que se conoce como Renormalización de la masa y que es
utilizado, con resultados de enorme precisión, para la resolución de la dinámica radiativa.

El principio de equivalencia exige que

mem → W0

c2
(5.142)

pero, con un ejemplo simple, puede verse que también en esta asignación aparecen dificultades.

Supóngase a una carga puntual, de carga e, dotada de un movimiento uniforme y no rela-
tivista con respecto al sistema del laboratorio. Desde su sistema propio el campo es puramente
electrostático, ~E′ ∼ R̂′/R′2 , , ~B′ = 0. Los campos medidos en el sistema del laboratorio pueden
obtenerse mediante las aproximaciones de primer orden en β de las leyes 2.60 de transformación de
los campos

~E ' ~E′ , , ~B ' 1
c

~β ∧ ~E

La cantidad de movimiento del campo que acompaña a la carga se obtiene integrando

~G =
∫

~g dv

que puede escribirse en forma diádica e integrarse con el resultado 39

~G = ~vp · ε0

c2

∫
(E2

↔
I − ~E ~E) dv =

4
3

W0

c2
~vp (5.143)

38El neutrón tiene carga pero es neutro globalmente.
39Problema 5-28.
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La masa electromagnética que se deduce de ésto

mem → 4
3

W0

c2
(5.144)

difiere en un factor de 4/3 de la predicha por el principio de correspondencia 5.144. Este factor
aparece en otros desarrollos teóricos, como en el de Abraham-Lorentz, y es una indicación de conflicto
con la invarianza relativista.

5.144, 5.141 y los datos experimentales, indican que estos problemas están situados en la frontera
entre la teoŕıa clásica y la cuántica, por lo que dificilmente admitirán soluciones, basadas en una u
otra teoŕıa, que sean plenamente satisfactorias.

5.4.2. Fuerza de reacción

La potencia suministrada a la part́ıcula cargada por una fuerza externa ~Fe no se invierte total-
mente en incrementar su enerǵıa cinética Ec puesto que parte de ella debe aparecer como potencia
radiada Pr0 (5.130b) que, en adelante, escribiremos como Pr. El balance energético correspondiente

~Fe · ~vp =
d Ec

d t
+ Pr (5.145)

puede interpretarse en función de una fuerza adicional ~Fr, denominada Fuerza de reacción radiativa
o, simplemente, fuerza de reacción, tal que 40, 41

Pr ≡ −~Fr · ~vp ⇒ (~Fe + ~Fr) · ~vp =
d Ec

d t
(5.146)

Cabe entonces la pregunta de por qué se ha abordado el estudio del movimiento de cargas sin
tener en cuenta a esta fuerza de reacción. Las razones son básicamente dos:

- Esta fuerza es despreciable en la mayoŕıa de los casos prácticos.

- No se dispone de ningún tratamiento teórico de la misma, clásico o cuántico, que sea totalmente
satisfactorio. La electrodinámica cuántica ofrece herramientas que permiten calcular los efectos
asociados a esta fuerza con extrema precisión pero que no subsanan los defectos de fundamento
impĺıcitos en este problema. Las dificultades residen principalmente en las lagunas existentes en el
conocimiento de la naturaleza de las part́ıculas elementales y, resumiendo, en los propios ĺımites de
las teoŕıas f́ısicas disponibles.

Una forma natural de tratar el problema, debida a Abraham y Lorentz, seŕıa la de modelar a
la carga puntual como a una densidad de carga encerrada en una esfera de radio finito a y calcular
la interacción de la part́ıcula con sus propios campos cuando a → 0. Este tratamiento, aunque
tiene interés teórico, da resultados erróneos incluso en el caso no relativista [Jackson]. En el marco
relativista, el modelo de una distribución ŕıgida de carga es incompatible con las transformaciones
de Lorentz y en cualquier caso, se desconoce la ”posible.estructura del electrón.

40De forma análoga se introducen otras fuerzas asociadas a intercambios de enerǵıa, como la de fricción.
41Puesto que dicha fuerza aparece en conjunción con la radiación, parece razonable suponer que sus agentes posibles

son los propios campos de radiación pero un análisis más directo, como el de Abraham y Lorentz, indica que ésta
debe ser considerada como la reacción de la carga con sus propios campos de velocidad retardados.
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Estimación del efecto de reacción :

Para part́ıculas lentas, la potencia radiada viene dada aproximadamente por la fórmula de
Larmor 5.130b

Pr = τ ma2
p (5.147)

donde se ha simplificado la notación ap0 → ap.

El tiempo caracteŕıstico del electrón, τe ' 6,26 10−24 s, equivale al tiempo invertido por la luz
en recorrer la distancia de 1,9 10−15 m, próxima al radio clásico del mismo.

La potencia suministrada por la fuerza exterior es 42

~Fe · ~vp = m~ap · (~vp + τ ~ap) (5.148)

y los efectos radiativos serán pequeños, en general, si ~ap · ~vp

τ À ~ap
2.

Para hacer estimaciones de la importancia del efecto de la fuerza de reacción radiativa, se analizan
dos problemas concretos en los que se supone que su efecto es pequeño y que se traduce en una
ligera perturbación de la trayectoria de la part́ıcula. De esta forma, el problema puede abordarse en
dos etapas: la primera encuentra la trayectoria sin perturbar, despreciando el efecto de reacción, y la
segunda corrige aproximadamente dicha trayectoria teniendo en cuenta a la pequeña perturbación:

Movimiento bajo fuerzas perpendiculares a la velocidad, ~Fe⊥~vp :

En este caso ~Fe · ~vp = 0 por lo que la radiación es el único agente capaz de modificar la enerǵıa
cinética del movimiento: 5.145 se reduce a

d Ec

d t
= −Pr ⇒ ∆Ec = −

∫ t2

t1

Pr dt (5.149)

Para establecer la importancia de ∆Ec en el movimiento de la carga, deberá compararse con un
valor medio, o caracteŕıstico, de la enerǵıa cinética en el intervalo de observación del movimiento
de la part́ıcula (t1, t2).

Para concretar, considérese, por ejemplo, al movimiento ciclotrónico de una part́ıcula de carga
e y masa m en el seno de un campo magnético uniforme ~B, véase la sección B.2.2. Si el efecto
de la reacción radiativa es pequeño, puede hacerse una primera aproximación de la trayectoria
despreciando su efecto

~Fe = m~ap = m ~Ω ∧ ~vp ⇒ ap = Ω vp , , Ω =
eB

m

Introduciendo ap en la fórmula de Larmor y en 5.149 a la potencia radiada resultante, se tiene
que

d Ec

d t
= −Ec

τE
, , τE ≡ 1

2 τΩ2
⇒ Ec = Ec0 e−t/τE

42dEc/dt = 1
2

m d(~vp · ~vp)/dt.
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Luego τE es el tiempo que tarda una carga en reducir su enerǵıa inicial en el factor 1/e. A un
electrón en distintos campos magnéticos le corresponde los valores de dicha constante

τE =
{

2,6 s para B = 1 Tesla (Tokamak)
33 años para B = 0,5 gauss (Ionosfera)

Movimiento lineal, ~Fe ‖~vp ‖~ap :

En este caso, 5.148 pude escribirse como

Fe vp = m vp ap︸ ︷︷ ︸
(a)

+ τ ma2
p︸ ︷︷ ︸

(b)

El término de radiación será despreciable si (a) À (b) ⇒ T0 ≡ vp

ap
À τ .

Por el contrario, es apreciable si T0 ∼ τ , es decir, cuando una part́ıcula lenta sufre una fuerte
aceleración. Para un oscilador lineal, ap ∼ ω vp = 2π f vp, por lo que, para un electrón, la frecuencia
a la que los efectos de radiación son importantes es del orden de f ∼ 1/(2π τ) ' 2,5 1022 Hz, lo que
corresponde a una longitud de onda λ ∼ 10−14 m (rayos X − γ duros) y situa a esta condición en el
ĺımite teórico. Obsérvese que, por otra parte,

ĺım
vp¿apτ

(a)
(b)

= 0

por lo que en el inicio del movimiento acelerado todo el trabajo de la fuerza aplicada se invertiŕıa en
el término radiante. Esto plantea dificultades teóricas cuya discusión puede verse en [Konopinski]
y [Jackson]. Como se ha expuesto anteriormente, el tratamiento de las correcciones radiativas al
movimiento se limitará al caso en que éstas son pequeñas.

Deducción de la fuerza a partir del principio de conservación de la enerǵıa :

La aplicación del principio de conservación de la enerǵıa condujo en el apartado anterior a
la consideración de una fuerza de reacción radiativa cuyo trabajo se iguala a la potencia radiada
cambiada de signo.

~Fr · ~vp = −Pr = −τ m a2
p (5.150)

Puede encontrarse una expresión expĺıcita de esta fuerza, a partir de este principio, cuya validez
se restringe a cierto tipo de movimientos ćıclicos tales que

[~vp · ~ap]
t2
t1

= 0 (5.151)

Integrando por partes a la ecuación 5.150, en el intervalo [t1, t2], se tiene que
∫ t2

t1

~Fr · ~vp dt = −τ m

∫ t2

t1

~ap · ~ap dt = −τ m [~vp · ~ap]
t2
t1︸ ︷︷ ︸

=0

+τ m

∫ t2

t1

~̇ap · ~vp dt
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donde el primer sumando del segundo miembro se ha anulado debido a la condición 5.151. De esta
forma, identificando los integrandos del primero y segundo miembro, puede obtenerse una fuerza
equivalente de reacción

~Fr = τ m~̇ap (5.152)

válida para simular el efecto de reacción bajo la condición ćıclica de partida. La ecuación del
movimiento correspondiente será

~Fe + ~Fr = m~ap ⇒ ~Fe = m (~ap − τ ~̇ap) (5.153)

que es la Ecuación de Abraham-Lorentz.

A esta ecuación, como ya se a mencionado, puede llegarse por caminos más ”fundamentales”pero
igualmente insatisfactorios [Konopinski] [Jackson]. El resultado obtenido, es como mı́nimo, sospe-
choso porque sube el órden de derivación temporal en la unidad (~Fr ∼ d3~r/dt3) y tiene soluciones
que son f́ısicamente inaceptables: en ausencia de fuerza externa

~̇ap = +
1
τ

~ap ⇒ ~ap =
{

0 → estable
~ap0 e t/τ → inestable

Existe, pues, una solución estable que es aceptable f́ısicamente y otra inestable (runaway”) que
claramente no lo es; no cabe pensar que la carga se autoacelere por reacción con su propio campo.
No obstante, bajo las condiciones que aqúı se han impuesto, este tipo de solución queda excluido
por no cumplir la condición 5.151. En cualquier caso el modelo obtenido es de gran utilidad para el
estudio de movimientos en los que se cumple dicha condición y ~Fe À ~Fr y como punto de partida
para el estudio de modelos más precisos, si no más fundamentales.

5.5. Problemas

5-1. Sean dos cargas puntuales ± q(t), en el vaćıo, situadas respectivamente en los puntos ± d
2 ẑ.

a) Hallar, en el dominio del tiempo, el potencial retardado producido en un punto arbitrario
~r.

b) Hacer lo mismo en el dominio de la frecuencia, para q(t) = q0 cos ω0 t y en la zona lejana
r À d2

λ0
y d.

c) Particularizar los resultados anteriores para un dipolo eléctricamente pequeño (d << λ0)

SOLUCION:

(a) - El potencial retardado viene dado por la integral

V (~r, t) =
1

4πε0

∫

V ′
[ρ]
R

dv′
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Figura 5.23:

Si las dos cargas se situan sobre el eje z, figura 5.23 la densidad puede describirse
como

ρ(z′) = q(t)
{

δ(~r ′ − 1
2
d ẑ)− δ(~r ′ +

1
2
d ẑ)

}

La densidad retardada es, por lo tanto,

[ρ] = q(t− R

c
)

{
δ(~r ′ − 1

2
d ẑ)− δ(~r ′ +

1
2
d ẑ)

}

Realizando la integral

V (~r, t) =
1

4πε0

{
q(t− R1

c )
R1

− q(t− R2
c )

R2

}
(5.154)

donde,
~R1 = ~r − 1

2
d ẑ , , ~R2 = ~r +

1
2
d ẑ

(b) - En el caso de que q(t) sea una función armónica de frecuencia angular ω0 = 2π c
λ0

,
el problema puede abordarse de dos formas equivalentes:

- Transformando por Fourier q(t), hallando el potencial en el dominio de la frecuen-
cia y llevando a cabo la transformada inversa de este último. Según el apéndice
III

si q(t) = q0 cos ω0t =
1
2

(e jω0 t + e−jω0 t) ⇒ q(ω) =
1
2

q0 {δ(ω − ω0) + δ(ω + ω0)}
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- De forma más simple, puede hacerse uso de la convención fasorial extendiendo
anaĺıticamente q(t) → q0 e jω0 t en el plano complejo, hallarse el potencial fasorial y
extraerse la parte real del mismo.

Siguiendo el segundo camino,

Vω0(~r) =
1

4πε0

∫

V ′
ρω0

e−j k0R

R
dv′

donde k0 = ω0
c y

ρω0 = q0 e jω0 t

{
δ(~r ′ − 1

2
d ẑ)− δ(~r ′ +

1
2
d ẑ)

}

es la expresión fasorial de la densidad de carga.

De acuerdo con esto

Vω0(~r) =
q0 e j ω0 t

4πε0

{
e−j ω0

R1
c

R1
− e−j ω0

R2
c

R2

}
(5.155)

Hallando la parte real del anterior, se obtienen el potencial retardado en el do-
minio del tiempo

V (~r, t) =
q0

4πε0

{
cos ω0(t− R1

c )
R1

− cos ω0(t− R2
c )

R2

}
(5.156)

que es un caso particular de la expresión 5.154.

Aproximación para campo lejano r À d2

λ0
y d :

Se partirá de la expresión 5.155. De acuerdo con 5.37, véase la figura 5.23,

e−jk0R

R
' e−jk0r

r
e k0 ~n·~r ′ =

e−jk0r

r
e k0 δ , , r À d2

λ0
y d (5.157)

donde

δ = ~n · ~r ′ =




δ1 = 1
2d cos θ para ~r ′ = 1

2d

δ2 = −1
2d cos θ para ~r ′ = −1

2d

Substituyendo en la ecuación de partida

Vω0(~r) '
q0

4πε0

2j e j ω0 (t− r
c
)

r
sen (k0

d

2
cos θ) (5.158)

Hallando la parte real de lo anterior

V (~r, t) ' − q0

2πε0

senω0 (t− r
c )

r
sen (k0

d

2
cos θ)
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(c) - En este caso d << λ0:

x =
1
2

k0 d cos θ = π
d

λ0
cos θ << 1 ⇒ sen x ' x ⇒

V (~r, t) ' − q0

2ε0

d

λ0

senω0 (t− r
c )

r
cos θ

5-2. Demostrar que, bajo las condiciones r À r′, λ,

∂

∂ xα

(
e−jk r

r
e jk ~n·~r ′

)
' −jk nα

(
e−jk r

r
e jk ~n·~r ′

)

5-3. Un lazo circular de hilo conductor tiene un radio a ¿ λ y está recorrido por una intensidad
I0 cos(ωt). Hallar el campo de radiación por los siguientes métodos:

a) Considerándolo como un dipolo magnético radiante.

b) Considerándolo como una antena.

SOLUCION:

Dado que la antena propuesta es eléctricamente pequeña, la suposición de que la
corriente que circula por la misma es independiente de la posición es aproximada-
mente correcta.

(a) - En este caso, es necesario calcular el momento dipolar magnético de la
distribución:

~mω =
1
2

∫

V ′
~r ′ ∧ ~ω dv ′

^ ’

=aρ’

n̂ 

r

φ’

φ’
^ 

x̂ 

ŷ 

ẑ 

S

ρ

L

Figura 5.24:
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Se trata de un hilo circular L, como se muestra en la figura 5.24, descrito por la
ecuación

~r ′ = a ρ̂ ′

y recorrido por una densidad de corriente

~ = jω φ̂ ′

El elemento de volumen puede escribirse en función de los elementos de superficie
y de ĺınea

dv ′ = d~s ′ · d~l ′ = ds ′dl ′

, tomando en la dirección del hilo a ambos elementos, de forma que

~ dv ′ = Iω
′d~l ′ = Iω a dφ ′ φ̂ ′

Según esto,

~mω =
1
2

a2 Iω

∫ 2π

φ ′=0
ρ̂ ′ ∧ φ̂ ′ dφ ′ = Iω S ẑ

Del momento dipolar se deduce el potencial vector dipolar magnético (5.89)

~Aω = jk
µo

4π

e−jk r

r
Iω S ẑ ∧ ~n

y a partir de aqúı, los campos de radiación correspondientes.

(b) - En este caso puede calcularse el vector de radiación, según 5.38

~Nω =
µ0

4π

∫

V ′
~ω e j~k·~r ′ dv ′ =

µ0

4π
Iω a

∫ 2π

φ ′=0
e jk ~n·~r ′ φ̂ ′ dφ ′

︸ ︷︷ ︸
(I)

Dado que k r′ = 2π r′
λ ¿ 1 ( a

λ ¿ 1), la exponencial del integrando puede aproximarse
hasta el primer orden

e jk ~n·~r ′ ' 1 + jk ~n · ~r ′
y, puesto que

∫ 2π
φ ′=0 φ̂ ′ dφ ′ = 0,

(I) = jk

∫ 2π

φ ′=0
~n · ~r ′ φ̂ ′ dφ ′

Operando en cartesianas

~n = nx x̂ + ny ŷ + nz ẑ

~r ′ = a ρ̂ ′ = a(x̂ cos φ ′ + ŷ sen φ ′)

φ̂ ′ = −x̂ sen φ ′ + ŷ cos φ ′
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luego

(I)
jka

= −x̂





nx

∫ 2π

φ ′=0
senφ ′ cos φ ′ dφ ′

︸ ︷︷ ︸
=0

+ny

∫ 2π

φ ′=0
sen2 φ ′ dφ ′





+

+ŷ





nx

∫ 2π

φ ′=0
cos2 φ ′ dφ ′ + ny

∫ 2π

φ ′=0
senφ ′ cos φ ′) dφ ′

︸ ︷︷ ︸
=0





=

= π ẑ ∧ ~n

y
~Nω = jk

µo

4π
Iω S ẑ ∧ ~n

Como en el apartado anterior, el resto de los cálculos se deja como ejercicio.

5-4. Hallar la distribución lineal de carga y el momento dipolar de una antena lineal simétrica a
partir de la expresión 5.52 de la intensidad en la misma.

SOLUCION:

La distribución de corriente en una antena lineal y simétrica se aproxima según
la expresión 5.52

Iω(z) '




I0 sen k(l − z) , , z > 0

I0 sen k(l + z) , , z < 0

Para hallar la distribución de carga se aplica la ecuación de conservación

∇ · ~ +
∂ ρ

∂ t
= 0 ⇒

∫
∂ ρ

∂ t
dv = −

∫

V
~ · d~s

a un volumen elemental como el representado en la figura 5.25. Su forma es
ciĺındrica, sus bases, de magnitud ∆S, son transversales a la distribución L y su
altura es ∆z.

Dado que solo hay flujo a través de las bases,

∆S ∆z [
∂ ρ

∂ t
](z, t) ' ∆S [~ · ẑ](z, t) −∆S [~ · ẑ](z+∆z, t)

Puesto que la densidad de corriente y la de carga son lineales, ∆S ~ · ẑ = i ( la
intensidad) y ρ∆S = ρL ( la densidad lineal de carga) y la expresión anterior
puede escribirse de la forma

∂ ρL(z, t)
∂ t

' − 1
∆z

{i(z + ∆z, t)− i(z, t)}
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L

∆

+ẑ -ẑ  

S∆

I ω

z z+   z

Figura 5.25:

y, en el ĺımite ∆z → 0

∂ ρL(z, t)
∂ t

= −∂ i(z, t)
∂ z

⇒ ρLω(z) = − 1
jω

∂ Iω(z)
∂ z

que son las versiones de la ecuación de continuidad para distribuciones lineales,
tanto en el dominio del tiempo como en el de la frecuencia. De acuerdo con esta
última,

ρω(z) '



−j I0

c cos k(l − z) , , z > 0

j I0
c cos k(l + z) , , z < 0

El resto del problema se deja como ejercicio.

5-5. Demostrar la expresión dada en 5.54 para el factor de una antena lineal y simétrica.

5-6. Sea una antena como la de la figura 5.6 cuya longitud es eléctricamente pequeña (L ¿ λ).
Utiĺıcese esta aproximación para hallar la distribución de corriente a lo largo de la antena,
los campos, la resistencia de radiación, la directividad y la anchura del haz (distancia angular
entre las direcciones a las cuales la intensidad de radiación media es la mitad de la máxima).

SOLUCION:

Distribución de corriente :

Bajo la aproximación propuesta

x =
L

λ
¿ 1 ⇒





sen x ' x

cos x ' 1− x2
⇒

Iω(z ′) '




I0 sen k(l − z ′) ' I0 (l − z ′) , , z ′ > 0

I0 sen k(l + z ′) ' I0 (l + z ′) , , z ′ < 0

Campos :

Dado que kl, kl cox θ ¿ 1,

F (θ) ' k2l2 sen θ
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y

~N(~n, ω) =
µ0

4π
k I0 l2 ẑ ⇒ ~A(~r, ω) =

µ0

4π
k I0 l2

e−jk r

r
ẑ ⇒

~B(~r, ω) = −jk ~n ∧ ~A = −j
µ0

4π
k2 I0 l2

e−jk r

r
φ̂

Resistencia de radiación :

Rrad = 2
〈P 〉
I2
0

=
Z0

2π

∫ π

0
|F (θ)|2 sen2θ dθ == 40(k l)4 = 40(π

L

λ
)4 , , Z0 ' 120π

Puede observarse que la resistencia de radiación es muy inferior a la del dipolo
hertziano porque es proporcional a la cuarta potencia de k l y no a la segunda.

Directividad y anchura del haz :

La directividad D es el valor máximo de la ganancia directiva. Esta última es fácil
de obtener

G(θ) =
2
3

sen2θ ⇒ D =
2
3

(5.159)

1
2

θ

0,5 D D

∆ θ

Figura 5.26:

En cuanto a la anchura del haz, ésta puede obtenerse con ayuda de la figura 5.26
en la que se representa el diagrama de radiación o diagrama polar de la ganancia
directiva. El ángulo θ 1

2
es aquel para el cual la ganancia directiva es la mitad de

su valor máximo D
G(θ 1

2
)

D
=

1
2

De acuerdo con 5.159

sen2θ 1
2

=
1
2

⇒ θ 1
2

= arcsen
1√
2
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y, según se aprecia en la figura, la anchura del haz es

∆θ = π − 2 θ 1
2

= 90o

5-7. Hallar el momento dipolar eléctrico de la antena anterior y, a partir del resultado, confirmar
la expresión de los campos radiantes.

5-8. La figura 5.27-a presenta el esquema del circuito emisor-receptor empleado por Heinrich Hertz,
en 1886, para la primera demostración de la existencia de ondas electromagnéticas. Consta
de un carrete de inducción, conectado en paralelo a una antena lineal y a un chispómetro de
bolas a − a, y una antena receptora de lazo con otro chispómetro b − b. La tensión inducida
por el carrete se modula con las descargas en a− a resultando una corriente oscilante que se
acopla a la antena y emite ondas de longitud λ ' 8m. Las chispas que se detectan en b − b
atestiguan la propagación de las ondas hasta la antena receptora.

Como puede verse, a diferencia de las antenas lineales simétricas que se tratan en el texto,
la de Hertz está cargada en sus extremos con dos objetos metálicos cuyo papel es el de actuar
como condensadores. Por esta razón, en los extremos de la antena puede acumularse carga y
deja de cumplirse la condición I(|z| = l) = 0.

En la figura 5.27-b se representa a un Dipolo hertziano, ésto es, una antena del tipo anteri-
ormente descrito pero eléctricamente corta (l ¿ λ).

Hallar:

a) La corriente que circula por la antena y el momento dipolar de la misma.

b) Los campos lejanos, tratando a la antena como un dipolo corto.

c) La resistencia de radiación a partir de los campos.

SOLUCION:

(a) - La corriente puede deducirse de 5.52, como en el problema anterior, pero
teniendo en cuenta que ya no se cumple la condición I(|z| = l) = 0, puesto que
los condensadores colocados en los extremos permiten que en estos puntos se
acumulen cargas ±Q(t).

Desarrollando en serie alrededor del origen (z > 0)

I(z) ' I0 sen k(l − z′) ' I0 (sen kl − k z cos kl) ' I0

En la última aproximación se ha tenido en cuenta que kl ¿ 1 ⇒ sen kl ' 1 cos kl '
0. Luego esta antena admite una intensidad de amplitud arbitraria pero uniforme.

Para calcular el momento dipolar, d = Q L, basta con aplicar la ecuación de con-
tinuidad en un extremo.

−I = −dQ(t)
d t

⇒ Qω =
I0

jω
=

I0

jk c
⇒ dω =

I0 L

jk c
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Antena 

receptora 

resonante

b-b

1,2 m

0.8 m

(a)

Carrete

de

induccion

a-a
0.25 m

= 2 mm

3 m

φ
Antena emisora

λ= 8 m

<< λL

S

+

-

l

θ

I

+Q

-Q

(b)

n

Figura 5.27:

(b) - Los campos lejanos vienen dados por 5.76 y 5.77

~E(~r, ω) = jk L
Z0

4π
I0 senθ

e−kr

r
θ̂

~B(~r, ω) = jk L
1
4π

I0 senθ
e−kr

r
ϕ̂

Los campos del dipolo hertziano, alimentado con una intensidad I0, dependen
linealmente de k L ∼ L

c T
L
λ .

(c) - La resistencia de radiación se deduce de 5.80

Rrad = 2
〈P〉
I2
0

= 80 (π
L

λ
)2 (5.160)

La antena del problema anterior tiene en común con ésta la estructura dipolar
eléctrica pero la segunda tiene una resistencia de radiación ∼ L2

λ2 muy superior a
la de la primera. Además, cualquier antena de hilo puede dividirse en pequeños
segmentos de longitud L, cada uno de los cuales se comporta como un dipolo
hertziano, pudiéndose considerar a la antena de partida como a una superposición
de estos dipolos.
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5-9. Deducir la expresión 5.71 para el campo eléctrico dipolar eléctrico a partir de la del campo
magnético 5.69.

5-10. Comprobar la expresión 5.80 para la potencia media radiada por un dipolo eléctrico.

5-11. Supóngase a un átomo monoelectrónico, de radio a = 10−10 m, cuya nube electrónica ha
sido desplazada inicialmente a una distancia z0 del núcleo y dejada oscilar a su frecuencia
natural (véase la sección F.1.1). Considerándolo como un dipolo radiante, comparar la enerǵıa
mecánica total E con el valor medio de la que pierde por radiación en un periodo 〈Wdc〉,
mediante la definición de un factor Q ≡ 2π E

〈Wdc〉 , y, en función de éste último, determinar el
tiempo que tardaŕıa la oscilación en disipar el 90% de su enerǵıa inicial. Dar a este problema
un tratamiento no relativista y justificarlo.

SOLUCION:

Se empezará suponiendo que las pérdidas de radiación son pequeñas, lo que se
justificará con el cálculo de Q.

Según la sección F.1.1, el movimiento de la nube electrónica es armónico simple
z = z0 cos ω0 t, donde

ω0 =
e√

4πε0 a3 m
' 1,6× 1016 rad · s−1 ⇒ f0 ' 2,5× 1015 Hz

Para ver si el movimiento es relativista, se acota la velocidad

v = −z0 ω0 senω0 t ⇒ vmax = z0 ω0 << a ω0 ⇒

vmax << 1,6× 106 m · s−1 << c

El movimiento es no relativista, por lo que la enerǵıa cinética puede escribirse
como Ec = 1

2 mv2.

En ausencia de disipación, la enerǵıa total ( no relativista) es constante e igual a
la suma de la cinética y la potencial

E = Ec + Ep = (Ec)max =
1
2

mv2
max =

1
2

mz2
0 ω2

0

De acuerdo con 5.80, la potencia media radiante ( disipada) como dipolo es

〈Pd〉 =
ω4

0|dω|2
12πε0 c3

(5.161)

y la enerǵıa disipada en un ciclo

〈Wdc〉 = 〈Pd〉T = 2π
〈Pd〉
ω0

⇒

Q ≡ 2π
E

〈Wdc〉 = ω0
E
〈Pd〉 ' 1037 (5.162)
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Se comprueba, pues, que en cada ciclo se pierde una fracción muy pequeña de la
enerǵıa media total. Luego esta enerǵıa se disipa lentamente de acuerdo con el
principio de conservación de la enerǵıa ( véase la sección E.1.11.4): la potencia
media disipada en un instante determinado corresponde a una disminución, por
unidad de tiempo, de la enerǵıa total del movimiento

〈Pd〉 = −d E
d t

de acuerdo con 5.162

d E
d t

= − 1
τE
E , , τE =

Q

ω0
= 7× 1020 s

Integrando

E = E0 e
− t

τE

con lo que el tiempo t0 en que se disipa el 90% de la enerǵıa es

e
− t0

τE = 0,1 ⇒ t0 = τE ln 10 = 1,6× 1021 s

5-12. Suponiendo que un eléctrón orbital, del átomo del problema anterior, girase alrededor del eje
z = 0, represéntese como un dipolo giratorio y calcúlese el tiempo que tardaŕıa la órbita clásica
en colapsar su radio a la mitad de su valor inicial (Véase la sección F.1.3 ).

5-13. Demostrar que la traza de la matriz cuadripolar es nula.

5-14. Un sistema radiante está constituido por tres cargas: dos de magnitud q = q0 cos(ω0t) y situ-
adas respectivamente en ~r ′ = ±l ẑ ′ (l ¿ r, λ), y otra de magnitud −2q situada en el origen.
Hallar la intensidad media radiada en función de la dirección de radiación. Realizar los cálcu-
los:

a) Tratándo al sistema como un cuadripolo.

b) Tratándolo como dos dipolos separados por una distancia l.

SOLUCION:

La distribución de cargas del enunciado es la que se muestra en la figura 5.28.
Su carga neta y su momento dipolar son nulos, por lo que el primer momento
significativo es el cuadripolar eléctrico.

(a) - Los momentos cuadripolares son

Qαβ =
∫

V ′
(3x′αx′β − δαβr′2) ρω dv′ (5.163)

donde, la densidad de carga, extendiendo anaĺıticamente q(t) → q0 e jω t e ignorando
la función temporal, es

ρω = q0

[
δ(~r ′ − lẑ) + δ(~r ′ + lẑ)− 2 δ(~r ′)

]



5.5. PROBLEMAS 259
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Figura 5.28:

Dado que las cargas están situadas en el eje z,

(Qαβ)α 6=β = 0 , , Qxx = Qyy

y, como la traza
∑

α Qαα = 0 es nula,

Qxx = Qyy = −1
2

Qzz

Qzz = q0

∫

V ′
(2z ′ 2 − x ′ 2 − y ′ 2)

[
δ(~r ′ − lẑ) + δ(~r + lẑ)− 2 δ(~r ′)

]
= 4l2 q0

y

Q̃ =
1
2

Qzz



−1 0 0
0 −1 0
0 0 2




La intensidad media radiada es

〈I〉 =
d〈P〉
dΩ

= k6 c

2ε0(24π)2
|~n ∧ (

↔
Q ·~n)|2 (5.164)

donde
|~n ∧ (Q̃ · ~n)|2 = 36 l4 q2

0 sen2θ cos2θ

El diagrama de radiación, representado en la figura 5.29, muestra como la ra-
diación se anula en la dirección del cuadripolo y en las de su plano transversal.

(b) - Se deja como ejercicio.

5-15. Sea una carga con movimiento uniforme x′ = v t′, donde v′ = 0,5c. Hallar el tiempo y la
posición retardados para un punto de observación x = 1, y = 1, ct = 1.

SOLUCION:
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^ 

n

z

θ

Figura 5.29:

Para hallar el tiempo retardado de la part́ıcula es necesrio resolver la ecuación

|~r − ~r ′(t ′)|2 = c2 (t− t ′)2

Esta ecuación es transcendente en general pero, en este caso, al ser el movimiento
uniforme, puede resolverse algebraicamente. Utilizando la notación

τ ≡ ct , , τp ≡ ct ′

la ecuación de la trayectoria de la part́ıcula es

~r ′(t ′) = β τp x̂

con lo que, substituyendo en la primera ecuación

3
4

τ2
p − τp − 1 = 0 ⇒ τp =





2 > τ futuro

−2
3 pasado

La solución válida es la correspondiente al pasado.

5-16. Verificar las expresiones 5.103.

5-17. Verificar las expresiones 5.107.

5-18. Verificar las expresiones 5.110 ( Para hallar ∇σ puede calcularse ∂ σ
∂ x ).
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5-19. Obtener las expresiones 5.111 y 5.112 para los campos de los campos de velocidad y aceleración
a partir de las expresiones obtenidas para los términos (a-d) (Téngase en cuenta que ~̇βp (1−
R̂ · ~βp) = ~̇βp {R̂ · (R̂− ~βp)} ).

5-20. Hallar la relación entre las densidades de enerǵıa eléctrica y magnética del campo creado
por una carga puntual con velocidad uniforme βp en función de ésta y de la dirección de
observación.

5-21. Comprobar la fórmula de Larmor 5.130b.

5-22. Demostrar 5.133.

5-23. Demostrar que la intensidad de radiación emitida por electrones ultrarelativistas (βp = 1 −
x, x ¿ 1) en un acelerador lineal es máxima para θ ' 1

2γp
, donde θ es el ángulo formado por

la velocidad con la dirección de observación.

SOLUCION:

En un acelerador lineal ~βp = βp ẑ ‖ ~̇βp, luego, según 5.127,

Ir ∼ sen2θ

σ5
, , σ = 1− βp cos θ

Para hallar las direcciones θm de máxima intensidad

∂ Ir

∂ θ
= 0 ⇒ 3βp cos2θm + 2 cos θm − 5βp = 0

cuyas soluciones son

cos θm =
−1±

√
1 + 15β2

p

3βp

De acuerdo con el enunciado, pueden hacerse las siguientes aproximaciones

1
βp
' 1 + x , , β2

p ' 1− 2x , ,
√

1−Ax ' 1 +
1
2

Ax (Ax ¿ 1)

Desechando las raices |cos θm| > 1

cos θm ' 1− 1
4

x

Como x ¿ 1, θm ¿ 1 ⇒ cos θm ' 1− 1
2 θ2

m y

θm '
√

x

2
' 1

2 γp

ya que, bajo la aproximación enunciada 1
γ2

p
' 2x.
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5-24. Verificar que, en un acelerador lineal, en el cual las part́ıculas son aceleradas por un campo
eléctrico uniforme y constante, la potencia radiada por las cargas es independiente de la enerǵıa
total E de las mismas y es proporcional al cuadrado de la enerǵıa que el campo les suministra
por unidad de longitud. Hallar la potencia radiada por un electrón si el campo acelerador es
E = 10MV ·m−1.

SOLUCION:

La potencia media radiada en función de los campos viene dada por 5.138b

Pr =
E2

6π ε0

e4

c7 m4
{( ~E + c ~βp ∧ ~B)2 − (~βp · ~E)2}

en un acelerador lineal ~B = 0 , , ~E ‖ ~βp, luego

Pr =
1

6π ε0

e4 E2

c3 m2
∼ (eE)2

donde e E = ∂ E
∂ x es la fuerza que el campo ejerce sobre la carga o, lo que es lo

mismo, el trabajo que el campo realiza sobre la carga por unidad de longitud, y
que se invierte en aumentar la enerǵıa de la misma.

5-25. Hallar la distribución angular de la intensidad radiada por una carga en un acelerador circular
(radiación ciclotrónica). Situar a la velocidad en la dirección del eje z y a la aceleración en
la del eje x. Dibujar esquemáticamente las secciones de diagrama polar de la intensidad para
los planos z = 0 e y = 0.

5-26. Un electrón, cuya enerǵıa cinética es de 1KeV , gira en el plano perpendicular a un campo
magnético de 1T . Comparar la enerǵıa que radia en un ciclo con su enerǵıa cinética.

5-27. Comprobar el valor dado en el texto al radio clásico del electrón.

5-28. Demostrar que, la cantidad de movimiento del campo arrastrado por una part́ıcula que se
mueva con velocidad uniforme βp ¿ 1 vendŕıa dada por

~G = ~vp · ε0

c2

∫
(E2

↔
I − ~E ~E) dv =

4
3

W0

c2
~vp

donde W0 es la enerǵıa electromagnética total del campo en el sistema propio de la part́ıcula.

SOLUCION:

Para βp ¿ 1, el campo que se mide en el sistema propio de la part́ıcula S ′ es
aproximadamente el electrostático

~E ′ ' 1
4π ε0

R̂

R ′2

En el sistema del laboratorio el campo, según 2.60, es

~E ' ~E ′ , , ~B ' 1
c

~β ∧ ~E ′ (5.165)
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por lo que la cantidad de movimiento total del campo es

~G =
∫

V→∞
~g dv =

1
c2

∫

V→∞
~S dv

Teniendo en cuenta que S = ~E∧ ~H, substituyendo los valores de los campos (5.165)
en expresión anterior y escribiendo en forma diádica

E2 →↔
I E2 , , ~E ( ~E · ~vp) → ~vp · ( ~E ~E)

la cantidad de movimiento puede escribirse de la forma

~G =
ε0

c2
~vp ·

∫

V→∞

[↔
I E2 − ~E ~E

]
dv

Dado que ~E es aproximadamente coulombiano
∫

V→∞
E2

x dv =
∫

V→∞
E2

y dv =
∫

V→∞
E2

z dv =
1
3

∫

V→∞
E2 dv =

2
3ε0

W0

y ∫

V→∞
Eα Eβ dv = 0 para α 6= β



264 CAPÍTULO 5. CAMPOS. RADIACIÓN
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Apéndice A

Apéndice del caṕıtulo 1

A.1. Deducción de las transformaciones de Lorentz mediante ex-
periencias pensadas

En las Experiencias pensadas se plantean situaciones cuyo transcurso se deduce mentalmente de
la aplicación de un cierto número de principios. Las aqúı expuestas [Panofsky y Phillips] conducen
a la expresión de las transformaciones de Lorentz tomando como punto de partida a los postulados
de la relatividad y los principios de homogeneidad e isotroṕıa enunciados en los apartados 1.3 y 1.2.

A.1.1. Invarianza de las medidas de metros perpendiculares al movimiento

S S’

V

y y’

z z’

0

1

0

1

y y’

y y’

x, x’

Figura A.1: Metros transversales al movimiento

La figura A.1 muestra a dos metros idénticos, colocados respectivamente a lo largo de los ejes
y e y′ y con sus extremos inferiores en y0 = 0 e y′0 = 0. Puesto que en t = t′ = 0 coinciden los ejes
y e y′, en ese mismo instante deben coincidir los extremos y1 e y′1, por lo que ambos metros son
iguales medidos desde cualquiera de los dos sistemas de referencia. No es posible, por ejemplo, que

a-1
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y1 coincida en ese instante con un punto y′2 < y′1 porque, en contra del postulado de relatividad,
desde ambos sistemas debeŕıa concluirse que el metro de S es más corto que el de S ′.

Puesto que el espacio es homogéneo, si estos metros se desplazan paralelamente de sus posi-
ciones iniciales, seguirán apareciendo como iguales. Como consecuencia de la isotroṕıa espacial,
este resultado es también válido si los metros se colocan en cualquier orientación perpendicular al
movimiento.

A.1.2. Dilatación temporal

R’ R’

S

S’

S

S’
R’

d

d

R R1 2

V

Visto 
desde
  S’

Visto
desde
  S

(1/2) c   t

V   t

Figura A.2: Dilatación temporal

El resultado anterior y la experiencia ilustrada en la figura A.2 permiten cuantificar la dilatación
temporal. La figura representa a un automóvil (sistema S ′) que viaja por un túnel (S). En su techo
lleva un radar que emite señales electromagnéticas y las recibe después de ser reflejadas por el
techo del túnel. Desde el punto de vista del automóvil, la luz recorre la distancia 2d en un tiempo
∆t′ = ∆τ que, por estar medido por un solo reloj R′ es un intervalo propio en el sistema S ′. Por el
segundo principio, este camino es recorrido por la luz a la velocidad c, luego

d =
c

2
∆τ

distancia que, por ser perpendicular al movimiento, es invariante.

Visto desde el sistema S, entre la emisión y la recepción del pulso luminoso transcurre un
intervalo ∆t no propio, medido por los relojes R1 y R2. En ese tiempo, el automóvil ha recorrido la
distancia V ∆t y la luz la c ∆t, por lo que, de acuerdo con la geometŕıa de la figura
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c2 ∆t2

4
=

V 2 ∆t2

4
+ d2 ⇒ ∆t = γ∆τ

A.1.3. Contracción de Lorentz

Desde
S’

Desde
S

x

x

x

t’
R’

t’1

0

x x

x x

x x

x’

V

espejo

t

t

R

R

0

1

0

1

x’ x’a b

b1

b2

a0 b0

a1

a2

Figura A.3: Metros paralelos al movimiento

Considérese ahora a un metro en reposo sobre el eje x′, de forma que sus extremos ocupen las
posiciones x′a y x′b. Su longitud propia es ∆x′ = ∆Λ y, como se indica en la figura A.3, puede medirse
con un solo reloj R′ en función del tiempo invertido por la luz en un viaje de ida y vuelta entre sus
extremos. Un fotón parte en t′0 de x′a, se refleja en un espejo colocado en x′b y regresa en t′1 al punto
de partida; ambos tiempos son medidos por R′ luego el intervalo ∆t′ = t′1− t′0 es el propio entre los
dos sucesos de partida y llegada del fotón.

∆t′ = t′1 − t′0 = ∆τ =
2∆Λ

c

Estos dos sucesos son vistos desde S de forma distinta. Como se muestra en la figura, el metro se
mueve con respecto a este sistema: en el instante t0 de partida, sus extremos ocupan las posiciones
xa0 y xb0, cuando el fotón se refleja en el espejo, ocupan las posiciones xa1 y xb1 y en el instante
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t1 de llegada las xa2 y xb2. ∆t = t1 − t0 ha sido medido por dos relojes, R0 y R1, por lo que es el
intervalo no propio correspondiente a ∆τ . De acuerdo con ésto

∆t = t1 − t0 = γ∆τ =
2 γ

c
∆Λ

En este tiempo, la luz ha recorrido en el sistema S la distancia

c∆t = [xb1 − xa0] + [xb1 − xa2] = ∆x + [xb1 − xb0] + ∆x− [xa2 − xa1]

Pero, la distancia [xb1−xb0] es la que el metro recorre a velocidad V mientras que la luz recorre
[xb1 − xa0] a la velocidad c. De forma análoga [xa2 − xa1] es la recorrida por el metro mientras que
la luz recorre [xb1 − xa2] . Luego

[xb1 − xb0] = β [xb1 − xa0] = β(∆x + [xb1 − xb0])

[xa2 − xa1] = β [xb1 − xa2] = β(∆x− [xa2 − xa1])

Eliminando [xb1 − xb0], [xa2 − xa1] y ∆t de estas ecuaciones, se obtiene

∆x =
∆Λ
γ

A.1.4. Sincronización de relojes
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Figura A.4: Sincronización de relojes

Dada la relatividad de la simultaneidad, puesta de manifiesto en el caṕıtulo 1, relojes que están
puestos en hora en un sistema determinado, no aparecen sincronizados en otro distinto. En la
experiencia que se muestra en la figura A.4, se supone el paso de un tren frente al andén de la
estación. De forma análoga a lo expuesto en el párrafo 1.4.4, se prepara la experiencia colocando
dos láseres en la estación, a una distancia ∆x uno del otro, y disparándolos simultáneamente para
marcar dos posiciones homólogas en el tren. La distancia ∆x′, entre las marcas dejadas en el tren,
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es una longitud propia en S ′ cuya medida desde S, con respecto al cual dichas marcas están en
movimiento, es la medida no propia ∆x 1. Según esto

∆x =
∆x′

γ

Una vez preparada la experiencia, se sitúan los relojes R0 y R1 en las posiciones de los láseres
y los R′

0 y R′
1 en las de las marcas del tren y se hace pasar de nuevo a éste frente a la estación. El

relato de lo observado desde el sistema S es como sigue:

- En el instante t0, el reloj R′
1 pasa por la posición del R0. Un observador de S, colocado en

la posición de este último reloj, lee la esfera del primero y anota su lectura t′1. El suceso de la
coincidencia de estos dos relojes se anota como (t0, t′1).

- En el instante t1, dada la forma de preparar la prueba, tienen lugar simultáneamente dos
sucesos: la coincidencia de los relojes R′

0 y R0, que se anota como (t1, t′0), y la de R′
1 y R1, que

se anota como (t1, t′′1). Las lecturas que los observadores de S hacen en t1 de las esferas de R′
0 y

R′
1 son distintas, t′0 y t′′1 respectivamente, porque ambos relojes están sincronizados en S ′ y, por lo

tanto, se ven fuera de sincronismo desde S.

Si δt′ es la diferencia de sincrońıa detectada desde S

δt′ ≡ t′0 − t′′1

ésta puede calcularse teniendo en cuenta lo que sigue:

* Los observadores de S ven al tren moviéndose hacia la izquierda con velocidad V , por lo que
en el intervalo t1 − t0 recorre la distancia

∆x = V (t1 − t0)

* En la caja rectangular y punteada de la figura se han agrupado a los sucesos (t0, t′1) y (t1, t′0).
El intervalo t1− t0 es propio, medido por R0, y corresponde al no propio t′0− t′1 que ha sido medido
por R′

1 y R′
0. Luego

(t′0 − t′1) = γ (t1 − t0)

* En la otra caja se incluye a los sucesos (t0, t′1) y (t1, t′′1). t1 − t0, medido ahora por R1 y R0,
es el intervalo no propio correspondiente al propio t′′1 − t′1, medido por R′

1. En este caso

(t1 − t0) = γ (t′′1 − t′1)

1∆x es al mismo tiempo la medida propia de la distancia entre los dos láseres de la estación y la medida impropia
de la distancia entre las dos marcas que estos han dejado en el tren.
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Eliminando t′′1, (t′1 − t′0), t1 − t0 y ∆x, se obtiene

δt′ =
β

c
∆x′ (A.1)

Compárese con 1.34.

A.1.5. Transformaciones de Lorentz

V

1
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P
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(r, t)

S’S x, x’

t’

x’Vt

x

O’’

Figura A.5: Transformaciones de Lorentz

Para determinar la ley de transformación de x, téngase en cuenta que, según la figura A.5, el
punto P del universo, observado desde S, tiene por coordenada a

x = OO′ + O′O′′

OO′ = V t y OO′′ = x′/γ, porque x′ es una longitud propia en S ′ cuyos extremos ocupan en el
instante t las posiciones O′ y O′′ de S, luego OO′′ es la medida no propia, contráıda, de x′. De esto
se deduce la ley de transformación para x

x = V t +
x′

γ
⇒ x′ = γ (x− V t)

Para obtener la ley de transformación temporal, obsérvense desde S los siguientes sucesos:

- En t = 0 el reloj de S ′ situado en O′ marca t′0 = 0.

- En t = t el mismo reloj marca t′1 = t′ + β x′/c, de acuerdo con A.1, porque se halla situado a
la distancia x′ del reloj de P , el cual marca el tiempo t′.
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El intervalo ∆ τ = t′1− t′0 = t′1 es un intervalo propio de S ′, porque ha sido medido por el mismo
reloj de O′, que corresponde al intervalo, impropio en S, ∆ t = t− 0, luego

t = γ (t′ +
β

c
x′)

A.2. Transformación de la dirección de movimiento

vv
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x, x’

y

z
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z

ϕ

θ

Figura A.6: Composición de velocidades

De acuerdo con 1.40, véase la figura A.6, vy y vz se tranforman de la misma manera por lo que
el ángulo ϕ permanece invariante. Este no es el caso de θ

tg θ′ =

√
v′2y + v′2z

v′2x
=

v sen θ

γ (v cos θ − V )
(A.2)

De esta expresión se deducen efectos interesantes. A continuación se analiza el de la aberración
de la luz.

A.2.1. Aberración de la luz

El fenómeno de aberración de la luz ha jugado un papel histórico importante en la discusión de la
teoŕıa de la relatividad. En la práctica se determina por un conjunto de observaciones astronómicas.
La fundamental consiste en orientar diariamente a un telescopio en una dirección fija del cielo y
determinar las posiciones de una cierta estrella en el plano focal. Esta recorre una elipse en dicho
plano como consecuencia del movimiento de la Tierra alrededor del Sol.

Para los fotones, v = c, y A.2 se reduce a
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∆θ

Figura A.7: Aberración de la luz

tg θ′ =
sen θ

γ (cos θ − β)
(A.3)

Esta es la expresión relativista de la Aberración de la luz. En las condiciones usuales de obser-
vación la predicción anterior difiere inapreciablemente de la de Galileo. Efectivamente, dado que la
Tierra se mueve alrededor del Sol con una velocidad de unos 30 km.s−1, β ∼ 10−4 es pequeña y
puede comprobarse que

∆θ ≡ θ′ − θ ' β sen θ ¿ 1 rad

expresión que corresponde a la predicción galileana.



Apéndice B

Apéndice del caṕıtulo 2

B.1. Masa inerte

Como se ha comentado en el caṕıtulo 1, la teoŕıa gravitatoria queda fuera del marco de la
relatividad especial. La masa gravitatoria y la inerte son, en principio, distintos atributos de la
materia que solo se identifican entre śı a través del postulado de equivalencia de la relatividad
general. Mientras que el concepto de masa gravitatoria está relacionado con la magnitud de la
fuerza de atracción entre cuerpos neutros, el de masa inerte lo está a la resistencia, o inercia,
presentada por un cuerpo para cambiar su velocidad en presencia de fuerzas. Una forma simple
de definir y analizar este concepto es mediante experiencias, efectivas o pensadas, de colisiones
elásticas. En sentido restringido, se entiende que una colisión es una interacción de muy corto alcance
entre dos part́ıculas; éstas solo ”se vençuando se encuentran a una pequeña distancia mútua, radio
de interacción, dentro de la cual intercambian enerǵıa y cantidad de movimiento. El tiempo de
propagación de la interacción es despreciable en las colisiones por lo que la ley de acción y reacción
les es aplicable y su tratamiento relativista no presenta dificultad.

B.1.1. Masa en reposo

La masa en reposo puede definirse operacionalmente a través de experiencias de colisión elástica
a baja velocidad, en el ĺımite para β ¿ 1. Considérese el choque elástico entre part́ıculas esféricas
de distinto volumen, fabricadas con el mismo material y dotadas de las velocidades v1 y v2. Después
de una colisión elástica frontal, las velocidades resultantes son respectivamente v′1 y v′2. Puede
comprobarse experimentalmente, con un alto grado de precisión, que los incrementos de velocidad
de las part́ıculas guardan una relación inversa con sus volúmenes V1 y V2.

v′1 − v1

v2 − v′2
=
V2

V1

b-1
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La masa inerte m de una part́ıcula se define como proporcional a su volumen a través de la
constante ρM , la densidad de masa

m ≡ ρM V
, de tal forma que dos part́ıculas, cualquiera que sea su naturaleza, tengan la misma masa si sufren
el mismo incremento de velocidad en una experiencia como la anteriormente descrita. Si se repite
la experiencia con esferas de materiales diversos, el resultado, en función de las masas, se describe
como

v′1 − v1

v2 − v′2
=

m2

m1
⇒ m1 v1 + m2 v2 = m1 v′1 + m2 v′2 (B.1)

expresión, esta última, que enuncia el principio de conservación de la cantidad de movimiento en
un sistema aislado de part́ıculas.

B.1.2. Masa en movimiento; conservación de la cantidad de movimiento

v2S’

S

Observado desde
S

v

M(v )

M(v )

v

v

V

-V

Observado desde
S’

v’ = v

1

2

1

2x

2y 1

v’ = v2

2

1

x, x’ x, x’

Figura B.1: Masa en movimiento

En el caso relativista, la situación es más compleja, como lo muestra la siguiente experiencia
pensada propuesta por Lewis y Tolman [Konopinski]: supóngase que se dispone de dos lanzadores
idénticos que disparan bolas elásticas de masa m con velocidad v1. Un lanzador se sitúa en el sistema
S, como se muestra en la figura B.1, y dispara su bola en la dirección positiva del eje y . El otro se
sitúa en el S ′ y lanza la suya en la dirección negativa del eje y′. El disparo de ambos lanzadores se
realiza de forma que el choque de las part́ıculas sea frontal, es decir, tal que los observadores de S y
S ′ vean a sus proyectiles respectivos partir con velocidad v1 en dirección transversal y volver, por
el mismo camino, con la misma velocidad y en dirección contraria. La experiencia se ve de forma
distinta desde cada uno de los sistemas de referencia: Observado desde el sistema S , el lanzador
propio impulsa a la bola en dirección transversal y con velocidad v1, pero la velocidad v2 de la otra
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bola se verá distinta porque su lanzador está en S ′ y, de acuerso con las leyes de composición de la
velocidad, ésta se mueve con respecto a S con una componente x de velocidad igual a V .

El análisis de este problema en el dominio de las velocidades pequeñas (v1, V ¿ c) es sencillo:
las cantidades de movimiento B.1 se conservan en el choque. Desde el sistema S, las componentes
en las dos direcciones espaciales de las cantidades de movimiento son:

m (v2x)a = m (v2x)d = mV (B.2)
mv1 −mv2y = mv2y −mv1 ⇒ mv1 = mv2y (B.3)

Para velocidades relativistas, la aplicación de la ley de composición de velocidades 1.40 a v′2, da
como resultado

~v2 =
(

v2x = V, v2y =
v1

γ

)

La suposición de que la masa sea independiente de la velocidad permite seguir verificando B.2
pero no B.3. Si se quiere disponer de un principio relativista de conservación de la cantidad de
movimiento, definida ésta como producto de masa por velocidad, es necesario redefinir la masa
como función M(v) del módulo de la velocidad y escribir, para la componente y de dicha cantidad
de movimiento

M(v2) v2y = M(v2)
v1

γ
= M(v1) v1

Hacienso uso de 1.42,

γ =
γ(v2)
γ(v1)

donde γ(v2) es el factor γp de la part́ıcula lanzada en S ′, γ(v1) el de la que ha sido lanzada en S y
βpx = vx1

c = 0. Eliminando γ se tiene que la relación

M(v2)
γ(v2)

=
M(v1)
γ(v1)

=
M(0)
γ(0)

= m

es independiente de la velocidad de la part́ıcula, por lo que la masa en movimiento se expresa de la
forma

M(v) = γp m

B.1.3. Equivalencia entre masa y enerǵıa

La expresión 2.14 establece la equivalencia entre masa y enerǵıa. En el ĺımite de baja velocidad

(E)β<<1 ' E0 +
1
2

mv2

Si las masas en reposo no fueran intercambiables con otros tipos de enerǵıa, E0 seŕıa un término
aditivo sin significación f́ısica, pero la experiencia muestra que, incluso en el contexto comunmente
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Figura B.2: Fusión de part́ıculas

denominado ”no relativista”(β << 1), este término tiene un significado f́ısico fundamental. Part́ıcu-
las con enerǵıa cinética despreciable pueden reaccionar entre śı intercambiando toda su masa en
reposo por enerǵıa cinética. Este es el caso, por ejemplo, de la reacción de aniquilación entre elec-
trones y positrones

e+ + e− → 2 γ

en la que un electrón y un positrón se aniquilan entre śı para dar como resultado a dos fotones γ,
cada uno con enerǵıa me c2 ' 0, 51Mev, que parten en direcciones opuestas.

En procesos importantes para la vida cotidiana, como puedan ser los de combustión, este mismo
fenómeno se presenta aunque de forma menos notable que en el ejemplo anterior. En la combustión
del carbón, un átomo de carbono y una molécula de ox́ıgeno se combinan para formar un compuesto,
el CO2, cuya masa es menor que la suma de las de sus componentes. Ese defecto de masa se
compensa con cualquier otro tipo de enerǵıa, como la cinética o la de excitación de las part́ıculas,
la transportada por fotones, etc. Cuando en una molécula que tiene a sus electrones en el estado
fundamental se excita a uno de ellos elevándolo a un nivel energético superior, la molécula adquiere
una mayor masa debido a que ha incorporado la enerǵıa de excitación. Estas diferencias de masa son
dif́ıcilmente detectables porque están producidas por la reestructuración de los niveles electrónicos
atómicos y las diferencias de enerǵıa entre éstos es del orden del electronvoltio, lo que supone
incrementos de masa relativos del orden de 10−8 → 10−9. En estos procesos la masa se conserva con
un alto grado de aproximación, lo que no supone que su equivalente energético sea despreciable; un
kg de carbón, junto con el ox́ıgeno correspondiente, producen una enerǵıa de combustión de unos
9KWh.

En los procesos nucleares, las diferencias de enerǵıa entre niveles son muy superiores a las de
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los procesos atómicos, del orden del Mev, por lo que los incrementos de masa y los rendimientos
energéticos son correspondientemente más elevados. La fisión del 235U produce unos 2, 4×107 KWh
y la fusión de deuterio y tritio unos 9, 4 × 107 KWh por cada Kg de combustible. En estos casos,
los incrementos de masa son muy significativos. La figura B.2 muestra la enerǵıa potencial entre
dos núcleos ligeros, por ejemplo, de Hidrógeno. Al acercar ambos núcleos, éstos deben vencer la
repulsión culombiana y remontar, o traspasar por efecto túnel, la barrera de potencial formada por
la combinación de la interacción culombiana con la fuerte, esta última de signo contrario pero de
corto alcance. Una vez traspasada la barrera, el núcleo incidente cae en un pozo de potencial y se liga
al blanco en un nivel energético negativo. Si no se tiene en cuenta a la enerǵıa inicial de la part́ıcula
incidente, la enerǵıa negativa de ligadura Eln hace que la reacción sea exoenergética y que |Eln|,
enerǵıa sobrante, aparezca como enerǵıa asociada a los productos de reacción. En consecuencia, el
núcleo resultante de la fusión tiene menos enerǵıa y menos masa que la suma de sus componentes
iniciales en una cantidad B, Defecto de masa, equivalente a |Eln|. En general, según el principio de
equivalencia entre masa y enerǵıa, la masa de un núcleo compuesto de A nucleones (N neutrones y
Z protones) viene dada por

M(A, Z) = N mn + Z mp −B(A, Z)

donde mn es la masa del neutrón y mn la del protón. La figura B.3 representa al defecto de masa
por nucleón B/A, en Mev por nucleón, frente al número de nucleones de cada núcleo y en ella se
resalta como en la fisión de un núcleo pesado en dos más ligeros y con mayor defecto de masa por
nucleón, o la fusión de núcleos ligeros en otro de mayor defecto de masa por nucleón, se produce
una enerǵıa sobrante que puede ser aprovechada. En la figura se utiliza una escala más pequeña
para la primera parte del eje A, por lo que el aumento del defecto de masa en esa zona de la gráfica
es más pronunciado del que aparenta.

B.2. Movimiento de part́ıculas cargadas

Las ecuaciones del movimiento de una carga vienen dadas por 2.72a y 2.72b

dE
dt

= e~v · ~E (B.4)

d~p

dt
= e ( ~E + ~v ∧ ~B) (B.5)

A continuación se abordarán los casos más simples y, por esta razón, más significativos del
movimiento relativista de una part́ıcula cargada en presencia de un campo electromagnético. Se
considera que tanto ~E como ~B son constantes y uniformes. Descomponiendo al campo eléctrico de
la forma

~E = ~E‖ + ~E⊥
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Figura B.3: Defecto de masa

, donde los sub́ındices ‖ y ⊥ denotan respectivamente a las componentes paralela y perpendicular
a ~B 1, y teniendo en cuenta que ~v‖ ∧ ~B = 0, la ecuación B.5 puede desdoblarse en

d~p‖
dt

= e ~E‖ (B.6)

d~p⊥
dt

= e ( ~E⊥ + ~v⊥ ∧ ~B) (B.7)

lo que permite tratar independientemente a las proyecciones del movimiento a lo largo del campo
magnético y sobre el plano transversal al mismo. Por otra parte, la proyección transversal del
movimiento es función de un ~E⊥ que es perpendicular a ~B, por lo que

(I2)⊥ = 0

y, según 2.64 o 2.65 existe un sistema de referencia desde el cual puede anularse uno de los dos
campos. Por esta razón, los casos del movimiento de una part́ıcula en presencia de uno solo de
los campos tienen una gran generalidad y a partir de ellos, transformando las ecuaciones de las
trayectorias a otro sistema adecuado, puede estudiarse el movimiento de las part́ıculas en presencia
de ambos campos.

1Estos mismos śımbolos se utilizan en la sección 2.4.2 con distinto significado. Dentro del contexto correspondiente,
ésto no debe dar lugar a confusión.
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B.2.1. Movimiento hiperbólico
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Figura B.4: Movimiento hiperbólico

Se denomina movimiento hiperbólico 2 al que posee una part́ıcula sometida a un campo eléctrico
uniforme y constante. Sea ~E = E0 x̂ y ~B = 0. Las ecuaciones del movimiento son:

dE
dt

= eE0
dx

dt
dpx

dt
= eE0

dpy

dt
=

dpz

dt
= 0

Puesto que el movimiento en el plano yz es uniforme, el problema se reduce a estudiar el
movimiento en la dirección del campo aplicado. Por lo tanto, partiendo del reposo ~p(t = 0) = ~0 en
el punto de coordenadas ~r0 = (x0, 0, 0), la integral de las dos primeras ecuaciones es

eE0(x− x0) = E −mc2

eE0 t = px =
mvx√
1− v2

x
c2

donde mc2 = E0 = (E)t=0

Para simplificar, se define la constante de tiempo T ≡ m c
e E0

y, sin pérdida de generalidad, se elige
como punto inicial a x0 = c T . Normalizando el tiempo y el espacio de la forma

τ ≡ t

T
, , κ ≡ x

x0

2Este movimiento es el uniformemente acelerado que se definió en el problema 1-28.
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y despejando β ≡ vx
c , se tienen las siguientes ecuaciones

κ =
E
E0

β =
τ√

1 + τ2
(B.8)

ecuaciones a partir de las cuales, teniendo en cuenta 2.14, puede expresarse a la enerǵıa y la posición
en función del tiempo

κ =
√

1 + τ2 =
E
E0

(B.9)

La ecuación del movimiento B.9 es de tipo hiperbólico

κ2 − τ2 = 1

con respecto a las variables x y t.

Como es fácil de comprobar a partir de B.8 y de la figura B.4, vx ∼ c para t ∼ T y vx/c → 1
para t →∞.

B.2.2. Movimiento ciclotrónico; deriva ambipolar

Una carga en presencia de un campo magnético uniforme y constante describe una trayectoria
espiral cuya proyección transversal es circular. A este movimiento se le denominada ciclotrónico.

Considérese ~E = 0 y ~B = B0 ẑ. Las ecuaciones del movimiento resultantes son:

dE
dt

= 0

d~p

dt
= e~v ∧ ~B

De la primera se deduce que la enerǵıa es una constante del movimiento y que también lo son
γp, según 2.14, y el módulo de la velocidad de la part́ıcula.

E = cte ⇒ γp = cte , v = cte , M(v) = cte (B.10)

La segunda ecuación puede ser escrita, de forma más significativa, como

d~p

dt
= ~Ω ∧ ~p (B.11)
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que es la conocida ecuación que describe la precesión de un vector ~p con velocidad angular ~Ω. A
esta última, que en el caso que nos ocupa se ha definido como

~Ω ≡ − e ~B

γp m
= − e ~B

M(v)
= Ω ẑ ⇒ Ω ≡ − eB

M(v)
(B.12)

, se le denomina Frecuencia ciclotrónica.
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Figura B.5: Precesión de la cantidad de movimiento

Como puede verse en la figura B.5 (a), la componente paralela a ~Ω del vector ~p permanece
constante en el movimiento de precesión porque la variación del mismo d~p

dt es perpendicular al plano
formado por la velocidad angular y el vector. Efectivamente, multiplicando escalarmente B.11 por
~Ω se obtiene

d~p‖
dt

= 0 ⇒ ~p‖ = cte ⇒ v‖ = cte (B.13)

La proyección perpendicular de la ecuación B.11 es

d~p⊥
dt

= ~Ω ∧ ~p⊥ (B.14)
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que corresponde al giro de la carga alrededor de las ĺıneas del campo magnético. Dado que ~p⊥ tiene
un movimiento de giro, su módulo es constante

~p⊥ · d~p⊥
dt

=
1
2

dp2
⊥

dt
= 0 ⇒ p⊥ = cte ⇒ E⊥ = cte , v⊥ = cte (B.15)

De acuerdo con la figura B.5 (a), las componentes x e y de la cantidad de movimiento son

px = p⊥ cosϕ

py = p⊥ senϕ

, por lo que, sustituyendo en B.14

dpx

dt
= −Ω py ⇒ ϕ = Ω t

, donde se ha supuesto que la fase inicial es nula. Ω es, pues, la velocidad angular de giro en el
movimiento de precesión. Puesto que, según B.10, la masa M es una constante del movimiento

vx = v⊥ cosΩ t

vy = v⊥ senΩ t

Integrando, y eliminando al tiempo, se obtienen las ecuaciones de la trayectoria circular de la
part́ıcula en el plano transversal

(x− a)2 + (y − b)2 = r2
c

donde a y b son las coordenadas del Centro de Giro y

rc =
v⊥
|Ω| =

p⊥
|e|B (B.16)

el Radio de giro ciclotrónico. Si a este movimiento transversal se le añade el uniforme longitudinal,
el movimiento resultante será espiral de paso constante, por lo que la part́ıcula se verá confinada
por las ĺıneas de campo magnético en su movimiento transversal pero no en el longitudinal. El
confinamiento longitudinal requiere estructuras de campo no uniformes.

En la figura B.5 (b) se representa a las trayectorias de un electrón y de un ión positivo pesado. De
acuerdo con B.12 y B.16, los electrones girarán a derechas, con una velocidad Ωe alta y un pequeño
radio de giro re, alrededor del campo magnético, mientras que los iones lo harán a izquierdas, a
baja velocidad y con un radio de giro grande. Se puede decir, por lo tanto, que las ĺıneas de campo
magnético atrapan fuertemente a los iones ligeros y más débilmente a los pesados. Es este fenómeno
el que protege a la biosfera terrestre de la radiación cósmica, haciendo posible la existencia de vida
en su interior, y el que permite, mediante la creación de botellas magnéticas, el confinamiento de
plasmas de alta temperatura en el laboratorio, como es el caso de los tokamaks, diseñados para
contener combustible de fusión nuclear controlada.
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De acuerdo con 2.64, si en un sistema de referencia I1 > 0 e I2 = 0 o, lo que es lo mismo,
B2 > E2

c2
y ~E⊥ ~B, el movimiento de una carga sometida a un campo electromagnético cruzado se

reduce al movimiento ciclotrónico cuando el observador se sitúa en un sistema de referencia que se
mueve con respecto al primero con la velocidad

~VE =
~E ∧ ~B

B2
, , VE =

E

B
< c (B.17)

En el caso de un plasma, en el que conviven electrones con diversas clases de iones, el campo
electromagnético cruzado afectará a cada una de sus componentes haciéndolas describir trayectorias
cerradas, circulares en el ĺımite no relativista, alrededor de un centro de giro que se desplaza con
una velocidad ~VE uniforme e independiente de la carga y de la masa del ión. Esta velocidad, a la
cual se desplaza el plasma en su conjunto, recibe el nombre de Velocidad ambipolar.

B.3. Problemas

2-1. Encontrar la ecuación de movimiento no relativista de una part́ıcula que se mueve en el seno
de un campo eléctrico constante y uniforme ¿ Cual es su velocidad y su enerǵıa ?

2-2. Encontrar la ecuación de movimiento no relativista de una part́ıcula que se mueve en el seno
de un campo magnético constante y uniforme ~B = ~B0 ẑ y cuya posición y velocidad iniciales
son ~r0 = (0, 0, 0) y ~v0 = (vx0, 0, vz0). Hallar:

a) Demostrar que el movimiento a lo largo del campo magnético es independiente del
movimiento transversal al mismo.

b) Demostrar que la proyección de la trayectoria en el plano transversal es circular. Hallar
su velocidad angular y su radio.

2-3. En el seno de un campo ~B = B0 ẑ (B0 = 103 gauss), en el punto ~r = 0 y en la dirección del
eje X, se inyectan un electrón y un protón, ambos con enerǵıa cinética de un MeV . Hallar
las ecuaciones de las trayectorias, los radios de giro y las frecuencias ciclotrónicas. Hágase un
esquema de dichas trayectorias.

SOLUCION :

Como las cargas parten del origen en la dirección del eje x, ~v0 = (v0, 0, 0) y, al no
existir componente de la velocidad en la dirección z, la del campo magnético, el
movimiento queda confinado al plano z = 0

~v = (vx, vy, 0) , , |~v| = v0

donde se recuerda que la velocidad tiene módulo constante.

Como se muestra en la figura B.6, el electrón gira a derechas alrededor del campo
magnético, con trayectoria circular de radio ciclotrónico rce, y el protón lo hace
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B

ẑ 

x̂ 

rce-r cp

v
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-

+

Figura B.6:

a derechas con radio rcp. Los centros de giro son ~rcp = (0, −rcp, 0) y ~rce = (0, rce, 0)
respectivamente.

Las ecuaciones de las trayectorias son

x2 + (y + rcp)2 = r2
cp , , x2 + (y − rce)2 = r2

ce

Escribiendo β0 = v0
c ,

rc =
c β0

Ω
, , Ω =

eB

γp m
, , β0 = 1− 1

γ2
p

, , γp =
E
E0

= 1 +
Ec

E0

y substituyendo los datos del enunciado

γpp = 1,001 , , β0p = 0,002 , , Ωp = 9,6× 106 rad s−1 , , rcp = 6,7 cm

γpe = 2,96 , , β0e = 0,89 , , Ωe = 6× 109 rad s−1 , , rce = 4,5 cm

Dado que ambas part́ıculas tienen la misma enerǵıa cinética, la velocidad del
protón es muy inferior a la del electrón. La del primero es aproximadamente no
relativista β ¿ 1 y la del segundo es ultrarelativista 1− β ¿ 1.

2-4. Una part́ıcula cargada se encuentra entre las placas de un magnetrón, sometida a un campo
electromagnético:

~E = E0ŷ , ~B = B0ẑ

donde E0 = 60 kV · m−1. Buscar sistemas de referencia S ′ que se muevan con velocidades
apropiadas para eliminar a uno de los campos:

a) B = 4 gauss
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b) B = 1 gauss

Determinar en cada caso las caracteŕısticas fundamentales del movimiento de la part́ıcula en
S ′.
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Apéndice C

Apéndice del caṕıtulo 3

En este apéndice se caracteriza a los medios lineales, se ilustran los procesos de obtención de las
relaciones de dispersión y se revisan distintas versiones macroscópicas de los balances energéticos
de estos medios.

C.1. Medios lineales

Desde el punto de vista fenomenológico, los medios materiales pueden también clasificarse según
sus propiedades de linealidad, homogeneidad e isotroṕıa, a las que habŕıa que añadir la de la posible
dependencia temporal de dichas propiedades. Estas cualidades y sus opuestas son responsables de
numerosos fenómenos de importancia técnica que son objeto de intensa investigación en el presente,
tanto desde el punto de vista microscópico como desde el macroscópico. Aqúı solo pueden exponerse
los fundamentos de este amplio campo por lo que los medios estudiados serán, generalmente, lineales,
homogéneos a trozos e independientes del tiempo y el tratamiento fenomenológico.

Una definición usual, pero restrictiva, de los medios lineales es la que asigna a éstos las Relaciones
constitutivas

~P (~r, t) = ε0 χe(~r, t) ~E(~r, t) , , ~D(~r, t) = ε(~r, t) ~E(~r, t) , , ε = ε0(1 + χe) (C.1a)

~M(~r, t) = χm(~r, t) ~H(~r, t) , , ~B(~r, t) = µ(~r, t) ~H(~r, t) , , µ = µ0(1 + χm) (C.1b)

~(~r, t) = σ(~r, t) ~E(~r, t) (C.1c)

donde χe es la Susceptibilidad eléctrica del medio, χm la Susceptibilidad magnética, ε la Permeabil-
idad eléctrica , µ la Permeabilidad magnética y σ la Conductividad. Si los medios son anisótropos,
algunas de estas relaciones tendrán carácter tensorial (

↔
χe,

↔
χm,

↔
ε ,

↔
µ ,

↔
σ ) y en el caso más simple

c-1
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serán independientes de ~r y t. Pueden depender además de variables no electromagnéticas como son
la densidad, presión, temperatura, etc..

De nuevo debe advertirse que, aunque se mantiene la costumbre de expresar ~M y ~B en función
de ~H, seŕıa más coherente relacionar al primero y al último campo con ~B.

~M = ξm
~B , , ~H = ηm

~B (C.2)

donde

ξm =
χm

µ
, , ηm =

1
µ

(C.3)

Estas relaciones son lo suficientemente aproximadas como para definir el comportamiento de
una gran familia de materiales, dentro de un amplio rango de amplitudes de los campos y de sus
variaciones temporales. No hay que olvidar, sin embargo, que existen materiales de gran importancia
práctica, como los ferromagnéticos, que son, de forma esencial, fuertemente no lineales, y que todos
los medios se comportan como no lineales cuando las amplitudes de los campos son lo suficientemente
altas, etc..

t t
0

energía=1
energía<1

e(t)

r(t)
e(t)=   (t-t   )

r(t)=r(t-t   )

δ
0

0

Figura C.1: Dispersión temporal

No obstante, las ecuaciones constitutivas anteriores no describen a la propiedad de linealidad
en su forma más general. Cuando los campos vaŕıan rápidamente, los medios ofrecen una inercia
apreciable que se traduce en que su respuesta no es instantánea, como presuponen las relaciones C.1,
sino que ésta se distribuye a lo largo del tiempo. Para muchos materiales, la dispersión temporal de
la respuesta es notable a partir de la banda de microondas y crece en importancia con la frecuencia.
La figura C.1 representa genéricamente como un impulso de amplitud unitaria e(t) = δ(t − t0)
provoca una respuesta r(t− t0) en el medio lineal que, de acuerdo con el principio de causalidad, es
nula para t < t0; empieza en el instante t0 de la excitación y se prolonga después del mismo. r(t)



C.1. MEDIOS LINEALES c-3

se conoce como la Respuesta del medio a un impulso . Esta prolongación, o dispersión, temporal
de la respuesta es responsable de la dispersión de los colores de la luz por medio del prisma, por lo
que aquellos materiales en los que el fenómeno es notable son calificados como dispersivos. En lo
sucesivo se supondrá que los medios son también pasivos, es decir, la enerǵıa asociada a la respuesta
s(t) a una excitación cualquiera e(t) es menor o igual a la de esta última. Esto implica que, si la
enerǵıa de la excitación es finita, también lo será la de la respuesta:

∫ ∞

−∞
e(t)2 dt = finita ⇒

∫ ∞

−∞
s(t)2 dt = finita (C.4)

lo que asegura que tanto e(t) como s(t) tienen transformada de Fourier.

Un medio tiene un comportamiento lineal si al multiplicar su excitación por una constante la
respuesta se multiplica por la misma constante y si al sumar excitaciones la respuesta es la suma
de las respuestas parciales a cada una de dichas excitaciones. Este seŕıa el caso si se interpreta a
χe, χm y σ como operadores lineales y no como a simples constantes. De esta forma, las ecuaciones
C.1 pueden tomarse como definitorias de dicho tipo de medios. En la mayoŕıa de los casos, ~P , ~M
o ~ pueden expresarse en función de uno solo de los campos. Por ejemplo, aunque la polarización
eléctrica de un medio es, en general, función de ambos campos, puede eliminarse al magnético
escribiendo ~B =

∫ ∇∧ ~E dt.

e(t’  )on

t’on- ∆t’/2 t’on+∆t’/2

t’∆

e(t’)

e*(t’)

t’t’= t = Nt’on= n ∆t’

e(t’)

Figura C.2: Convolución

Puede establecerse una formulación más general de la respuesta s(t) de un sistema lineal a una
excitación e(t′) arbitraria mediante el uso de la convolución de esta última con la respuesta a un
impulso del mismo. En la figura C.2 se representa a la excitación e(t′) junto con una aproximación
escalonada e∗(t′), resultante de una interpolación de orden cero alrededor de los puntos t′ = t′0n ≡
n∆t′ (n entero) separados entre śı por el intervalo ∆t′. Haciendo a ∆t′ pequeño, el pulso sombreado
se aproxima a un impulso [Garćıa Olmedo] e(t′0n)∆t′ δ(t′ − t′0n) cuya amplitud es igual a su área
e(t′0n)∆t′ (el área del pulso). La respuesta del sistema lineal, en el instante t, a este pulso aplicado
en t’ se aproxima al producto de dicha amplitud por la respuesta a un impulso: e(t′)∆t′ r(t − t′).
Superponiendo linealmente a todas las contribuciones de los pulsos anteriores al instante t y hallando
el ĺımite para ∆t′ → 0



c-4 APÉNDICE C. APÉNDICE DEL CAPÍTULO 3

s(t) = ĺım
∆t′→0

t′=N∆t′=t∑

t′=n∆t′=−∞
e(n∆t′) r(t− n∆t′)∆t′ ⇒

s(t) =
1

2π

∫ t

−∞
R(t− t′) e(t′) dt′ =

1
2π

∫ ∞

−∞
R(t− t′) e(t′) dt′ =

1
2π

R ∗ e (C.5)

Por conveniencia, véase III.27 y C.8, se ha escrito r ≡ R
2 π .

Según el principio de causalidad,

R(t) = 0 para t < 0 (C.6)

lo que permite extender el ĺımite superior de integración hasta t′ → ∞ e identificar la respuesta
como proporcional al producto de convolución (anotado por ∗) de la excitación por la respuesta a
un impulso.

Para llegar a esta expresión se ha hecho uso del principo de linealidad y es fácil de comprobar
que las relaciones de convolución son efectivamente lineales. Fijando la atención en la respuesta de
los medios al campo electromagnético, las ecuaciones constitutivas en el Dominio del tiempo son

~P (~r, t) =
ε0

2π

∫ t

−∞
χe(~r, t− t′) · ~E(~r, t′) dt′ (C.7a)

~M(~r, t) =
1

2 π

∫ t

−∞
ξm(~r, t− t′) · ~B(~r, t′) dt′ (C.7b)

~(~r, t) =
1

2π

∫ t

−∞
σ(~r, t− t′) · ~E(~r, t′) dt′ (C.7c)

donde ~E y ~B son las excitaciones, χe, ξm y σ las respuestas a un impulso de los campos anteriores
y ~P , ~M y ~ las respuestas globales del medio a dichos campos.

La solución de las ecuaciones de Maxwell, para medios lineales y en el dominio del tiempo,
requiere, en consecuencia, el conocimiento de las respuestas impulsivas del medio. Estas pueden
obtenerse a partir de modelos adecuados o experimentalmente.

En general, salvo para los casos más simples, la solución directa, en el dominio del tiempo, de las
ecuaciones de Maxwell para medios dispersivos no es sencilla. Es usualmente más sencillo hacerlo
en el dominio de la frecuencia. De acuerdo con el teorema de la convolución III.27

s(ω) = R(ω) e(ω) (C.8)
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donde s(ω), R(ω) y e(ω) son las transformadas de Fourier temporales de s(t), R(t) y e(t). La
respuesta a un impulso R(ω) lleva información cuatro veces redundante porque, al ser R(t) real,
la parte real de su transformada es par y la imaginaria impar y, además, dado que R(ω) es una
función causal (definición C.6) y corresponde a un medio pasivo (definición C.4), cumple la relación
de Kronig-Kramers III.28 y la parte imaginaria puede obtenerse a partir de la real.

La antisimetŕıa de la parte imaginaria de R(ω) implica que R(ω = 0) es real . Luego ε(ω = 0),
µ(ω = 0) y σ(ω = 0) son las Constantes estáticas y C.1 una aproximación cuasiestática de las
relaciones de dispersión.

Las ecuaciones constitutivas de los medios lineales en el Dominio de la frecuencia suelen expre-
sarse de la forma

~D(~r, ω) = ε(~r, ω) ~E(~r, ω) , , ε(~r, ω) = ε0 {1 + χe(~r, ω)} (C.9a)

~B(~r, ω) = µ(~r, ω) ~H(~r, ω) , , µ(~r, ω) = µ0 {1 + χm(~r, ω)} (C.9b)

~(~r, ω) = σ(~r, ω) ~E(~r, ω) (C.9c)

ε(~r, ω), µ(~r, ω), σ(~r, ω) se conocen como Relaciones de dispersión. La transformación al dominio
de la frecuencia simplifica considerablemente a las ecuaciones de Maxwell al eliminar a todos los
operadores temporales y sustituirlos por funciones de ω. Si se desea obtener la respuesta temporal de
los medios a un campo transformable por Fourier o, en particular, a un campo monocromático, una
vez resuelto el problema en el dominio de la frecuencia, el uso de la transformada inversa permite
obtener la solución requerida en el dominio del tiempo.

C.2. Relaciones de dispersión

Las relaciones de dispersión de un material describen, en el dominio de la frecuencia, su respuesta
lineal a la presencia de un campo electromagnético. Pueden obtenerse de diversas formas cuyas
ĺıneas básicas se exponen en lo que sigue. Tratamientos más amplios pueden encontrarse en [Beam],
[Bleaney y Bleaney], [Jackson],[Reitz et al.].

La determinación de estas relaciones puede llevarse a cabo experimentalmente, teóricamente,
mediante modelos apropiados, o, lo que es más común, por procedimientos mixtos. Los resultados
experimentales constituyen el último contraste y patrón con el que verificar las predicciones, aunque
no siempre se dispone de ellos con la precisión necesaria. Idealmente, el tratamiento teórico parte
de un modelo básico del medio y expresa sus resultados en función de los parámetros fundamentales
del mismo; en la práctica, dichos parámetros deberán ser ajustados en mayor o menor grado para
acomodar estas relaciones a la realidad experimental.

El modelo microscópico puede expresarse en parte a través de la ley de fuerzas 2.85 que aqúı se
escribirá de la forma
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~Fm =
d ~p

dt
= e ~Em + e~v ∧ ~Bm + ~F ′

m (C.10)

donde ~F ′
m resume al conjunto de fuerzas que actúan sobre la carga y cuyo origen no es electro-

magnético clásico. En algunos casos, véase la sección C.2.2, estas fuerzas son despreciables pero, en
general, son de origen cuántico y juegan un papel determinante en la respuesta del medio. Cuando
éste es poco denso, se manifiestan principalmente como interacciones de corto alcance que suelen
ser modeladas mediante secciones eficaces de colisión. En la materia densa el problema es más com-
plejo y su tratamiento requiere de las técnicas del estado sólido o ĺıquido. En cualquier caso, la
inclusión de ~F ′

m en la ecuación no es fácil y, en la práctica, su modelado requiere el uso de hipótesis
simplificadoras que limitan su rango de validez.

Tampoco es trivial la interpretación macroscópica de la ecuación C.10 una vez establecido un
modelo microscópico determinado. Un problema clásico a este nivel es el del cálculo del Campo
local, o molecular, que actúa sobre cada molécula concreta del medio [Reitz et al.]. Por último, dado
que el comportamiento de los medios es en general no lineal, la obtención de unas relaciones de
dispersión, cuando ésto es posible, implica la imposición de condiciones a las variables del problema
que aseguren su linealidad.

Entre los extremos experimental y teórico, una forma útil y sencilla de representar la respuesta
macroscópica de muchos medios comunes, como lo son los dieléctricos y conductores ordinarios,
consiste en la proposición, como modelo, de una ecuación diferencial temporal lineal de orden n,
cuyos coeficientes se ajustan para representar a los datos experimentales. A continuación se muestran
ejemplos de éste último tipo de tratamiento y de como, partiendo de un modelo primario, se obtienen
las relaciones de dispersión de un plasma simple.

C.2.1. Relaciones de dispersión de primero y segundo orden

Antes de abordar el problema enunciado, es útil el considerar las carácteŕısticas del movimiento
no relativista de una part́ıcula en presencia de un campo electromagnético variable y de fuerzas
recuperadoras y de fricción externas al sistema electromagnético clásico.

Movimiento de cargas :

Supóngase a una part́ıcula, con carga e y masa m, en presencia de un campo eléctrico ~E(t) y de
unas fuerzas lineales

~F ′
m = −κ

d~r

d t
− k ~r (C.11)

suma de una de tipo elástico y otra de fricción.

Las constantes de fricción κ y elástica k pueden escribirse de la forma

κ = m ν , , k = mω2
0 (C.12)
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en función de la masa de la part́ıcula, de la frecuencia equivalente de fricción ν y de la frecuencia
natural, o de resonancia, ω0. ν está asociada a la pérdida irrevesible de enerǵıa de la part́ıcula.
En un electrón totalmente libre el único mecanismo posible de pérdida de enerǵıa mecánica es la
radiación electromagnética pero ésta es despreciable cuando el electrón se encuentra en el seno de
un medio denso; en este caso la enerǵıa se cede al resto de las part́ıculas, las cuales la transforman
principalmente en enerǵıa térmica. ω0 representa al intercambio reversible de la enerǵıa cinética de
la part́ıcula con la enerǵıa elástica del medio, correspondiente a las fuerzas con que una molécula o
un cristal se oponen a las pequeñas perturbaciones de la órbita de un electrón o de la posición de
equilibrio de un ión. En ausencia de fricción es la frecuencia natural o de resonancia del movimiento
oscilatorio armónico de la part́ıcula.

Tomando como origen al centro de atracción de la fuerza elástica, la ecuación del movimiento
de la part́ıcula es

d2~r(t)
dt2

+ ν
d~r(t)
dt

+ ω2
0 ~r(t) =

e

m
~E(t) (C.13)

Una inspección de las ecuaciones de Maxwell muestra que el campo eléctrico no puede ser
homogéneo si vaŕıa con el tiempo, luego ~E = ~E(~r, t), y que necesariamente está acompañado de un
campo magnético. Pero puede demostrarse que dentro de los márgenes impuestos a los modelos que
se utilizarán más adelante, desplazamientos pequeños de los fluidos de polarización y velocidades
pequeñas de los de conducción, se puede despreciar la dependencia espacial del campo eléctrico y la
fuerza debida al campo magnético. Bajo estas condiciones, es fácil de resolver la ecuación anterior,
tanto en el dominio del tiempo como en el de la frecuencia. Tomando ~E(t) = ~A0 δ(t) y ~r = r Ê

d2r(t)
dt2

+ ν
dr(t)
dt

+ ω2
0 r(t) =

eA0

m
δ(t) (C.14)

Puesto que la velocidad de las part́ıculas es finita, la posición r es continua. Si se parte del reposo

r0− = 0 , , v0− =
(

d r

d t

)

0−
= 0

, donde 0− indica t < 0, t → 0, y se integra la ecuación en el intervalo t ∈ [0−, 0+], donde 0+ indica
t > 0, t → 0, se tiene que v0+ − v0− = v0+ = e A0

m . Las condiciones iniciales para resolver la ecuación
anterior en el intervalo t > 0 son, por lo tanto,

r0+ = 0 , , v0+ =
e A0

m
(C.15)

y su solución 1

r = 0 para t < 0 , , r = r0 e−α t sen(ω1 t) para t > 0 (C.16)

1Problema c-3.
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Figura C.3: Respuesta a un impulso de primer y segundo orden

donde

r0 =
eA0

m

1
ω1

, , ω1 = ω0

√
1− (

ν

2ω0
)2 , , α =

1
2

ν (C.17)

Si la fuerza elástica es nula (ω0 = 0) la ecuación C.14 se puede escribir como de primer orden
en la velocidad

dv(t)
dt

+ ν v(t) =
eA0

m
δ(t) (C.18)

y su solución es

v = 0 para t < 0 , , v = v0 e−α t para t > 0 (C.19)

donde v0 = v0+ (C.15).

La figura C.3 representa a las respuestas a un impulso del sistema de primero (ĺınea de trazos)
y de segundo orden (ĺınea continua) normalizadas para r0 = 1 y v0 = 1.

Las ecuaciones C.14 representan adecuadamente al movimiento de una part́ıcula de masa m
que interacciona elásticamente con otra de masa M >> m. No es dif́ıcil comprobar que, cuando m
no es despreciable frente a M , la frecuencia natural (despreciando los términos de fricción) de la
oscilación acoplada de las dos part́ıculas es 2

2Problema c-4.
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ω2
0 = k (

1
m

+
1
M

) (C.20)

Relaciones de dispersión de dieléctricos :

En la figuras C.4-C.6 se representan los esquemas de polarización de dieléctricos apolares y
polares. En los primeros el momento dipolar de una molécula es nulo en ausencia de campo mien-
tras que en el último cada molécula presenta un momento dipolar intŕınseco de magnitud p0 y
orientación arbitraria. En general, un material determinado está compuesto por moléculas e iones
diversos y cada una de éstas moléculas puede también contener electrones e iones polarizables que
interactúen de distinta forma con el sustrato, contribuyendo de esta forma a la polarización total
del medio. La polarización resultante en una substancia concreta se obtendrá como suma de todas
las contribuciones posibles.

En la figura C.4 se representa esquemáticamente el mecanismo de polarización de moléculas,
como el He, o el N2, que están compuestas por una sola especie atómica. En ausencia de campo las
nubes electrónicas se distribuyen simétricamente alrededor de los núcleos de forma que el momento
dipolar resultante es nulo. Tales moléculas se califican de apolares. La imposición del campo eléctrico
deforma a las nubes electrónicas y desplaza al centro de cargas positivas con respecto al de las
negativas creando un momento dipolar. Los principales responsables de la polarización son los
electrones externos, dado que están más débilmente ligados que los de capas más profundas. Para
valores normales del campo, el desplazamiento relativo de los centros de carga es pequeño y la
velocidad correspondiente también lo es. Bajo estas condiciones, la fuerza cuántica que mantiene
al electrón en su órbita puede ser aproximada por una fuerza recuperadora elástica fuerte más una
pequeña fuerza lineal disipativa. Dado que la constante elástica es fuerte y que los electrones tienen
una masa muy pequeña, la frecuencia natural de estos modos de polarización es alta; suele estar
dentro de los rangos del visible-ultravioleta.

E+
-

p

A

A

A

Figura C.4: Polarización de dieléctricos apolares con átomos de una sola especie

También son apolares las moléculas que, como el C O2, véase la figura C.5, están compuestas por
dos especies atómicas enlazadas de forma lineal y simétrica. En estos casos, al estar las moléculas
constituidas por átomos distintos, con diferente afinidad electrónica, cada uno de ellos adquiere
carga neta aunque, en ausencia de campo externo, el momento dipolar intŕınseco es nulo. Un campo
variable polariza a las moléculas por el mecanismo ya descrito pero también a través de distintos
modos de oscilación iónica. En la figura C.5-a se representa a una oscilación simétrica, la cual no
induce polarización. C.5-b representa a una oscilación asimétrica que śı induce momento dipolar,
como la oscilación de torsión representada en C.5-c. Dado que la masa M de los iones es muy
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superior a la de los electrones, las frecuencias naturales de estos modos son inferiores a las de los
electrónicos y suelen estar dentro del rango del infrarrojo.

A
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B
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B
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A
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B
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B
-

B
-

A
++

p

p

(a)

(b)

(c)

Figura C.5: Polarización de dieléctricos apolares con átomos de dos especies

No obstante, el paso de un modelo microscópico, como puede ser el representado genéricamente
por la ecuación C.13 y los modelos de las figuras C.4-C.5, a otro macroscópico es en general complejo.
Aqúı se emitirá la hipótesis de linealidad directamente en el dominio macroscópico y se dejará a
la experimentación el ajuste de los parámetros y la determinación del rango de validez de las
expresiones. Se supone que, dentro de un cierto dominio de las variables, la contribución de un
cierto tipo de electrones, o iones, a la densidad de polarización del medio, responde a la ecuación 3

∂2 ~P (~r, t)
∂t2

+ νd
∂ ~P (~r, t)

∂t
+ ω2

0d
~P (~r, t) = ε0 ω2

pd
~E(~r, t) (C.21)

En esta ecuación se utiliza una notación análoga a la empleada en la C.13 pero, evidentemente,
ahora el significado es distinto: νd, la Frecuencia equivalente de frición, ω0d

, la Frecuencia natural,
aśı como ωpd

, la Frecuencia de plasma del dieléctrico, son parámetros macroscópicos que deben
ser ajustados a cada tipo de electrón o ión de un medio concreto. No obstante, por analoǵıa entre
ambas ecuaciones pueden al menos obtenerse estimaciones del orden de magnitud de los mismos. Si
se multiplica la ecuación C.13 por n e, donde n es la densidad de electrones del tipo considerado,
las dimensiones de la ecuación resultante son las mismas que las de C.21. La comparación de los
segundos miembros permite estimar la frecuencia de plasma del dieléctrico

ω2
pd
∼ n e2

ε0 m
(C.22)

Mediante un modelo simple 4, la frecuencia natural ω0 para un electrón cuya nube tenga simetŕıa
esférica puede estimarse como

ω2
0 ∼

e2

4π a3 ε0 m
∼ Vn

3Vm
ω2

pd
(C.23)

3Téngase en cuenta que d f(t)
d t

= ∂ f(t)
∂ t

, pero que d g(~r, t)
d t

= ∂ g(~r, t)
∂ t

+(~u ·∇) g(~r, t) y este último término es no lineal.
4Problema c-1.
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donde a es el radio molecular, Vm = 4
3 π a3 el volumen de la molécula y Vn = 1

n el volumen ocupado
por término medio por una molécula. Si éstas están muy empaquetadas, ambos volúmenes son del
mismo orden y si están muy distanciadas Vn >> Vm y ω2

0 >> ω2
pd

.

Sin embargo, la analoǵıa entre las frecuencias naturales ω0 y ω0d
no es completa porque el campo

medio que actúa sobre las cargas en cuestión es el campo local

~El = ~E + η
~P

ε0
(C.24)

η es un factor de corrección cuyo cálculo no es en general simple, salvo en el caso de los medios
apolares isótropos (η = 1

3) y de los conductores (η = 0). Por lo tanto se puede establecer la analoǵıa

ω2
0d
∼ ω2

0 − ηω2
pd

(C.25)

Para hallar la relación de dispersión de la susceptibilidad asociada a este tipo de cargas, no es
necesario calcular la transformada de Fourier de la respuesta a un impulso 5. Basta con transformar
directamente a la ecuación C.21 e identificar al factor de proporcionalidad entre las densidades
espectrales ~P (~r, ω) y ε0

~E(~r, ω):

χe(ω) = χe0

1
1− ( ω

ω0d
)2 + j( ω

ω0d
) ( νd

ω0d
)

(C.26)

donde

χe0 =
ω2

pd

ω2
0d

(C.27)

es la Susceptibilidad eléctrica estática.

p

p

+

-

E
0

HH

O

Figura C.6: Polarización de dieléctricos polares

Ciertas moléculas, como el S O2 y el H2 O, presentan un momento dipolar intŕınseco 6, como se
muestra en la figura C.6. En presencia de un campo eléctrico, la molécula sufre un par ~T = ~p0 ∧ ~E

5Problema c-2.
6Los momentos dipolares eléctricos de las moléculas suelen expresarse en Debyes (1 Debye ' 3,336 10−30 C m →

momento dipolar de un par de cargas electrónicas de signo contrario situadas a una distancia de 0,2~rA). Para el agua
p0 = 1,84 Debyes.
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que tiende a alinearlo con él. A temperatura distinta de cero, la alineación es estorbada por los
choques moleculares. El equilibrio estático se alcanza cuando se igualan las enerǵıas medias eléctrica
y térmica, induciéndose una densidad neta de momento dipolar ~P en la dirección de ~E. Si el campo
desaparece, la orientación preferente tiende a hacerse aleatoria y la polarización se relaja. Este
movimiento de relajación es relativamente lento, por lo que la inercia del dipolo puede despreciarse,
y está acompañado de una disipación irreversible de enerǵıa electromagnética. De acuerdo con esto,
se propone como modelo de relajación dieléctrica de un medio polar a una ecuación resultante de
anular el término de segundo orden de C.21.

τd
∂ ~P (~r, t)

∂t
+ ~P (~r, t) = ε0 χe0

~E(~r, t) (C.28)

donde τd es el Tiempo de relajación dieléctrica y χe0 la Susceptibilidad eléctrica estática (para
ω = 0). En la bibliograf́ıa pueden hallarse descripciones más detalladas de este proceso.

Transformando a la ecuación anterior se obtiene la contribución de las moléculas polares a la
susceptibilidad eléctrica.

χe(ω) = χe0

1
1 + jω τd

(C.29)

La frecuencia de corte fd ≡ 1
2 πτd

, a la cual se igualan las partes real e imaginaria de la suscep-
tibilidad, suele encontrarse en el rango de las microondas.

Para obtener la susceptibilidad total de un medio, es necesario sumar todas la contribuciones
posibles de carácter electrónico, iónico o polar:

χe(ω) =
∑

µ

χeµ(ω) (C.30)

Relaciones de dispersión de conductores :

Los electrones de conducción no están ligados a ninguna molécula en particular, puesto que
pueden moverse a través del medio. La fuerza elástica se supone nula, con lo que la hipótesis de
linealidad se enuncia, por analoǵıa con C.21, de la forma

τc
∂ ~(~r, t)

∂ t
+ ~(~r, t) = σ0

~E(~r, t) (C.31)

donde la Conductividad estática σ0, la Frecuencia de plasma del conductor ωpc y el Tiempo de
relajación del conductor τc son:

σ0 =
n e2

mν
= ε0 ω2

pc
τc , , ωpc =

n e2

ε0 m
, , τc =

1
ν

(C.32)
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En el dominio de la frecuencia 7

σ(ω) = σ0
1

1 + jω τc
(C.33)

Esta relación describe aproximadamente el comportamiento de conductores, semiconductores y
plasmas. En el caso de los metales, la frecuencia de corte fc ≡ 1

2 πτc
∼ 1013 Hz por lo que dentro

del rango de microondas éstos pueden ser considerados como buenos conductores de conductividad
real.

Representación gráfica :

Las partes reales e imaginarias de las relaciones de dispersión suelen anotarse de la forma 8

ε = ε′ − j ε′′ , , χe = χ′e − j χ′′e (C.34a)

µ = µ′ − j µ′′ , , χm = χ′m − j χ′′m (C.34b)

σ = σ′ − j σ′′ (C.34c)

ω/ω0d

χ e χ e’
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Figura C.7: Relaciones de dispersión de primero y segundo orden

Más adelante, en la sección C.4.3 se verá que ε′, χ′e, µ′, χ′m y σ′′ están asociados al almace-
namiento de enerǵıa, mientras que ε′′, χ′′e , µ′′, χ′′m y σ′ lo están a su disipación.

En la figura C.7 se representan las relaciones de dispersión, de primero (a) y segundo orden (b),
normalizadas para σ0 = 1 y χe0 = 1 (la parte real en ĺınea continua y la imaginaria en ĺınea de

7Problema c-7.
8Esta notación corresponde al convenio ∂

∂ t
→ jω.
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puntos). Dadas las propiedades de simetŕıa, el valor estático σ0 y χ0 de las relaciones es real. En las
de primer orden, la parte imaginaria crece linealmente para frecuencias bajas (ωτ ¿ 1) y alcanza
su valor máximo para ωτ = 1. A esta misma frecuencia se igualan las partes real e imaginaria (en
la gráfica normalizada toman el valor 1

2). Para frecuencias ωτ > 1 la parte imaginaria es mayor que
la real, con lo que en los conductores predomina el almacenamiento de enerǵıa sobre la disipación y
en los dieléctricos predomina la disipación sobre el almacenamiento. Cuando ω >> 1/τ , en las de
primer orden, u ω >> ω0d

, en los de segundo, la inercia del medio hace que éste deje de responder al
campo y se comporte como el vaćıo. En los dieléctricos de segundo orden, la constante de disipación
suele ser pequeña (ν/ω0d

¿ 1) con lo que la parte imaginaria solo adquiere valores apreciables
dentro de una banda de frecuencia estrecha alrededor de la frecuencia natural. En esta zona tiene
lugar una Absorción resonante: la parte imaginaria adquiere valores grandes, por lo que la disipación
es importante. Fuera de esta banda, la susceptibilidad es prácticamente real y se disipa muy poca
enerǵıa. Aquella parte del espectro en la que la parte real de la susceptibilidad es creciente, por
encima y por debajo de la frecuencia natural, se conoce como Zona de dispersión normal, mientras
que aquella en la que es decreciente se conoce como Zona de dispersión anómala (aproximadamente
coincide con la de absorción resonante). Como puede observarse en la figura, por encima de ω0d

la susceptibilidad es negativa y tiende a cero para ω → ∞ por lo que pueden existir regiones del
espectro para las que la constante dieléctrica relativa de un medio presente valores inferiores a la
unidad. Esta .anomaĺıa.es bién conocida para algunos materiales en la banda de rayos X y para los
plasmas (véase la ecuación C.58).

C.2.2. Relación de dispersión de un plasma simple

En esta sección se trata de ilustrar como las relaciones de dispersión pueden también obtenerse, a
partir de un modelo microscópico primario, en función de los parámetros microscópicos que definen
el comportamiento macroscópico del medio. Con este fin, se considera a un plasma simple que, entre
otras, cumple las siguientes propiedades:

- Es poco denso. Puede ser representado por el modelo propuesto en la sección 3.2. En la figura
C.8 se representa a las interacciones que tienen lugar en el seno de un plasma. Las de las cargas con
los neutros son de corta distancia y, por lo tanto, pueden ser tratadas como colisiones. Las de las
cargas entre śı pueden desglosarse en la interacción colectiva a través de los campos macroscópicos y
las binarias entre cargas concretas que pueden ser consideradas a través de la extensión del concepto
de colisión.

- Es fŕıo. La enerǵıa cinética y la velocidad media de las part́ıculas son bajas, lo que implica que
los episodios de ionización y recombinación son poco probables (las tasas de creación y destrucción
de part́ıculas son despreciables) y que las velocidades de las part́ıculas no son relativistas (γν ' 1).

- Está poco ionizado. En estos plasmas existe un electrón libre por cada 103 → 106 moléculas
neutras, por lo que, aunque las secciones eficaces de çolisión.entre cargas son muy superiores a las de
las colisiones entre las cargas y los neutros y la interacción a larga distancia depende exclusivamente
de las cargas, en la interacción a corta distancia predominan las colisiones de las cargas con los
neutros. En este caso (el plasma ionosférico, el arco eléctrico, los tubos fluorescentes etc.) puede
considerarse que los fluidos de electrones y de iones solo interaccionan entre śı a través del campo



C.2. RELACIONES DE DISPERSIÓN c-15
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Figura C.8: Interacciones en un plasma

macroscópico y que lo hacen con el de neutros a través de las colisiones. Dado que este último fluido
tiene una masa muy superior a la de los otros, puede considerarse como un fondo inerte que absorbe
enerǵıa y cantidad de movimiento de las cargas.

- Está magnetizado. Aunque los plasmas son generalmente buenos conductores y se defienden
eficazmente de la penetración del campo eléctrico, la enerǵıa de los campos eléctricos en el seno
de un plasma suele ser del orden de la enerǵıa térmica del medio, en la mayor parte de los casos
de interés están permeados por un campo magnético fuerte o Campo principal. En los plasmas
de laboratorio este campo se genera externamente, con el objeto fundamental de confinarlos y
estabilizarlos, mientras que en los naturales existen mecanismos internos que los crean, como el
efecto autodinamo, responsable del campo terrestre, y el de congelación, o atrapamiento, del campo
de los objetos estelares grandes. Este campo magnético fuerte dota al plasma de una estructura
anisótropa que será analizada en lo que sigue.

Para obtener unas relaciones de dispersión lineales se comenzará por establecer las ecuaciones
del movimiento para los fluidos del plasma, a continuación se concretarán las condiciones necesarias
para que la respuesta del plasma sea considerada como lineal y, por último, se hallará dicha respuesta
en el dominio de la frecuencia. Se impondrán algunas condiciones adicionales para limitar el número
de variables significativas del problema.

Ecuaciones del movimiento del plasma :

Las ecuaciones del movimiento de los fluidos del plasma se obtienen a partir de las ecuaciones
microscópicas de continuidad de la cantidad de movimiento de las part́ıculas 2.100 y de las cargas
2.29

Puesto que el plasma es fŕıo, muy pocas part́ıculas tienen la enerǵıa suficiente como para ionizar
moléculas neutras o para recombinar cargas, lo que permite despreciar las tasas de creación de la
ecuación 2.29
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∇ · ~+− +
∂ρ+−

∂t
= τ+− ' 0 (C.35)

Hallando las medias según lo expuesto en el tomo primero, despreciando la correlación entre las
distintas variables y dividiendo por la carga de las part́ıculas de cada uno de los fluidos, se obtiene
la ecuación macroscópica de continuidad, o conservación, de las part́ıculas

∇ · (n~u) +
∂n

∂t
= 0 (C.36)

donde, para simplificar, se representa por n y ~u a la densidad y velocidad de cualquiera de los dos
fluidos de carga.

Si se desprecian las tasas τ y no se tienen en cuenta a las interacciones entre fluidos debidas a
las colisiones, la ecuación microscópica 2.100 puede escribirse para cada una de las especies de carga
en la forma

ρ+− ~Em︸ ︷︷ ︸
(a)

+~+− ∧ ~Bm︸ ︷︷ ︸
(b)

=
∂ ~P+−

∂ t︸ ︷︷ ︸
(c)

+∇· ↔T p+−︸ ︷︷ ︸
(d)

(C.37)

donde las anotaciones + y −, en el sub́ındice, designan a los fluidos de carga positiva y negativa
respectivamente y m destaca el carácter microscópico de los campos.

En lo que sigue, a menos que la distinción sea necesaria, se empleará la mı́sma notación para
ambos fluidos (las part́ıculas tienen carga e y masa m), con lo que los promedios de los distintos
términos pueden expresarse de la forma:

〈(a)〉 = e 〈
∑

µ

δ(~r − ~rµ) ~Em〉

donde el ı́ndice µ recorre a las cargas de una de las especies. De acuerdo con lo tratado en el caṕıtulo
1 del primer tomo

〈(a)〉 = e n ~E (C.38)

De forma análoga, despreciando las posibles correlaciones entre las distintas variables

〈(b)〉 = e 〈
∑

µ

δ(~r − ~rµ)~vµ ∧ ~Bm〉 = e n~u ∧ ~B

con lo que la fuerza por unidad de carga ejercida por los campos sobre la unidad de volumen del
fluido es

~f = e n ( ~E + ~u ∧ ~B) (C.39)
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De acuerdo con 2.94 y 2.95

〈(c)〉 = 〈 ∂

∂ t
~P〉 =

∂

∂ t
〈
∑

µ

m~vµ δ(~r − ~rµ)〉 = m
∂ n~u

∂ t
= mn

∂ ~u

∂ t︸ ︷︷ ︸
(e)

+m~u
∂ n

∂ t︸ ︷︷ ︸
(f)

(C.40)

Asimismo, de acuerdo con 2.96

〈(d)〉 = ∇ · 〈↔T p〉 = ∇ · 〈
(
Σµ mvα

µ vβ
µ δ(~r − ~rµ)

)
〉 = m∇ · {n~u~u}︸ ︷︷ ︸

(g)

+∇· ↔P︸ ︷︷ ︸
(h)

(C.41)

~u~u es el producto diádico de la velocidad de fluido y sus componentes son (uα uβ) 9.
↔
P≡

mn 〈δ~v δ~v〉 es proporcional al valor medio del producto diádico de la velocidad aleatoria. Esta
última diada recibe el nombre de Tensor de presiones.

Las componentes no diagonales de
↔
P (mn 〈δvα δvβ〉 , , α 6= β) suelen ser pequeñas en un plasma,

como el que nos ocupa, pero no son necesariamente nulas. Representan a términos de viscosidad
interna del fluido que tienden a igualar la velocidad de arrastre de las distintas partes del mismo.
Las componentes diagonales m n 〈δv2

α〉 son positivas y tanto más importantes cuanto mayor es
la velocidad aleatoria de las part́ıculas. Cuando un plasma está cerca del equilibrio, su función
de distribución de velocidades se aproxima a la maxwelliana, lo que permite seguir utilizando el
concepto de temperatura, aunque solo sea como parámetro que mide la enerǵıa cinética media de
las part́ıculas en el entorno de un punto. Los Pαα son, en este caso, proporcionales a la temperatura.

Aunque en un plasma magnetizado el tensor de presiones puede ser anisótropo, si se supone
isótropo sus tres componentes diagonales serán iguales. Despreciando las componentes no diagonales,
la presión y la ”temperatura” 10 en el medio se definen de la forma

Pαα = m n 〈δv2
α〉 ≡→





p

n k T

donde p es la presión, k la constante de Boltzmann y T la temperatura.

Bajo estas condiciones

∇· ↔P= ∇p = k∇(nT ) (C.42)

Para un medio isotermo ∇p = k T ∇n

9Mientras se opere exclusivamente en el espacio tridimensional, los ı́ndices se escribirán en la parte inferior: xα →
x, y, z, uα → ux, uy, uz.

10En un plasma anisótropo pueden definirse temperaturas distintas para la dirección del campo magnético aplicado
y para las direcciones transversales al mismo.



c-18 APÉNDICE C. APÉNDICE DEL CAPÍTULO 3

Por otra parte, operando sobre cualquiera de las componentes del término (g) de la ecuación
C.41 11 y haciendo uso de la ecuación de continuidad C.36 se comprueba que

(g) = m~u∇ · (n~u) + mn (~u · ∇) ~u = −m~u
∂ n

∂ t
+ mn (~u · ∇) ~u

Por último, en el modelo propuesto para este plasma se considera que éste se encuentra poco
ionizado y que, en consecuencia, los efectos globales de las colisiones de las cargas entre śı son
despreciables frente a los de las colisiones de éstas con los neutros. Como es bién conocido de la
teoŕıa cinética, la eficacia en el intercambio de enerǵıa entre part́ıculas es función de la relación
entre las masas de las mismas y es máxima cuando ambas son iguales. La masa del electrón es muy
inferior a la de los iones o los neutros por lo que el intercambio de enerǵıa entre los electrones y los
iones o los neutros es muy pequeño; también lo es el intercambio medio de cantidad de movimiento.
Bajo estas condiciones, solo el intercambio de cantidad de movimiento con los neutros puede tener
significación porque éstos son mucho más numerosos que las cargas libres. La forma más simple de
tener en cuenta esta transferencia de cantidad de movimiento del fluido de carga al de neutros es
hacer uso de la Hipótesis de Langevin

∂ ~P0

∂t
= mn ν (~u− ~u0) (C.43)

donde ∂ ~P0
∂t es la cantidad de movimiento cedida al fluido de neutros por unidad de volumen y tiempo,

ν es la Frecuencia efectiva de colisión y ~u0 la velocidad del fluido de los neutros. Se trata pues de una
hipótesis lineal 12 según la cual la cantidad de movimiento transferida es proporcional a la diferencia
de velocidad entre ambos fluidos.

La ecuación fundamental del movimiento se obtiene igualando la densidad de fuerza macroscópi-
ca,aplicada sobre el fluido de carga, a la variación de la cantidad de movimiento cedida a dicho fluido
y al de neutros.Es costumbre, sin embargo, situar en el mismo miembro de la ecuación a la fuerza
y a los términos de presión y de Langevin, estos últimos con el signo cambiado, con lo que éstos
aparecen como fuerzas ficticias. De ésta forma, −∇p seŕıa la ’Densidad de fuerza de presión’, que
tiende a uniformizar la densidad del fluido de carga, y −mn ν (~u − ~u0) la ’Densidad de fuerza de
fricción’, o viscosidad, que tiende a igualar la velocidad del fluido en cuestión con la del de neutros.

De acuerdo con ésto, la Ecuación del movimiento de Langevin para los fluidos de carga es

n e ( ~E + ~u ∧ ~B)−∇p−mn ν (~u− ~u0) =→




mn ( ∂
∂ t + ~u · ∇) ~u

mn d
d t ~u

(C.44)

A pesar de las hipótesis simplificadoras, el problema es aún muy complejo. Es necesario resolver
conjuntamente las ecuaciones del movimiento, no lineales, y las correspondientes de la evolución de

11Por ejemplo, ∂
∂ xα

(n uα uβ).
12ν es un parámetro que debe obtenerse a partir de medidas experimentales o de un modelo adecuado de los procesos

de colisión. La linealidad de la hipótesis implica que debe ser una constante, lo que para cierto tipo de colisiones es
dif́ıcil de justificar.
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las presiones, o las temperaturas, que aqúı no han sido tomadas en consideración, para los fluidos
de electrones, iones y neutros.

Para seguir simplificando el problema, se puede considerar que, dado que la masa de neutros es
muy grande comparada con la de los electrones, la transferencia media de cantidad de movimiento
entre el fluido de electrones y el de neutros es pequeña, con lo que el término de Langevin es de-
spreciable, y que, por tratarse de un plasma fŕıo, ∇p ' 0. De esta forma el problema se reduce a
resolver las ecuaciones del movimiento de los fluidos de carga con el único acoplo del campo electro-
magnético. Aún puede recortarse algo más el enunciado considerando que también los iones tienen
una inercia muy superior a los electrones por lo que sus movimientos son despreciables y es posible
considerar a todo el fluido como a un fondo uniforme de carga positiva. Por último, se impondrán
las condiciones necesarias para que las ecuaciones resultantes puedan ser aproximadas linealmente.
Las limitaciones impuestas son numerosas, aunque algunas pueden levantarse sin añadir ninguna
dificultad esencial, pero, dados los objetivos aqúı propuestos, los resultados son suficientemente
simples, pero significativos.

Linealización de las ecuaciones :

Las condiciones impuestas al plasma reducen a éste a dos fluidos: el de electrones, con carga −e
, densidad de part́ıculas ne(~r, t) = n(~r, t) velocidad de arrastre ~ue(~r, t) = ~u(~r, t), y el de iones con
carga +e, densidad ni(~r, t) = n0 y velocidad nula. Solo es necesario estudiar el movimiento de los
electrones, para los cuales la ecuación C.44 se reduce a 13

−n e ( ~E + ~u ∧ ~B) = mn (
∂

∂ t
+ ~u · ∇) ~u (C.45)

El plasma en equilibrio es neutro localmente por lo que en esta situación las densidades de ambos
fluidos son uniformes e iguales a n0. Puesto que el fluido de iones se supone que está aproximada-
mente en reposo, su densidad será ni ' n0. Se admite la existencia de un campo magnético fuerte
~B0 aplicado externamente.

Para la obtención de las relaciones de dispersión es necesario linealizar a las ecuaciones. Con
este fin, supóngase que el plasma está próximo al equilibrio, de forma que

n = n0 + ∆n , , ∆n ¿ n0 (C.46a)

~u = ∆~u (C.46b)

~E = ∆ ~E (C.46c)

13Aunque en las ecuaciones anteriores e ha representado a una carga con su signo, en esta designa al valor absoluto
de la carga del electrón.
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~B = ~B0 + ∆ ~B , , ∆ ~B ¿ ~B0 (C.46d)

En estas expresiones se pone de manifiesto que, en equilibrio, la densidad de los electrones es n0

y el campo magnético ~B0, mientras que la velocidad del fluido y el campo eléctrico son nulos, ésto
último se debe a la no existencia de desequilibrios de carga.

Las ecuaciones resultantes serán lineales si los monomios de la ecuación que están asociados
a magnitudes incrementales ∆ζ adquieren un valor mucho mayor que aquellos que lo están a las
de orden superior, como las ∆φ ∆ϕ 14. La exigencia de que las magnitudes incrementales sean lo
bastante pequeñas como para que la condición anterior se cumpla, es ciertamente vaga; teóricamente
conducen a una acotación de las amplitudes que en una experiencia determinada son dif́ıciles de
cuantificar.

Admitiendo las hipótesis anteriores, los términos de la ecuación C.45 se linealizan de la forma

n ~E = (n0 + ∆n)∆ ~E ' n0 ∆ ~E (C.47a)

n
~

u ∧ ~B = (n0 + ∆n) ∆~u ∧ ( ~B0 + ∆ ~B) ' n0 ∆~u ∧ ~B0 (C.47b)

∇p ' 0 , , m n ν (~u− ~u0) ' 0 (C.47c)

n
∂ ~u

∂ t
= (n0 + ∆n)

∂ ∆~u

∂ t
' n0

∂ ∆~u

∂ t
(C.47d)

(~u · ∇) ~u ' (∆~u · ∇)∆~u ' 0 (C.47e)

con lo que las ecuaciones lineales del movimiento se reducen a

−n0 e (∆ ~E + ∆~u ∧ ~B0) = mn0
∂ ∆~u

∂ t
(C.48)

Esta ecuación es el resultado de la imposición de numerosas condiciones por lo que su capacidad
de predicción es limitada. Quedan fuera de su dominio fenómenos importantes como la propagación
de ondas a baja frecuencia en la que el movimiento iónico es esencial, los fenómenos en plasmas
calientes, no lineales, el estudio de fenómenos de pérdidas, etc.. Sin embargo, como se verá, describe
a una gran variedad de fenómenos de importancia fundamental y permite su generalización, de
forma muy sencilla, para la inclusión del movimiento iónico, las pérdidas por interacción con los
neutros y los efectos térmicos.

14Aunque los problemas no lineales son bastante más complejos que los lineales, sus consecuencias son de gran
interés teórico y práctico ([Chen], [Nicholson].
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Relaciones de dispersión :

La ecuación C.48 es lineal y en ella aparecen solamente operadores temporales. Esto permite
reducirla a una ecuación algebraica por medio de la transformada de Fourier.

−n0 e (∆ ~E + ∆~u ∧ ~B0) = jω m n0 ∆~u (C.49)

donde ~B0 es constante y , ~E y ∆~u son amplitudes o densidades espectrales.

Esta ecuación permite despejar las componentes de ∆~u en función del campo eléctrico ∆~E para
obtener la densidad de corriente

~ = −e n0 ∆~u =
↔
σ ·∆ ~E

donde
↔
σ es el tensor de conductividad. Este puede expresarse de forma compacta definiendo la

Frecuencia electrónica de plasma

ω2
p ≡

n0 e2

ε0 m
(C.50)

y el valor absoluto de la frecuencia ciclotrónica electrónica

Ωe ≡ +eB0

m
≥ 0 (C.51)

Las relaciones de dispersión del plasma pueden expresarse a través de las componentes de la
conductividad 15

(σαβ) =
ε0 ω2

p

jω (1− Ω2
e

ω2 )




1 , −Ωe
jω , 0

Ωe
jω , 1 , 0

0 , 0 , 1− Ω2
e

ω2


 (C.52)

La conductividad del plasma viene representada por un tensor cuya diagonal es imaginaria
pura. Aunque esto es consecuencia de la no inclusión de mecanismos de pérdidas, no es aconsejable
utilizar una conductividad que, fundamentalmente, representa a mecanismos de almacenamiento de
enerǵıa (véase la discusión del teorema de Poynting complejo en C.4.3) por lo que es preferible su
substitución por una constante dieléctrica equivalente.

La inclusión de las pérdidas de Langevin en el modelo es muy sencilla. Linealizando el término
C.43 y suponiendo a los neutros en reposo se obtiene ∂ ~P0

∂t ' mn0 ν ∆~u. Sumando ésto al segundo
miembro de la ecuación C.49 resulta

mn0 (ν + jω)∆~u ⇒ jω → ν + jω (C.53)

15Problema c-6.
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Basta, por lo tanto, con sustituir jω por ν + jω. Aśı, pues, para un plasma isótropo ( ~B0 = 0) la
conductividad toma la forma

σ =
ε0 ω2

p

ν + jω
=

σ0

1 + jω τp
(C.54)

que es formalmente análoga a C.33.

La inclusión de las pérdidas, aunque sean muy pequeñas, es significativa en este caso puesto
que se acostumbra a asociar a la conductividad a los fenómenos disipativos. El valor estático de la
misma, σ0 = ε0 ω2

p

ν , seŕıa imaginario e infinito en caso de ignorar este efecto.

Hasta ahora se ha considerado a todas las cargas del plasma como de conducción, pero no hay
ningun inconveniente en considerar al medio como polarizable y no conductor. Efectivamente, la
ecuación de Ampère puede ser escrita en el dominio de la frecuencia como

∇∧ ~B = µ0 ~ + jω µ0 ε0 · ~E = jω µ0
↔
ε · ~E

donde

↔
ε≡ ε0

(
↔
I +

↔
σ

jω ε0

)
(C.55)

es el tensor dieléctrico del plasma, tensor hermı́tico cuyas componentes se suelen escribir con la
notación

(εαβ) = ε0




S , −j D , 0
j D , S , 0
0 , 0 , P


 (C.56)

donde, en función de la frecuencia, el campo magnético (Ωe) y la densidad de part́ıculas (ω2
p),

S = 1− ω2
p

ω2 − Ω2
e

, , D =
Ω
ω

ω2
p

ω2 − Ω2
e

, , P = 1− ω2
p

ω2
(C.57)

Para el plasma isótropo, la constante dieléctrica toma el valor

ε = ε0 (1− ω2
p

ω2
) (C.58)

por lo que ε < ε0 para frecuencias superiores a la del plasma, negativa para frecuencias inferiores a
la anterior y nula para la frecuencia de plasma.

En la figura C.9 se muestra un diagrama en el que aparecen algunos de los plasmas naturales
y artificiales en función de la densidad y de la temperatura del fluido electrónico. En esta sección
no se han considerado los efectos térmicos, pero la temperatura, interpretada en un sentido amplio
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Figura C.9: Diagrama ne → Te de los plasmas

como parámetro que mide la enerǵıa media, es una de las variables principales que definen a un
plasma. Además se indican los órdenes de magnitud del campo magnético principal (en el interior
de las elipses aparecen las potencias de 10 del campo en gauss: el campo medio de la superficie solar
es de 1 gauss y el de las manchas solares del orden de 102 → 103 gauss). Los plasmas densos y fŕıos,
que aparecen en el diagrama por encima de la ĺınea de puntos, responden a un modelo cuántico
mientras que los que aparecen por debajo de esta ĺınea se describen adecuadamente mediante un
modelo clásico. Como puede verse, la densidad, la temperatura y el campo magnético vaŕıan dentro
de un rango muy extenso.

De todas maneras, debe tenerse en cuenta que este diagrama es una representación parcial y
muy simplificada del estado de un plasma. En este sentido, basta con comprobar que la llama,
que figura como menos densa y caliente que las descargas en gases (”glow”), produce quemaduras
mientras que un tubo fluorescente puede tocarse sin peligro. Ello se debe a que los plasmas están
compuestos, como ya se ha comentado, de diversas componentes y que la densidad y temperatura
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que figura en el diagrama es la de los electrones. La temperatura de estos plasmas seŕıa considerada
muy elevada si correspondiera a moléculas neutras con una densidad del orden de la de un gas
en condiciones normales 16 pero las densidades de electrones de 1012 → 1020 m−3 son bajas y la
capacidad de causar quemadura es escasa. El responsable de este efecto en la llama es el fluido de
los neutros, que está relativamente muy caliente y cuya densidad es próxima a la normal. Por el
contrario, los neutros de la descarga están prácticamente a temperatura ambiente.

C.3. Electrodinámica de los medios en movimiento

Como se ha visto en la sección 3.2.1, la electrodinámica de los medios en movimiento parte de la
expresión tensorial 3.10 y 3.16 de las leyes de Maxwell. A continuación se ofrece una introducción
a este tema.

C.3.1. Leyes de transformación de los campos en medios materiales

Dado que el tensor del campo F̃ macroscópico es formalmente idéntico al microscópico, las leyes
de transformación de sus componentes son las que se describen en 2.59. A continuación se vuelve a
expresar estas leyes con la notación matricial 17

~E′ =
↔
Π · ~E + c

↔
Λ · ~B (C.59a)

~B′ =
↔
Π · ~B − 1

c

↔
Λ · ~E (C.59b)

donde
↔
Π≡ γ

↔
I +(1− γ)

~β~β

β2
, ,

↔
Λ= γ

↔
β (C.60)

,
↔
I es la matriz unitaria tridimensional, ~β~β es la diada (βαββ) y

↔
β= (bαβ) ≡




0 , −βz , βy

βz , 0 , −βx

−βy , βx , 0




(C.61)

es una matriz tal que
↔
β · ~X = ~β ∧ ~X.

16Esta densidad se conoce como Número de Loschmidt nL ' 3 1025 m−3.
17Problema 2-21.
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Las leyes de transformación de los demás campos tridimensionales se deducen por analoǵıa con
las anteriores, dado que las componentes de ~E

c , c ~D y −c ~P ocupan la misma posición dentro de sus
tensores respectivos y lo mismo ocurre con las de ~B, ~H y ~M . De acuerdo con ésto,

~D′ =
↔
Π · ~D +

1
c

↔
Λ · ~H (C.62a)

~H ′ =
↔
Π · ~H − c

↔
Λ · ~D (C.62b)

y

~P ′ =
↔
Π ·~P − 1

c

↔
Λ · ~M (C.63a)

~M ′ =
↔
Π · ~M + c

↔
Λ ·~P (C.63b)

Las transformaciones inversas se obtienen substituyendo ~V → −~V o, dadas las definiciones C.60

y C.61,
↔
β→ −

↔
β .

Es interesante consignar aqúı las aproximaciones de primer orden en ~β de C.59 y C.62 (otro
tanto puede hacerse con la correspondiente a las densidades de polarización)

~E′ = ~E + ~V ∧ ~B (C.64a)

~B′ = ~B −
~V

c2
∧ ~E (C.64b)

~D′ = ~D +
~V

c2
∧ ~H (C.64c)

~H ′ = ~H − ~V ∧ ~D (C.64d)

y las correspondientes aproximaciones galileanas, deducidas de las anteriores en el ĺımite c →∞

~E′ = ~E + ~V ∧ ~B (C.65a)

~B′ = ~B (C.65b)

~D′ = ~D (C.65c)

~H ′ = ~H − ~V ∧ ~D (C.65d)
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C.3.2. Invariantes

Además de los invariantes de F̃

I1 = B2 − E2

c2
, , I2 = ( ~E · ~B)2 (C.66)

se dispone de otros tantos correspondientes a los productos totalmente contráıdos de los tensores G̃
y Π̃ por ellos mismos 18

I ′1 = H2 − c2D2 , , I ′2 = ( ~D · ~H)2 (C.67)

y de los correspondientes a los productos de un tensor por otro distinto, como

I3 =
1
2
F ijGij = ~B · ~H − ~E · ~D (C.68)

Como se deduce de lo anterior, los campos macroscópicos tienen propiedeades análogas a las
expuestas en la sección 2.4.2.1 para ~E y ~B 19.

C.3.3. Ecuaciones constitutivas

La respuesta electromagnética de ciertos medios materiales puede expresarse con suficiente
aproximación mediante ecuaciones constitutivas de tipo lineal, isótropo y no dispersivo, tales como
~D = ε ~E y ~H = ~B

µ . Como es fácil de comprobar, este tipo de relación solo es posible para medios
que están en reposo con respecto al observador: no existe una relación general

F̃ ” = ”α G̃

donde α sea un escalar.

Efectivamente, considérese un medio que está en reposo en el sistema S y cumple unas ecuaciones
constitutivas del tipo

{
Dx = ε0εr Ex

Hx = 1
µ0µr

Bx
⇒

{
G01 = ε0

µ0
F01 = α1 F01

G21 = 1
µ0µr

F21 = α2 F21

Nótese que α1 6= α2.

Luego, dado que F̃ y G̃ son tensores de orden (2), deben estar relacionados entre śı a través de un
producto doblemente contráıdo con un tensor de orden (4). Se escribirán las ecuaciones constitutivas
de la forma

F̃ = C̃(4) : G̃ , , F ij = CijklGkl (C.69)

18Dado que eG y eΠ están relacionados entre śı, solo dos de los cuatro invariantes son independientes.Problema c-8.
19Problema c-9.
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donde C̃(4) es el tensor de los Parámetros constitutivos y el śımbolo (:) indica el producto tensorial en
el que se contraen los dos últimos ı́ndices de las componentes del primer tensor con los del segundo.

Un tensor de orden (4) y 4 dimensiones tiene 44 = 256 elementos, pero solo 36 de las compo-
nentes de C̃(4) son independientes. Dada la antisimetŕıa de las componentes doblemente covariantes
(contravariantes) de los tensores del campo, existen las relaciones de simetŕıa

Cijkl = −Cjikl = −Cijlk = Cjilk

. De esto se deduce que a los dos primeros ı́ndices corresponden 6 combinaciones independientes 20

y otras tantas a los dos últimos. El total de los ı́ndices independientes es, por lo tanto, 6× 6 = 36.

Las ecuaciones constitutivas pueden expresarse de forma más asequible mediante la notación
matricial tridimensional [Kong]. Desarrollando C.69 y expresando cada componente de ~D y ~H en
función de las de ~E y ~B se obtiene un sistema de ecuaciones cuya expresión matricial puede anotarse
de la forma 21.

~D =
1
c

↔
P · ~E+

↔
L · ~B (C.70)

~H =
↔
M · ~E + c

↔
Q · ~B (C.71)

.En general, todos los componentes (36) de las cuatro matrices constitutivas,
↔
P ,

↔
L,

↔
M y

↔
Q, son

independientes y función de las correspondientes del tensor C̃. Estas ecuaciones ponen de manifiesto
que los medios lineales son, en general, Bianisótropos, puesto que ~D y ~H son función de los dos
campos ~E y ~B y la relación entre unos y otros es anisótropa.

Como caso particular se comprobará que un medio isótropo en movimiento se comporta como
bianisótropo: Sea S ′ el sistema propio de dicho medio, en el que las ecuaciones constitutivas son

~D′ = ε ~E′ (C.72)

~H ′ =
1
µ

~B′ (C.73)

Haciendo uso de las inversas de las transformaciones C.59 y C.62 para expresar ~D y ~H en función
de ~E y ~B, se obtienen relaciones del tipo bianisótropo C.70. Dado que las matrices de

↔
Π y

↔
Λ son

función de la velocidad relativa entre sistemas, sus componente son función de solo cinco parámetros
independientes: µ, ε, βx, βy y βz

22.

El problema de los conductores lineales es algo más complicado, por lo que la ilustración del
mismo se relega al problema c-13

20Véase el problema c-11.
21Véase el problema c-10.
22Véase el problema c-12.
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C.4. Revisión del teorema de Poynting

La interpretación de los balances macroscópicos de enerǵıa y cantidad de movimiento es menos
clara y precisa que la propuesta para los correspondientes microscópicos. En esta sección se analizan
distintas versiones del Teorema de Poynting aplicables a medios macroscópicos de tipo general y a
aquellos cuyas propiedades son lineales.

El tratamiento dado a este tema en las referencias más usuales es diversa y en ocasiones es
discrepante con la que aqúı se ofrece [Jackson], [Stratton]. En cualquier caso, la utilidad de estos
balances reside fundamentalmente en la posibilidad de equilibrar entre śı a un conjunto de térmi-
nos que son homogéneos dimensionalmente. Una vez establecido un modelo para el medio y los
parámetros concretos del problema que se quiere resolver, es posible hacer un balance pormenoriza-
do e interpretar de forma más profunda a cada uno de sus términos. La ĺınea de exposición que
aqúı se sigue es en parte análoga a la de [Condon] (Véase también [Akhiezer], [Quemada]).

C.4.1. Caso general

Si se parte de la versión 3.1 de las ecuaciones macroscópicas de Maxwell, dado que éstas son
formalmente análogas a las microscópicas 2.83, los balances energéticos pueden obtenerse también
por analoǵıa con 2.113 y 2.114. También se obtiene eliminando ~T del producto ~T · ~E:

~T · ~E︸ ︷︷ ︸
(a)

+
∂ ωem0

∂ t︸ ︷︷ ︸
(b)

+∇ · ~S0︸ ︷︷ ︸
(c)

= 0 (C.74a)

∫

V
~T · ~E dv

︸ ︷︷ ︸
(a′)

+
d

d t

∫

V
ωem0 dv

︸ ︷︷ ︸
(b′)

+
∮

S
~S0 · d~s

︸ ︷︷ ︸
(c′)

= 0 (C.74b)

donde ~T es la densidad total de corriente de transporte de carga

~S0 ≡ ~E ∧
~B

µ0
(C.75)

es el vector macroscópico de Poynting para el campo electromagnético (~E, ~B), que en este texto se
llamará Vector de Poynting del vaćıo y

ωem0 = ωe0 + ωm0 =≡ 1
2
ε0

~E2 +
~B2

2µ0
(C.76)

la densidad de enerǵıa asociada al campo (~E, ~B), que se denominará Densidad de enerǵıa del campo
electromagnético. Nótese que
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dωem0 = ε0
~E · d ~E +

1
µ0

~B · d ~B (C.77)

es una diferencial exacta por lo que, partiendo de campos nulos,

ωem0 =
∫ t

0
dωem0 (C.78)

El término (a) es el producto de dos magnitudes macroscópicas

~T = 〈~m〉 = ~ + ~n = ~ + ~p + ~M

donde 〈~m〉 es el promedio de la densidad de corriente microscópica y

~E = 〈 ~Em〉
es el campo macroscópico.

~T · ~E = 〈~m · ~Em〉 − 〈δ~m · δ ~Em〉 (C.79)

Según se vio en el caṕıtulo 1 del tomo primero, si la función φ es el producto de otras dos, φ1 y
φ2,

〈φ1 φ2〉 = 〈φ1〉 〈φ2〉+ 〈δ φ1 δ φ2〉
donde los términos del tipo 〈δ φ1 δ φ2〉 son promedios del producto de las magnitudes aleatorias, tales
que 〈δ φ〉 = 0 . Luego, si la correlación entre la corriente aleatoria δ~m y el campo aleatorio δ ~Em

es pequeña o nula, (a) puede igualarse al valor medio de la potencia que los campos microscópicos
suministran, por unidad de volumen en el entorno del punto (~r, t), a las cargas del medio. Pero,
en cualquier caso, puede definirse como la densidad de potencia cedida por el campo macroscópico
a los fluidos de carga que son responsables de la conducción en el medio y de la polarización del
mismo. Todas estas cargas son reales por lo que pueden de igual manera intercambiar enerǵıa con
el campo. Cuando ~ · ~E, ~p · ~E o ~M · ~E son positivos implican que el campo cede enerǵıa a las
part́ıculas y cuando son negativos que éstas ceden su enerǵıa al campo. Aśı, ~T · ~E puede emplearse
en transportar fluidos de carga, polarizarlos, aumentar su enerǵıa cinética, variar las dimensiones e
incluso la estructura cristalina, ionizar y excitar moléculas, calentar, dilatar y evaporar al medio,
alterarlo qúımicamente, etc.. En las circunstancias más simples, ~ · ~E se emplea fundamentalmente
en el transporte y producción de calor, ~p · ~E en polarizar eléctricamente al medio y ~M · ~E en
polarizarlo magnéticamente, pero ésto no es cierto en general. De lo anterior se desprende que la
enerǵıa que se le cede a las part́ıculas del medio es solo parcialmente reversible al campo. En los
medios pasivos, aquellos en los que no existe ninguna conexión con una fuente de enerǵıa externa al
sistema electromagnético clásico, el medio recibe más enerǵıa de la que entrega al campo, mientras
que en los medios activos, como las bateŕıas, los generadores y las zonas activas de los transistores
o láseres, esta relación puede invertirse. Como se ha comentado anteriormente, un desglose más
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detallado, que permita asociar los distintos términos a procesos como los que se acaba de enumerar,
requiere el establecimiento y análisis de un modelo adecuado del medio.

Los términos (b− b′) y (c− c′) pueden identificarse respectivamente, de forma análoga a la prop-
uesta para sus homólogos microscópicos, como la razón de variación temporal de la enerǵıa asociada
al campo macroscópico ( ~E, ~B) y el flujo de potencia del mismo, hacia afuera de V. Aunque tampoco
las definiciones de ωem0 y ~S0 son uńıvocas, puede aducirse a su favor las mismas consideraciones
esgrimidas para el caso microscópico.

La versión anterior es la que puede interpretarse de forma más directa pero tradicionalmente se
emplea otra equivalente en función de ~D y ~H. Esta puede obtenerse a partir de C.74, expresando
~T en función de ~, ~D y ~H, o de la segunda versión de las ecuaciones de Maxwell 3.8, eliminando ~
del producto ~ · ~E y haciendo uso del desarrollo de la divergencia del producto vectorial:

~ · ~E︸︷︷︸
(d)

+ ~E · ∂ ~D

∂ t
+ ~H · ∂ ~B

∂ t︸ ︷︷ ︸
(e)

+∇ · ~S︸ ︷︷ ︸
(f)

= 0 (C.80a)

∫

V
~ · ~E dv

︸ ︷︷ ︸
(d′)

+
∫

V
( ~E · ∂ ~D

∂ t
+ ~H · ∂ ~B

∂ t
) dv

︸ ︷︷ ︸
(e′)

+
∮

S
~S · d~s

︸ ︷︷ ︸
(f ′)

= 0 (C.80b)

donde ~ es la densidad de corriente de conducción

~S ≡ ~E ∧ ~H (C.81)

es el Vector de Poynting macroscópico y (e), véase [Akhiezer], es la densidad de potencia que hay
que suministrar al campo y al medio para que ~D vaŕıe con la velocidad ∂ ~D

∂ t y ~B vaŕıe con la velocidad
∂ ~B
∂ t . En este caso

dw = ~E · d ~D + ~H · d ~B (C.82)

no es diferencial exacta porque, en general, ~E no depende exclusivamente de ~D ni ~H de ~B, por
lo que la integral de dw depende del camino seguido por el proceso de establecimiento del campo.
Como puede comprobarse fácilmente, ~S y ~S0 coinciden para medios no magnetizables pero, tanto
(d) como (e) son términos h́ıbridos que incluyen a (b) y (c) y, además, se reparten entre śı a la
densidad de potencia suministrada por el campo a las cargas de polarización ρn.

Como resumen de este apartado puede decirse que los balances C.74 y C.80 son equivalentes y
útiles y que, a pesar de las dificultades de interpretación del segundo, es éste el más comunmente
utilizado. Ambos son coincidentes cuando se aplican al ”vaćıo”(un medio en el que se ha tomado
~n = 0).
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C.4.2. Medios lineales no dispersivos

El caso más simple corresponde a medios que, además, son homogéneos y sus propiedades in-
dependientes del tiempo. Como se ha visto en el caṕıtulo tercero, la aproximación de medio no
dispersivo es válida para una extensa familia de materiales si la variación de los campos es lo su-
ficientemente lenta. σ, ε, µ, χe y χm son pues las Constantes estáticas del medio. Se supone, para
simplificar, que el medio es isótropo aunque el desarrollo del teorema para los anisótropos es análogo
al presente. La ecuación C.80a toma la forma

~ · ~E︸︷︷︸
(g)

+
∂ ωem

∂ t︸ ︷︷ ︸
(h)

+∇ · ~S︸ ︷︷ ︸
(i)

= 0 (C.83)

donde

~S = ~E ∧
~B

µ
= ~E ∧ ~H (C.84)

y

ωem = ωe + ωm =
1
2

ε E2 +
1

2µ
H2 (C.85)

En un medio pasivo ( óhmico) σ > 0 y (g) = σ ~E2 es positivo, lo que implica que el campo
electromagnético pierde irreversiblemente una densidad de potencia que comunica a las cargas de
conducción contenidas en V. Dentro de las limitaciones impuestas, los medios cumplen con mucha
aproximación la Ley de Joule, según la cual esta enerǵıa se transforma en térmica.

En un medio lineal activo existen fuentes de enerǵıa que pueden representarse por medio de
Campos electromotores ~E′ 23 (fuerzas por unidad de carga cuyo origen no es electromagnético clásico;
de naturaleza mecánica, qúımica, etc.) que también actúan sobre las cargas, intercambiando enerǵıa
con el medio y el campo. Aunque estas fuerzas actúan sobre todos los tipos de carga, sin distinción, en
la mayoŕıa de los casos prácticos, relacionados con medios lineales no dispersivos, puede considerarse
que su acción sobre las corrientes de polarización es despreciable. La corriente de conducción puede
suponerse ocasionada por la suma del campo clásico ~E y el electromotor, de forma que

~ = σ( ~E + ~E′) ⇒ ~E =
~

σ
− ~E′

y

(g) = ~ · ~E =
~ 2

σ
− ~ · ~E′ (C.86)

En este caso, la densidad de potencia ~ · ( ~E + ~E′) suministrada por el campo electromagnético
y el electromotor a las cargas de conducción se empleaŕıan en calentar al medio por efecto Joule 24,

23En algunos casos, la actividad del medio puede ser representada por una conductividad con parte real negativa.
24Este es el mecanismo más importante de calentamiento del medio, pero no el único.
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según ~ 2

σ > 0. El trabajo realizado por los campos electromotores sobre las cargas de conducción
puede ser positivo (p.ej: bateŕıa en descarga) o negativo (p.ej: bateŕıa en carga). Si esta es la única
fuente de enerǵıa externa, el teorema de Poynting puede enunciarse de la forma

~ · ~E′ =
~ 2

σ
+

∂ ωem

∂ t
+∇ · ~S (C.87)

En (h) ωem es una función diferenciable por lo que puede propiamente definirse como una
densidad de enerǵıa asociada al campo electromagnético y parcialmente al medio.

Por lo que respecta a (i), las consideraciones hechas sobre el mismo en el eṕıgrafe anterior son
suficientes.

C.4.3. Medios lineales dispersivos. Teorema complejo de Poynting

Por último, se desarrollará una versión del teorema de Poynting aplicable a medios lineales
dispersivos. Partiendo de las ecuaciones de Maxwell en el dominio de la frecuencia 3.38 se obtiene
el Teorema complejo de Poynting.

Eliminando ~ ∗ de la expresión ~ ∗ · ~E = σ∗ | ~E|2 25, donde |~V |2 ≡ ~V · ~V ∗,

σ∗| ~E|2 + jω(µ | ~H|2 − ε∗| ~E|2) +∇ · ~Sc = 0 (C.88)

expresión en la que se ha definido a

~Sc ≡ ~E ∧ ~H∗ (C.89)

como el Vector de Poynting complejo.

Si se escriben las constantes complejas de acuerdo con C.34, se hallan las partes real e imaginaria
de C.88 y se definen la Conductividad equivalente σeq y la Constante dieléctrica equivalente εeq

σeq = σ′ + ω ε′′ , , εeq = ε′ − σ′′

ω
(C.90)

se tiene

σeq | ~E|2︸ ︷︷ ︸
(a)

+ω µ′′ | ~H|2︸ ︷︷ ︸
(b)

+∇ ·Re
[
~Sc

]

︸ ︷︷ ︸
(c)

= 0 (C.91a)

−ω εeq | ~E|2︸ ︷︷ ︸
(d)

+ ω µ′ | ~H|2︸ ︷︷ ︸
(e)

+∇ · Im
[
~Sc

]

︸ ︷︷ ︸
(f)

= 0 (C.91b)

25~ ∗ = ∇∧ ~H∗ + jω ε∗ ~E∗ , , ∇ · (~a ∧~b) = ~b · ∇ ∧ ~a− ~a · ∇ ∧~b.
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donde Re [ ] e Im [ ] indican respectivamente a las partes real e imaginaria del argumento. El primer
teorema relaciona a la parte real del vector de Poynting con los valores medios de las enerǵıas
disipadas y la segunda a la parte imaginaria del mismo con los valores medios de las enerǵıas alma-
cenadas; las definiciones de las constantes equivalentes permiten seguir asociando a la conductividad
con las pérdidas y a la constante dieléctrica con el almacenamiento. De acuerdo con III.26

| ~E|2 = 2 〈 ~E(t)2〉 , , | ~H|2 = 2 〈 ~H(t)2〉 (C.92a)

Re
[
~Sc

]
= 2 〈 ~S(t)〉 (C.92b)

donde ahora 〈 〉 indican la media temporal sobre un periodo del campo monocromático.

Cuando todas las constantes son reales, ε′ = ε , µ′ = µ , σ′ = σ, ε′′ = 0 , µ′′ = 0 y σ′′ = 0, por lo
que, comparando con C.83, 1

2 (a) y 1
2 (b), que son positivos, están asociados a la disipación media de

enerǵıa, el primero a la eléctrica y el segundo a la magnética, mientras que 1
2 (c) es el valor medio

del flujo hacia afuera de V del vector de Poynting. 1
4 (d) y 1

4 (e) son los valores medios de las enerǵıas
almacenadas, asociadas respectivamente a los campos magnético y eléctrico. Es interesante resaltar
que las partes reales de ε 26 y µ, aśı como la parte imaginaria de σ, son parámetros que describen
la capacidad de almacenar enerǵıa en V, mientras que la parte real de σ y las imaginarias de ε y µ
representan a los mecanismos de disipación.

C.5. Problemas

c-1. Se define como polarizabilidad de una molécula a la constante de proporcionalidad, α, entre
el momento dipolar de la molécula y el campo eléctrico: ~p = α~E. Supóngase que un átomo no
polar puede considerarse como constituido por una nube electrónica indeformable, de densidad
uniforme, radio a0 y carga total -Ze, que rodea a un núcleo puntual de carga +Ze.

a) Hallar la polarizabilidad para campos uniformes y pequeños, tales que la separación de
los centros de carga positiva y negativa δx << a0.

b) Calcular la frecuencia natural de resonancia del movimiento de la nube electrónica
suponiendo que el núcleo está prácticamente en reposo y que la nube ha sido desplazada
ligeramente del equilibrio.

c-2. En ciertos casos la función f(t) que determina la relación entre ~P y ~E (respuesta a un impulso;
véase C.7) se puede representar en la forma f(t) = f0exp(−t/τ), donde f0 y τ son constantes.
Hacer uso de la transformada de Fourier para hallar el valor de la constante dieléctrica.

c-3. Demostrar que la solución de C.14 es C.16.

c-4. Demostrar C.20.
26De acuerdo con C.58 la ε′ es negativa en un plasma no magnetizado para ω < ωp.
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c-5. Representar mediante un diagrama de Bode C.26 y C.29 27.

c-6. Encontrar los tensores conductividad y dieléctrico C.52 y C.56.

c-7. Corregir C.52 para incluir efectos térmicos. Considérese al plasma como isotermo. (Hágase
uso de la ec. de continuidad linealizada).

c-8. Demostrar que los invariantes asociados al tensor de polarizaciones Π̃ se pueden expresar
como combinación de los correspondientes a F̃ y G̃.

c-9. Un medio está polarizado eléctrica y magnéticamente en el sistema de referencia S. ¿ Qué rela-
ciones deben existir entre ambas polarizaciones para que exista un sistema de referencia S ′ en
el que dicho medio aparezca como exclusivamente dieléctrico? Identificar a S ′.

c-10. Identificar las 36 componentes independientes Cijkl.

c-11. Expresar las componentes de las matrices
↔
P ,

↔
L,

↔
M y

↔
Q en función de las componentes inde-

pendientes identificadas en el problema anterior.

c-12. Dado un medio isótropo en S ′, expresar las componentes de las matrices
↔
P ,

↔
L,

↔
My

↔
Q en

función de µ, ε, βx, βy y βz.

c-13. Considérese a un conductor que en su sistema propio S ′ es isótropo, de conductividad σ, y
neutro. Hallar su ecuación constitutiva en forma matricial tridimensional en un sistema S en
el que está en movimiento (Véase el problema 1-4).

c-14. Demostrar que C.74 y C.80 son equivalentes. Describir como se reestructura cada uno de los
términos.

c-15. Demostrar a partir de C.87 (tomando ~E′ = 0):

σ ~E2 + σχm
~E2 +

∂

∂t

[
1
2
ε0(χe + χeχm + χm) ~E2

]
+

∂ωem0

∂t
+∇ · ~S0 = 0

27Representar 20 log10|χ(ω)| y /χ(ω) frente a log10 ω.
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Apéndice D

Apéndice I del caṕıtulo 4

D.1. Introducción

En este apéndice se trata la propagación de ondas en medios anisótropos y las leyes de la reflexión
y refracción para ondas planas.

D.2. Ondas en medios anisótropos

Para ilustrar la propagación de ondas en medios anisótropos, se supondrá que dicha anisotroṕıa
es solo dieléctrica y que el medio es no magnético y no disipativo. Se estudiará la posibilidad de que
la ecuación de ondas correspondiente admita soluciones monocromáticas, planas y homogéneas.

Si estas ondas pueden propagarse por el medio sin disipación, γ = jβ y

~E = ~E0 ej (ωt−β ~n·~r) ⇒ ∂

∂ t
→ jω , , ∇ → −jβ ~n (D.1)

Definiendo al vector Indice de refracción

~N ≡ N ~n , , N ≡ c

v
=

c β

ω
(D.2)

las ecuaciones rotacionales de Maxwell toman la forma

~N ∧ ~E = c µ0
~H (D.3a)

~N ∧ ~H = −c ε0
↔
ε r · ~E (D.3b)

d-1
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Las ecuaciones de la divergencia son redundantes bajo estos supuestos ya que las ecuaciones
anteriores implican que

~N · ~D = 0 , , ~N · ~H = 0 (D.4)

donde ~D = ε0
↔
ε r · ~E. Luego las soluciones buscadas poseen campos ~D y ~H transversales a la

dirección de propagación ~n. Este no es el caso del campo eléctrico ~E que, en general, tendrá una
componente longitudinal.

De acuerdo con ésto, la estructura de la onda puede ser fijada recurriendo exclusivamente a las
ecuaciones rotacionales. Escribiendo el triple producto vectorial en forma diádica

~N ∧ ( ~N ∧ ~E) = ~N ( ~N · ~E)−N2 ~E = ( ~N ~N −N2
↔
I ) · ~E

La ecuación de onda para ~E se obtiene multiplicando a la ecuación D.3a vectorialmente por ~N
y haciendo uso de D.3b. ~H se obtiene a partir de ~E mediante D.3a:

( ~N ~N −N2
↔
I +

↔
ε r) · ~E = 0 (D.5a)

~H =
1
Z0

~N ∧ ~E , , Z0 =
√

µ0

ε0
(D.5b)

Para que D.5a tenga una solución distinta de la trivial ~E = 0, es necesario que el determinante
del sistema de ecuaciones sea nulo

|NαNβ −N2 δαβ + εrαβ
| = 0 (D.6)

Estos resultados se aplicarán a dos tipos de medios anisótropos, los uniaxiales y los girótropos.

D.2.1. Medios uniaxiales

Los dieléctricos anisótropos ordinarios, sin pérdidas, se caracterizan por tensores cuyas com-
ponentes cartesianas son simétricas (εαβ = εβα) [Born y Wolf], por lo que, referidos a sus ejes
principales, dichos tensores son diagonales. Si estos ejes son los x, y y z

(εαβ) =




εx 0 0
0 εy 0
0 0 εz


 (D.7)

En la referencia citada más arriba se estudia la propagación en medios biaxiales. Aqúı se consid-
eran Medios uniaxiales: aquellos en los que dos de las constantes son iguales, por ejemplo, εy = εx.
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En este caso, el eje z recibe el nombre de Eje óptico y determina la simetŕıa axial de las propiedades
dieléctricas del medio. Todas las ondas que se propaguen en direcciones que formen un ángulo θ
con respecto al eje z tendrán las mismas propiedades, lo que, sin pérdida de generalidad, permite
suponer al vector ~N contenido en el plano xz. Según se muestra en la figura D.1

N

z

y

x

θ

Figura D.1: Vector ı́ndice de refracción

~N = (N sen θ, 0, N cos θ) (D.8)

con lo que las ecuaciones D.5a se reducen a

(εrx −N2 cos2 θ) Ex + N2 sen θ cos θ Ez = 0 (D.9a)

(εrx −N2) Ey = 0 (D.9b)

N2 sen θ cos θ Ex + (εrz −N2 sen2 θ) Ez = 0 (D.9c)

El determinante de los coeficientes del sistema de ecuaciones anterior puede factorizarse fácil-
mente con lo que, igualándolo a cero,

[εrx −N2]︸ ︷︷ ︸
(a)

[εrx εrz −N2 (εrx sen2 θ + εrz cos2 θ)]︸ ︷︷ ︸
(b)

= 0 (D.10)

se pone de manifiesto que existen dos tipos de soluciones: el Modo ordinario, (a) = 0, y el Modo
extraordinario, (b) = 0.
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Modo ordinario :

El modo ordinario cumple la relación de dispersión (a) = 0

N2 = N2
o = εrx ⇒ v = vo =

c√
εrx

(D.11)

La velocidad de fase vo, como en los dieléctricos .ordinarios”, es independiente de la dirección
de propagación. Al no cumplirse la condición (b) = 0, la única solución posible al sistema formado
por las ecuaciones D.9a y D.9c es Ex = Ez = 0, por lo que

~E = E ŷ , , ~H =
E

vo µ0
~n ∧ ŷ (D.12)

donde ŷ representa (figura D.1) al vector normal al plano que contiene a las direcciones de propa-
gación y del eje óptico.

El modo ordinario es, por lo tanto, de tipo TEM con respecto a la dirección de propagación ~n.

Modo extraordinario :

En el modo extraordinario se cumple la condición (b) = 0

N2 = N2
e =

εrxεrz

(εrx sen2 θ + εrz cos2 θ)
⇒ v = ve = vo

√
1

εrz
(εrx sen2 θ + εrz cos2 θ) (D.13)

La velocidad de fase ve depende en este caso de la dirección de propagación y toma el valor vo

para la Dirección paralela (θ = 0) y el vo

√
εrx/εrz en la Dirección perpendicular (θ = π/2). La figura

D.2a representa al diagrama polar tridimensional de las velocidades de fase en un medio en el que
εrx = εry < εrz, por lo que ve ≤ vo. La figura D.2b es el diagrama bidimensional correspondiente
incluyendo, además, el caso εrx = εry > εrz, para el cual ve ≥ vo.

Como no se cumple la condición (a) = 0, Ey = 0. Por otra parte la condición (b) = 0 implica que
las ecuaciones D.9a y D.9c son proporcionales entre śı, por lo que, dando a v el valor ve , o haciendo
N = Ne, cualquiera de ellas puede servir para encontrar la relación existente entre las componentes
restantes de ~E

Ez = −εrx sen θ

εrz cos θ
Ex (D.14)

La estructura de la onda viene dada por las expresiones

~E = Ex

(
x̂− εrx sen θ

εrz cos θ
ẑ

)
, , ~H = Hŷ (D.15)
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Figura D.2: Velocidades de fase ordinaria y extraordinaria
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Este modo no es TEM porque el campo eléctrico tiene una componente longitudinal

En = ~n · ~E = Ex sen θ

(
1− εrx

εrz

)
(D.16)

que solo se anula cuando la onda se propaga en la dirección del eje óptico.

D.2.2. Medios girótropos

Las ferritas [Beam] y los plasmas definidos en el apéndice C [Chen] se comportan como Medios
girótropos cuando están sometidos a un campo externo. Referido al eje determinado por este campo,
el tensor dieléctrico correspondiente no es diagonal pero śı hermı́tico y, en consecuencia, sus valores
propios son reales. Dado que éstos juegan un papel significativo respecto a los distintos modos de
propagación, es conveniente encontrar sus expresiones en función de las componentes del tensor
dieléctrico dadas en C.56. De la ecuación de autovalores para el tensor dieléctrico relativo

| ↔ε r −λ
↔
I | = 0 (D.17)

se deduce fácilmente que

λ1 ≡ R = S −D , , λ2 ≡ L = S + D , , λ3 = P (D.18)

El sistema de ecuaciones a que se reduce la ecuación de onda es algo más complicado que para
los medios uniaxiales

(S −N2 cos2 θ) Ex − j D Ey + N2 sen θ cos θ Ez = 0 (D.19a)

j D Ex + (S −N2) Ey = 0 (D.19b)

N2 sen θ cos θ Ex + (P −N2 sen2 θ) Ez = 0 (D.19c)

En estos medios la descomposición en modos depende de θ por lo que solo se considerará la
propagación a lo largo de las direcciones principales, la paralela y la perpendicular.

Propagación paralela (θ = 0) :

Para θ = 0, las ecuaciones anteriores se reducen a

(S −N2)Ex − j D Ey = 0 (D.20a)
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j D Ex + (S −N2) Ey = 0 (D.20b)

P Ez = 0 (D.20c)

Igualando al determinante de los coeficientes a cero

P︸︷︷︸
(a)

(N4 − 2S N2 + S2 −D2)︸ ︷︷ ︸
(b)

= 0 ⇒ P (N2 −R)︸ ︷︷ ︸
(c)

(N2 − L)︸ ︷︷ ︸
(d)

= 0 (D.21)

se encuentra que en esta dirección se pueden propagar tres modos:

- El Modo P corresponde a (a) = 0 y, de acuerdo con C.57, tiene una relación de dispersión

ω2 = ω2
p (D.22)

en la que no aparece el número de onda β. Bajo la aproximación de plasma frio este modo corre-
sponde a una oscilación, la Oscilación de plasma, que se convierte en una onda completa, propaga-
tiva, cuando se incluyen los efectos de temperatura. Como (a) = 0 y (b) 6= 0

~E = E ẑ ⇒ ~H = 0 (D.23)

Se trata pues de una oscilación de tipo electrostático (no acompañada de campo magnético).

- El Modo R (Right”→ derecha) corresponde a (c) = 0 y el Modo L (”Left”→ izquierda) a
(d) = 0. Representan a modos polarizados circulares cuyos campos giran respectivamente a derechas
e izquierdas alrededor del campo magnético aplicado. Sus relaciones de dispersión son 1

N2
R = R , , N2

L = L (D.24)

Sustituyendo estas relaciones en las ecuaciones D.20, se encuentra que

~ER = ERx (x̂− j ŷ) , , ~EL = ELx (x̂ + j ŷ) (D.25)

por lo que en ambos modos el campo eléctrico es transversal a la dirección de propagación y las
amplitudes en las direcciones x e y son las mismas, como corresponde a la polarización circular. En
el modo R, la primera componente (Ex) está adelantada en π/2 con respecto a la segunda con lo que
el campo gira a derechas alrededor del tercer eje (el ẑ) 2. Esto significa que la onda está polarizada
a derechas si ~n = ẑ y a izquierdas si ~n = −ẑ. de forma análoga, se encuentra que el modo L
está polarizado circularmente y que sus vectores de campo giran a izquierdas alrededor del eje ẑ.

1Para hallar sus expresiones en la forma β = β(ω), véase C.57 y D.2.
2Véase la sección 4.4.3.1.
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θF

z

z=0 z=z0

R

L

R L

Figura D.3: Rotación de Faraday

En conjunto, estos dos últimos modos dan lugar a un interesante fenómeno, el de la Rotación de
Faraday 3. En la figura D.3 se muestra como una onda polarizada linealmente en el frente de onda
z = 0 puede ser descompuesta en dos ondas circularmente polarizadas, de amplitud mitad, que
giran respectivamente a derechas e izquierdas de la dirección ẑ con velocidades angulares ±ω. Dado
que los dos modos circulares tienen velocidades de fase distintas, vR y vL, puede demostrarse que
en z = z0 se superponen dando lugar a una polarización lineal cuyo plano está rotado con respecto
al inicial en un ángulo θF porporcional a z0.

Propagación perpendicular (θ = π/2) :

Para (θ = π/2), las ecuaciones anteriores se reducen a

S Ex − j D Ey = 0 (D.26a)

j D Ex + (S −N2) Ey = 0 (D.26b)

(P −N2) Ez = 0 (D.26c)

Igualando al determinante de los coeficientes a cero

(S2 − S N2 −D2)︸ ︷︷ ︸
(b)

(P −N2)︸ ︷︷ ︸
(a)

= 0 (D.27)

3Problema d-1.
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se obtienen dos modos de propagación cuyas relaciones de dispersión son:

N2
X =

R L

S
, , N2

O = P (D.28)

El primero es el Modo X (extraordinario) y el segundo el Modo O (ordinario). Ambos tienen
una estructura análoga a la de los modos ordinario y extraordinario en los medios uniaxiales. El
modo ordinario, de tipo TEM, y el P, longitudinal (véase la sección 4.3), son los que tienen lugar
en un plasma sin magnetizar. El que se den también en los plasmas magnetizados se debe a que
están polarizados en la dirección del campo magnético aplicado y a que, en la aproximación lineal
y no relativista que se hace de la respuesta del plasma, se desprecia la fuerza asociada al campo
magnético de la onda. De acuerdo con ésto, la fuerza eléctrica mueve al fluido de carga a lo largo
del campo magnético aplicado por lo que este último no actúa sobre su trayectoria.

A diferencia de lo que ocurre en un medio uniaxial no dispersivo, el plasma es netamente dis-
persivo. Aśı, para el modo ordinario, según C.57 y D.2,

N2
O = 1− ω2

p

ω2
⇒ ω2 = ω2

p + c2 β2 (D.29)

Este tipo de relación de dispersión cuadrática se da también en las gúıas de onda. En la figura
D.4 se muestra a las relaciones de dispersión del plasma y del vaćıo y se interpreta geométricamente
a las velocidades de fase y de grupo. Como puede verse, la velocidad de fase es superior a la del
vaćıo, vf ≥ c, mientras que la de grupo es inferior a la misma, vg ≤ c.

ω

β

ω

β

ω

ω(β)

ω=β
arctg v

arctg v

arctg cp

f

g

Figura D.4: Relación de dispersión del modo O

Derivando en D.29 se tiene la relación entre estas velocidades

vf vg = c2 (D.30)
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La frecuencia de plasma ωp aparece aqúı como una Frecuencia de corte, para la que

vf →∞ , , vg → 0 , , β → 0 , , λ →∞ (D.31)

Por debajo de ωp, β ≡ −j κ es imaginario puro (κ es real) y no hay propagación

~E = ~E0 e−κ z ejω t ⇒ ~E = Re[ ~E] = ~E0 e−κ z cos (ω t) (D.32)

donde se ha tomado ~E0 como real.

Justo por encima del corte, las velocidades cambian rápidamente con la frecuencia y el plasma
se muesta muy dispersivo. Para ω À ωp ambas velocidades tienden a c y las ondas se propagan
como a través del vaćıo; la frecuencia es tan elevada que la inercia de los electrones impide que éstos
respondan apreciablemente al campo electromagnético.

D.3. Reflexión y refracción

En esta sección se aplicarán las condiciones de contorno 3.34 y 3.35 a las ondas planas
monocromáticas en una superficie plana de separación entre dos medios y se deducirán las con-
secuencias más significativas. Aunque el modelo de superficie sea plano indefinido, los resultados
son aplicables localmente, de forma aproximada, a aquellas superficies cuyos radios de curvatura
sean muy superiores a la longitud de la onda λ. En primer lugar se deducen las leyes de Snell,
seguidamente las de Fresnel y, por último, se analizan algunos casos que serán de utilidad más
adelante.

D.3.1. Leyes de Snell

Las leyes de Snell relacionan a las direcciones de propagación de las ondas a ambos lados de
la superficie de separación entre dos medios, el (1), de constante de propagación γ1, y el (2), de
constante de propagación γ2. En la figura D.5 se situa a dicha superficie en el plano z = 0 y se
supone que sobre la misma incide, desde el primer medio, una onda plana monocromática que, sin
pérdida de generalidad, tiene al vector unitario de onda contenido en el plano xz.

~ni = (sen θi, 0, cos θi) (D.33)

Para cumplir las condiciones de frontera se supone que, además de la onda incidente, se generan
otras dos, la reflejada, en el medio (1) con dirección ~nr, y la refractada o transmitida, en el medio
(2) con dirección ~nt.

Las componentes de los campos incidente, reflejado y transmitido tienen la forma genérica
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Figura D.5: Leyes de Snell

Φi = Φi
0 e−γ1 ~ni·~r ejωi t (D.34a)

Φr = Φr
0 e−γ1 ~nr·~r ejωr t (D.34b)

Φt = Φt
0 e−γ2 ~nt·~r ejωt t (D.34c)

donde γi = γr = γ1, porque las ondas incidente y reflejada se propagan por el medio (1), y γt = γ2

dado que la transmitida lo hace a través del segundo medio.

En principio no se hacen hipótesis acerca de los valores que deben tomar las frecuencias o las
direcciones de propagación de las ondas reflejadas y transmitidas. Aunque los vectores ~n serán
reales en muchos de los casos prácticos, para cubrir en general las condiciones de frontera deberán
considerarse como complejos.

Puesto que las ecuaciones de continuidad deben cumplirse en la superficie z = 0 para cualquier
valor de las variables independientes x, y y t y las funciones exponenciales con distinto argumento
son independientes

ωi = ωr = ωt ≡ ω (D.35a)

γ1 (~ni · ~r)z=0︸ ︷︷ ︸
(a)

= γ1 (~nr · ~r)z=0︸ ︷︷ ︸
(b)

= γ2 (~nt · ~r)z=0︸ ︷︷ ︸
(c)

(D.35b)
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En la primera expresión se pone de manifiesto que la frecuencia de las ondas no se ve modificada
por la reflexión y la refracción sobre una interfaz estática (una en movimiento daŕıa lugar al efecto
Doppler). La segunda ecuación, de acuerdo con D.33, puede escribirse de la forma

γ1 x sen θi︸ ︷︷ ︸
(a)

= γ1 (nr
x x + nr

y y)︸ ︷︷ ︸
(b)

= γ2 ((nt
x x + nt

y y)︸ ︷︷ ︸
(c)

De las ecuaciones (a) = (b) y (a) = (c) se deduce que nr
y = nt

y = 0. Luego los tres vectores
de propagación se encuentran en el mismo plano, el Plano de incidencia, que es perpendicular al
plano de la interfaz y contiene al vector de onda incidente. Por otra parte, de la primera de estas
ecuaciones se deduce la Ley de Snell de la reflexión

sen θi = sen θr ⇒ θi = θr ≡ θ1 (D.36)

con lo que los vectores unitarios de propagación pueden escribirse de la forma

~ni = (sen θ1, 0, cos θ1) , , ~nr = (sen θ1, 0, −cos θ1) , , ~nt = (sen θ2, 0, cos θ2) (D.37)

donde se ha escrito θt ≡ θ2.

De la ecuación (a) = (c) se deduce la Ley de Snell de la refracción

γ1 sen θ1 = γ2 sen θ2 (D.38)

La validez de esta ley se extiende, no solo a constantes de propagación complejas, sino también
a vectores y ángulos de propagación complejos 4. Como se verá más adelante, esto implica que,
incluso cuando el ángulo de incidencia es real, la onda transmitida es en general una Onda plana
no homogénea.

D.3.2. Leyes de Fresnel

Las leyes de Fresnel relacionan a las amplitudes de los campos reflejados y transmitidos con la
de los incidentes. Aunque las ondas planas monocromáticas son TEM con respecto a la dirección de
propagación, pueden clasificarse, de acuerdo con lo tratado en 4.3, como TE y TM con respecto a
la dirección normal a la superficie de separación (también suelen anotarse como TEz y TMz ). De
acuerdo con 4.15, las soluciones solenoidales, transversal y no transversal, son ~Xt = B∇ ∧ (~eΨ) y
~Xnt = C∇∧ ~Xt. Tomando ~e = ẑ y ∇ → −γ~n

~Xt ∼ ~n ∧ ẑ , , ~Xnt ∼ ~n ∧ ~Xt (D.39)
4Tomando a las identidades de Euler como definiciones del seno y del coseno, sen θ ≡ (1/2j) (exp[jθ]− exp[−jθ]),

θ puede tomar valores reales (funciones trigonométricas ordinarias), imaginarios (funciones hiperbólicas) o complejas.
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De esta forma, el modo TE tiene a su campo eléctrico orientado perpendicularmente al plano de
incidencia, en la dirección ~n∧ z̃, por lo que suele denominarse ”modo perpendicular (⊥)”, mientras
que el campo magnético asociado está contenido en dicho plano. Análogamente, el campo eléctrico
del modo TM es paralelo al plano de incidencia, recibiendo también el nombre de ”modo paralelo
(||)”, y el magnético es perpendicular al mismo.

En ambos casos se tomará un convenio para la referencia positiva del campo eléctrico, de forma
que sea la misma para las tres ondas cuando la incidencia es normal (θ1 = 0).

- En el caso de los modos TE, el campo eléctrico se toma como positivo si su dirección coincide
con la del eje ŷ, según puede verse en la figura D.6.

- En el de los modos TM, los campos eléctricos, cuando son positivos, están orientados de forma
que su componente Ex > 0, de acuerdo con la figura D.7.

- La referencia positiva del campo magnético se obtiene, a partir de la del eléctrico y de la
dirección de propagación, por medio de la relación de estructura de las ondas planas 4.97b.

~H0 =
1
Z

~n ∧ ~E0 (D.40)

Modos TE (⊥) 5 :

z
TE t

TErTE i

TE i
TE r

TE t

n n

n

i r

t

1

2

θ θ

θ

z=0
x

y

E E

E

H

H

2

1 1

H

Figura D.6: Modos TE

Las relaciones entre las amplitudes de los campos eléctricos reflejado y transmitido con la del
incidente, se deducen de la exigencia de continuidad para las componentes tangenciales totales de

5La notación ⊥ corresponde a la denominación perpendicular (al plano de incidencia), con la que también se conce
a este tipo de modos.
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los campos en la superficie z = 0 6. Si el campo incidente tiene una amplitud ~E i
0 = Ei

0 ŷ, haciendo
uso de D.40 y D.37,

Ei
0 + Er

0 = Et
0 (D.41a)

1
Z 1

(Ei
0 −Er

0) cos θ1 =
1
Z 2

Et
0 cos θ2 (D.41b)

Despejando se obtiene el Coeficiente de reflexión TE (ρTE) y el Coeficiente de transmisión TE
(τTE), para el campo eléctrico, definidos de la forma

ρTE ≡
(

Er
0

Ei
0

)

TE

=
Z2 cos θ1 − Z1 cos θ2

Z2 cos θ1 + Z1 cos θ2
(D.42a)

τTE ≡
(

Et
0

Ei
0

)

TE

=
2Z2 cos θ1

Z2 cos θ1 + Z1 cos θ2
(D.42b)

Modos TM (||) 7 :

z

n r

TM i

TM t

TM t

TM r

TM r

TM i
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t
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θ θ

θ
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H
H

E

E

E

H

Figura D.7: Modos TM

6Es fácil de demostrar que la condición de continuidad de la componente normal de ~B coincide con la de la
tangencial de ~E. Véase el problema d-7

7La notación || corresponde a la denominación paralelo (al plano de incidencia), con la que también se conce a este
tipo de modos.
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El Coeficiente de reflexión TM (ρTM ) y el Coeficiente de transmisión TM (τTM ), para el campo
eléctrico, se obtienen por el mismo procedimiento que para los TE. Las condiciones de continuidad
son 8

(Ei
0 + Er

0) cos θ1 = Et
0 cos θ2 (D.43a)

1
Z 1

(Ei
0 − Er

0) =
1
Z 2

Et
0 (D.43b)

y los coeficientes

ρTM ≡
(

Er
0

Ei
0

)

TM

=
Z2 cos θ2 − Z1 cos θ1

Z2 cos θ2 + Z1 cos θ1
(D.44a)

τTM ≡
(

Et
0

Ei
0

)

TM

=
2Z2 cos θ1

Z2 cos θ2 + Z1 cos θ1
(D.44b)

D.3.3. Incidencia sobre un buen conductor. Resistencia superficial

Un caso de considerable interés práctico es el de la incidencia de ondas planas monocromáticas
sobre la superficie de un buen conductor. Para simplificar, se supone que el primer medio es el
vaćıo y el segundo un medio no magnético (µ ' µ0) de tipo metálico ε ' ε0. De acuerdo con estas
premisas, las constantes de propagación son, según 4.120,

γ1 = jk , , γ2 ' α (1 + j) , , α ' k√
2Q

=
k

2x
, , x =

√
Q

2
¿ 1 (D.45)

Sustituyendo en la ley de refracción, dado que x ¿ 1,

sen θ2 = x (1 + j) sen θ1 ' 0 ⇒ cos θ2 =
√

1− sen2 θ2 ' 1 ⇒
{

θ2 ' 0
~nt ' ẑ

(D.46)

se encuentra que la onda penetra aproximadamente en la dirección normal, cualquiera que sea la
polarización y dirección de la onda incidente. La onda es aproximadamente homogénea y los campos
tienen la forma

~Et = ~Et
0 e−αzej (ωt−αz) , , ~Ht = ~Ht

0 e−αzej (ωt−αz) (D.47)
8En este caso, la componente Dz es discontinua, compensándose dicha discontinuidad con la presencia de una

densidad superficial de carga.
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Dado que estas ondas cumplen la relación de estructura de las ondas planas, ~Et y ~Ht son
perpendiculares entre śı y a la dirección de propagación ẑ. En la superficie, los campos transmitidos
~Et

0 y ~Ht
0 son tangenciales a la misma y, por continuidad, son iguales a las componentes tangenciales

~ET0 y ~HT0 de los campos totales (incidentes más reflejados) en el primer medio.

~Et
0 = ~ET0 , , ~Ht

0 = ~HT0

Como consecuencia, véase la figura D.8, la componente normal del vector de Poynting

z

x

z

x1

1

S

S

S

Figura D.8: Resistencia superficial

~Sc
z = ~ET0 ∧ ~H∗

T0 = ~Et
0 ∧ ~Ht ∗

0 = Z2 | ~Ht
0|2 ẑ = Z2 | ~HT0|2 ẑ (D.48)

es continua. Representa a la potencia suministrada al conductor, por unidad de superficie, y disipada
por el mismo. Efectivamente, su valor medio es

〈dPd

ds
〉 =

1
2

Re[ ~Sc
z · ẑ] =

1
2
| ~HT0|2 Re[Z2] =

1
2

Rs | ~HT0|2 (D.49)

donde se ha definido a la Resistencia superficial del conductor

Rs ≡ 2 〈dPd/ds〉
| ~HT0|2

= Re[Z2] =
√

ω µ

2σ
(D.50)

En función de este parámetro puede calcularse la potencia media disipada por una pared buena
conductora si se conoce el campo magnético tangencial |HT0| justo en el exterior de la misma
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〈Pd〉 =
1
2

Rs

∫

S
| ~HT0|2 ds (D.51)

Este resultado es de gran utilidad para la determinación de las pérdidas y la atenuación en
gúıas y cavidades metálicas. Aunque el problema se ha resuelto suponiendo que la superficie del
conductor es plana, puede demostrarse que la expresión anterior es aplicable a superficies con radios
de curvatura muy superiores a la longitud de onda en el conductor o, lo que es equivalente, a su
profundidad pelicular δ.

D.3.4. Reflexión total. Ondas superficiales

Para que ~nt tenga carácter complejo no es necesario que las constantes de propagación de los
medios sean complejas. Si ambos medios son dieléctricos ideales y el segundo es menos denso que
el primero (µ2 ε2 < µ1 ε1), existen condiciones bajo las cuales la onda incidente es totalmente
reflejada a pesar de que en el segundo medio existe una onda transmitida superficial. Más adelante
se verá como este efecto constituye el fundamento de la propagación en las gúıas dieléctricas y las
fibras ópticas.

sen θ1 = N sen θ2 , , N =
√

µ2 ε2

µ1 ε1
< 1 (D.52)

luego existe un Angulo cŕıtico

θc = arcsen N <
1
2

π ⇒ (θ2)θ1=θc =
1
2

π (D.53)

tal que para θ1 > θc toda la enerǵıa incidente es reflejada; a este fenómeno se le conoce por el
nombre de Reflexión total. Se verá que, a pesar de ésto, existe una Onda no homogénea transmitida
cuyas componentes responden a la expresión general

Φt = Φt
0 ej (ωt−β2 ~nt·~r) = Φt

0 ej (ωt−β2 sen θ2 x−β2 cos θ2 z)

De acuerdo con D.52,

β2 sen θ2 =
β2

N
sen θ1 ≡ βx = real

y, si el ángulo de incidencia es superior al cŕıtico, sen θ2 > 1 y

β2 cos θ2 = ±j β2

√
sen2 θ2 − 1 = ±j

β2

N

√
sen2 θ1 −N2 ≡ −jκz , , κz = real

Si se quiere que las soluciones sean acotadas en z →∞, es necesario elegir κz > 0, con lo que el
campo transmitido
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Figura D.9: Reflexión total

Φt = Φt
0 e−κz zej (ωt−βx x) (D.54)

tiene estructura de Onda superficial. Este tipo de ondas está confinada (factor e−κzz) al entorno de
una superficie y se propaga en dirección tangencial a la misma. Como se representa en la figura D.9,
los planos de igual amplitud z = cte no coinciden con los de igual fase x = cte. Para un análisis más
detallado de las ondas superficiales, véase también la relación de problemas y la sección E.1.7

D.3.5. Reflexión normal. Ondas estacionarias

La incidencia normal puede deducirse, como ĺımite para cualquiera de las dos polarizaciones,
haciendo θ1 = 0. La figura D.10 toma como punto de partida a la D.7. Los coeficientes de reflexión
y transmisión vienen dados por

ρN ≡
(

Er
0

Ei
0

)

N

=
Z2 − Z1

Z2 + Z1
, , τN ≡

(
Et

0

Ei
0

)

N

=
2Z2

Z2 + Z1
(D.55)

Los campos en el primer medio son

E1 = (Ei
0 e−γ1 z + Er

0 eγ1 z) ejω t = Ei
0 (e−γ1 z + ρN eγ1 z) ejω t (D.56a)

H1 =
1
Z1

(Ei
0 e−γ1 z −Er

0 eγ1 z) ejω t =
Ei

0

Z1
(e−γ1 z − ρN eγ1 z) ejω t (D.56b)
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1 2

x

y

zn i n r n t

H i
H

r
H

t

z=0

E E Ei r t

Figura D.10: Incidencia normal

expresiones que son análogas a las que se encontrarán más adelante para los modos únicos de las
gúıas de onda y que muestran como en dicho medio se superponen dos modos independientes, el
incidente y el reflejado.

Si los medios son no disipativos, como los dieléctricos ideales, α1 = α2 = 0, z, ρN y τN son
reales y puede descomponerse a los campos anteriores en la suma de una Onda estacionaria (a) y
otra Onda viajera (b)

E1 = ρN Ei
0 (e−jβ1 z + ejβ1 z) ejω t

︸ ︷︷ ︸
(a)

+(1− ρN )Ei
0 e−jβ1 z ejω t

︸ ︷︷ ︸
(b)

(D.57a)

H1 =
ρN Ei

0

Z1
(e−jβ1 z − ejβ1 z) ejω t

︸ ︷︷ ︸
(a)

+ (1− ρN )
Ei

0

Z1
e−jβ1 z ejω t

︸ ︷︷ ︸
(b)

(D.57b)

Cuando el coeficiente de reflexión es tal que |ρN | = 1, la onda resultante es una Onda estacionaria
pura, compuesta por dos ondas de igual amplitud que viajan en sentido contrario una de otra. Si el
medio (2) es un conductor ideal, su impedancia es nula, ρN = −1 y el campo real resultante es

Ee = Re [E1] = Re
[
Ei

0 (e−jβ1 z − ejβ1 z) ejω t
]

= 2 Ei
0 sen (β1z) sen (ωt) (D.58a)

He = Re [H1] = Re

[
Ei

0

Z1
(e−jβ1 z + ejβ1 z) ejω t

]
= 2

Ei
0

Z1
cos (β1z) cos (ωt) (D.58b)
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Figura D.11: Onda estacionaria

donde Z1 es real y se supone que Ei
0 también lo es.

Como puede verse en la figura D.11a, los campos oscilan temporalmente sin propagarse; sus
nodos y sus vientres ocupan posiciones fijas separadas por una distancia λ/2. Puesto que el segundo
medio es un conductor ideal y el campo es tangencial, este último se anula en z = 0. El campo
magnético, sin embargo, es máximo en dicha posición, el doble del de la onda incidente. Dado que
E ∼ senωt y H ∼ cos ωt, cuando t = 0, n T/2, el campo en el medio es solo magnético y, cuando
t = (n + 1

2) T/2 el campo es solo eléctrico.

De la condición de frontera para la componente tangencial de ~H 3.35b se deduce que por la
superficie del conductor circula una corriente

~ = 2
Ei

0

Z1
cos ωt x̂ (D.59)

por medio de la cual se genera la onda reflejada.

En cuanto a las densidades de enerǵıa eléctrica y magnética

ωe = 2 ε (Ei
0)

2 sen2 (β1z) sen2 (ωt) (D.60a)

ωm = 2µ

(
Ei

0

Z1

)2

cos2 (β1z) cos2 (ωt) (D.60b)
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ambas se alternan espacial y temporalmente con una periodicidad λ/2 y T/2, respectivamente, que,
como se muestra en la figura D.11b, es la mitad de la de los campos. En la misma figura puede verse
que el vector de Poynting

~S =
(Ei

0)
2

Z1
sen (2β1z) sen (2ωt) ẑ (D.61)

tiene la misma periodicidad que las densidades de enerǵıa pero su media temporal es nula, lo que
concuerda con el hecho de que un conductor ideal no admite ni campos ni enerǵıa (~S(z = 0) = 0).
Este vector describe la redistribución periódica de la enerǵıa asociada a una onda estacionaria: en
t = 0, n T/2 la enerǵıa es de tipo magnético y está almacenada alrededor de los vientres de campo
magnético y en t = (n + 1

2) T/2 esta enerǵıa a pasado a ser de tipo eléctrico y a estar concentrada
alrededor de los vientres de campo eléctrico.

D.4. Problemas

d-1. Hallar la ley de Rotación de Faraday del plano de polarización de una onda plana, lineal-
mente polarizada, que se propaga a lo largo de la dirección ẑ del campo magnético principal
~B0 de un plasma frio y poco denso. Supóngase que el vector eléctrico está polarizado en la
dirección x en el plano z = 0 y que los números de onda de los modos R y L son kR y kL.

SOLUCION :

Supóngase que la onda, de acuerdo con la figura D.12-a, Alcanza su amplitud
máxima A en t=0 de forma que

~E(0, t) = A e j ωt x̂

Esta onda linealmente polarizada puede descomponerse en otras dos con polar-
ización circular cuyos planos de polarización giran, a derechas e izquierdas respec-
tivamente, alrededor del campo magnético. Efectivamente

~E(0, t) =
A

2

{
e j ωt x̂ + e j (ωt−π

2
) ŷ

}

︸ ︷︷ ︸
(R)

+
A

2

{
e j ωt x̂ + e j (ωt+π

2
) ŷ

}

︸ ︷︷ ︸
(L)

porque e j (ωt+π
2
) = −e j (ωt−π

2
) = j e j ωt y la componente total en la dirección y es

nula.

(R) corresponde a una onda con polarización a derechas dado que, de acuerdo con
la sección 4.4.3.1, puede tomarse x̂ = ê1, ŷ = ê2, ẑ = ê3 y X1 está adelantada en π

2
con respecto a X2. Por razones análogas, (L) corresponde a una onda polarizada
a izquierdas.

De acuerdo con el enunciado, cada uno de estos modos circulares se propaga con
distinto número de onda, kR y kL o, lo que es lo mismo, con distintas velocidades de
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ŷ 
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Figura D.12:

fase vR = ω
kR

y vL = ω
kL

, por lo que para z 6= 0 el argumento ω t debe ser substituido
por ω t− k z y

~E(z, t) =
A

2
x̂

(
e j αR + e j αL

)
+

A

2
ŷ

(
j e−j αR + je j αL

)
, ,

{
αR = ω t− kR z
αL = ω t− kL z

Pasando al campo real

~E(z, t) = Re[ ~E(z, t)] =
A

2
x̂ (cos αR + cos αL) +

A

2
ŷ (senαR − senαL)

El ángulo que ~E(z, t) forma con el eje x será, véase la figura D.12-b,

φF = arctg

(
Ey

Ex

)
= arctg

(
senαR − senαL

cos αR + cos αL

)
= arctg

[
tg

(
αR − αL

2

)]

=
1
2

(αR − αL) =
1
2

(kL − kR) z = CF z

Se llega a la conclusión de que el ángulo girado, el de rotación de Faraday ΦF ,
es independiente del tiempo y proporcional a la distancia z recorrida. La onda
sigue estando linealmente polarizada pero con el ángulo de polarización rotado
con respecto al que teńıa en el origen.

d-2. Un espejo que se aleja del observador con velocidad ~V = V x̂ y está colocado perpendicular-
mente al eje x, refleja a una onda plana monocromática que incide normalmente sobre el
mismo. ¿ Que frecuencia y que vector de Poynting reflejados se miden en el laboratorio?
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SOLUCION :

Como se muestra en la figura D.13, la onda incide sobre el espejo en movimiento
con nxi = n ′

xi = 1 y se refleja con nxr = n ′
xr = −1. Puesto que las leyes de re-

flexión estudiadas son aplicables a espejos en reposo, es necesario transformar la
frecuencia y la amplitud de la onda incidente al sistema propio del espejo S ′.

n   =-1

x

V

S S’

^ 

xr

xi
n   =1

Figura D.13:

ω ′
i = ωi γ (1− β nxi) = ωi γ (1− β)

La reflexión sobre un espejo estático no modifica la frecuencia, luego ω ′
i = ω ′

r, por
lo que hallando la transformada inversa de esta última

ωr = ω ′
rγ (1 + β n ′

xr) = ωi
1− β

1 + β

El módulo del vector de Pointyng es proporcional al cuadrado de la amplitud de
la onda y esta se transforma como la frecuencia, luego

Sr = Si
(1− β)2

(1 + β)2

d-3. En el espacio vaćıo existente entre dos planos conductores perfectos, situados en x = 0, a
respectivamente, se propagan ondas planas monocromáticas en la dirección perpendicular a
los planos mencionados y con polarización en la dirección ŷ.

a) Demostrar que existen soluciones compatibles con las condiciones de contorno del prob-
lema consistentes en una superposición de ondas estacionarias.

b) Hallar, como superposición de ondas estacionarias, el campo electromagnético ~E(x, t)
compatible con la condición inicial

~E(x, t = 0) = E0 x ŷ para 0 ≤ x < 1
2 a

~E(x, t = 0) = E0 (2− x) ŷ para 1
2 ≤ x ≤ a

~H(x, t = 0) = 0

Empléese el desarrollo en serie de Fourier y tómese E0 = 1 , , a = 2.
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SOLUCION :

(a) - Debido a la reflexión en las paredes, el campo total es la superposición de
ondas que viajan en sentidos opuestos. Haciendo uso de la expresión compleja 9,
el campo eléctrico tiene la siguente forma

~E = ŷ
(
Ae−jk x + B e jk x

)
e jω t

A y B son constantes complejas, en principio arbitrarias, y k = ω
c porque el medio

en que se propagan las ondas es el vaćıo.

El campo magnético asociado a cada una de estas dos ondas viene dado por las
relaciones de estructura correspondientes

~H =
1
Z0

~n ∧ ~E , , ~n = ±x̂ ⇒

~H =
1
Z0

ẑ
(
Ae−jk x −B e jk x

)
e jω t

Estos campos deben de ser compatibles con las condiciones de cotorno del prob-
lema. Dado que las paredes son conductoras ideales y que el campo eléctrico es
tangencial a las mismas, E(x = 0, a) = 0

x = 0 → B = −A

x = a → A
(
e jk a − e−jk a

)
= 0 ⇒ e j 2k a = 1 ⇒ kn = n

π

a
, , n = 0, 1 · · ·

Efectivamente, esta condición implica que solo una serie discreta de valores kn del
número de onda, aśı como de la frecuencia ωn y de la longitud de onda λn, son
posibles. Las ondas no monocromáticas que son compatibles con estas condiciones
de contorno deberán, en consecuencia, poseer un espectro discreto de frecuencias.
En concreto

kn = n
π

a
, , ωn = kn c = n

π c

a
, , λn =

2π

kn
=

1
n

2a

Los campos correspondientes a cada una de estas frecuencias son

En = −2j An sen (kn x) e jωn t

Hn =
2An

Z0
cos (kn x) e jωn t

Escribiendo An ≡ cn
2 e jϕn y tomando la parte real

9Reṕıtase este apartado haciendo uso de las expresiones trigonométricas.
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En = Re[En] = cn sen (kn x) sen (ωn t + ϕn) (D.62)

Hn = Re[Hn] =
cn

Z0
cos (kn x) cos (ωn t + ϕn)

En la figura D.14 se representa la dependencia espacial del campo eléctrico de las
ondas estacionarias correspondientes a n = 0, 1, 2, 3.

En

a/2-a/2

n=1

n=0

n=2

n=3

x̂ 

Figura D.14:

Cualquier onda no monocromática que se propage entre los conductores se po-
drá expresar como combinación lineal de estas ondas estacionarias.

(b) - En primer lugar, debe comprobarse que las condiciones iniciales enunciadas
son compatibles con las condiciones de contorno. En la figura D.15, en el intervalo
0 ≤ x ≤ a, se representa a la condición inicial para el campo eléctrico. Dada la
simetŕıa de la función, su reconstrucción solo requiere la determinación de las
amplitudes y de las fases de las ondas estacionarias correspondientes a n impar.

Para determinar las constantes cn, y ϕn mediante el desarrollo en serie de Fourier,
es necesario tener en cuenta que la repetición periódica de En no es armónica, por
lo que el desarrollo en función de ondas estacionarias no equivale al de Fourier.
Sin embargo, puede extenderse la función E(x, 0) añadiéndole la indicada con ĺınea
de puntos en el a < x ≤ 2a, hacer el desarrollo en 0 ≤ x ≤ 2a e identificar a aquellos
armónicos que coinciden con las ondas estacionarias en 0 ≤ x ≤ a.

Dando a E0 y a los valores enunciados, las siguientes funciones describen, en los
distintos tramos, a la función inicial de la figura D.15 en el intervalo 0 ≤ x ≤ 4

E(x, 0) =





f1 = x para 0 ≤ x < 1
f2 = 2− x para 1 ≤ x < 3
f3 = −4 + x para 3 ≤ x ≤ 4
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^ 
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0 a 2a x

Figura D.15:

con lo que los coeficientes de Fourier, de acuerdo con III.1 y III.9, son

an =
1
2

∫ 1

0
f1 cos (

1
2
nπ x) dx +

1
2

∫ 3

1
f2 cos (

1
2
nπ x) dx +

1
2

∫ 4

3
f3 cos (

1
2
nπ x) dx

bn =
1
2

∫ 1

0
f1 sen (

1
2
nπ x) dx +

1
2

∫ 3

1
f2 sen (

1
2
nπ x) dx +

1
2

∫ 4

3
f3 sen (

1
2
nπ x) dx

Como puede comprobarse, an = 0 para todo n y bn = 0 para n par, por lo que
solo quedan los términos correspondientes a bn impares que, como se ha previsto,
corresponden a los armónicos impares. Los primeros coeficientes son

c1 = b1 = 0,810569 , , c3 = b3 = −0,0900633 , , c5 = b5 = 0,0324228 , , · · ·

En la figura D.16a se representa la aproximación hasta n = 31 de dichas condiciones
iniciales.

Teniendo en cuenta que la expresión espacio-temporal del campo eléctrico D.62
se reduce a la inicial para t = 0, senϕn = 1 ⇒ ϕn = 1

2 π y

E(x, t) =
∑

n=1, 3···
cn sen (kn x) cos (ωn t)

En las figuras D.16b-c se representa al campo en los instantes t = 0,25T0 y t = 0,5T0.

Calcúlese el campo magnético y compruébese que cumple la condición inicial
correspondiente ( véase la sección 4.7).

d-4. Una onda plana y monocromática incide normalmente desde el aire sobre la superficie plana
de un medio perfectamente absorbente. Hacer uso del tensor de Maxwell y , alternativamente,
del principio de acción y reacción entre el campo y el medio, para calcular la presión media
ejercida sobre dicha superficie. La magnitud del vector de Poynting incidente es de 1KW ·m−2.
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Figura D.16:

Repetir los cálculos anteriores para el caso en que la superficie corresponde a un conductor
ideal.

SOLUCION :

La consevación de la cantidad de movimiento viene dada por 3.23. Hallando el
promedio temporal de la anterior

∫

V
〈∂ ~g

∂ t
〉

︸ ︷︷ ︸
(a)

dv −
∮

S
〈~n· ↔M〉 ds = −

∫

V
〈~fem〉 dv = −〈~Fem〉 , , ~fem = ρ ~E + ~ ∧ ~B

(a) es el promedio de la derivada temporal de la cantidad de movimiento, en cuyo
desarrollo aparecen términos del tipo

〈∂
~E

∂ t
∧ ~H〉 =

1
2

~nRe[j E H∗] = 0

porque E H∗ es real en el aire.

Queda, pues, como en el caso de los campos estáticos, que

〈~Fem〉 =
∮

S
〈~n· ↔M〉 ds =

∮

S
〈~fs〉 ds

En la figura D.17a se representa a una superficie S = S1 + S2 que envuelve al
volumen V que contiene al primer medio salvo una pequeña peĺıcula de espesor
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despreciable próxima al medio absorbente (Se supone a S1 en el infinito). Dada
la simetŕıa del problema , 〈~fs〉 es uniforme en S2, la presión sobre dicha superficie
es 〈ps〉 = −〈~fs〉 · ~ns y, por el principio de acción y reacción, la presión sobre la
superficie del material absorbente es 〈pa〉 = 〈ps〉. Luego

E i

H i

n i

τ e

τ m

θm

θe

S=S  +S1 2

n
g

n

c

∆ S

V

c

(a) (b)

fs
s

Figura D.17:

〈~fs〉 = 〈ωi
e〉(cos 2θe ~ns + sen 2θe τ̂e) + 〈ωi

m〉(cos 2θm ~ns + sen 2θm τ̂m) ⇒
〈~fs〉 = −〈ωi

em〉~ns ⇒ 〈pa〉 = 〈ωi
em〉

porque θe = θm = 1
2π.

De forma menos rigurosa 10, puede considerarse que la onda está compuesta de
fotones que inciden sobre el medio absorbente y le transmiten toda su cantidad
de movimiento, de manera que la presión será igual a la cantidad de movimiento
cedida por unidad de tiempo y unidad de superficie. En la figura D.17b se muestra
un ciĺındro de base ∆S = 1 y altura c, la velocidad de la luz. La base derecha se
apoya sobre la superficie absorbente, cuya normal es ~n. Dado que los fotones viajan
con velocidad c, todos aquellos contenidos en el cilindro atraviesan la unidad de
superficie de este material en la unidad de tiempo

〈pa〉 =
d2〈Gi〉
ds dt

= −c 〈~gi〉 · ~n = c 〈gi〉 = ωi
em

Compruébese, por ambos procedimientos, que la presión sobre un conductor ideal
es la doble de la calculada en el caso anterior.

10Si el medio en que se incide no fuese plano indefinido , si, por ejemplo, fuera una esféra metálica, este tratamiento
puramente mecánico no seŕıa apropiado puesto que habŕıa que tener en cuenta los efectos de difracción.
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d-5. Una part́ıcula esférica, perfectamente reflectante, tiene un radio a y una densidad de 5 g ·cm−3.
Haciendo uso de los datos del problema 4-11 de la sección anterior, calcular el valor ĺımite
de a para el que la fuerza de radiación debida al Sol se iguala a la de atracción gravitacional
del mismo. (Masa del Sol M = 2 × 1030 kg; Constante de gravitación universal G = 6,67 ×
10−11N ·m2 ·kg−2). (Para simplificar, considérese que la part́ıcula presenta a la radiación una
sección eficaz de radio a ).

d-6. A la distancia que la Tierra dista del Sol, la densidad de flujo de potencia de la radiación
electromagnética solar es aproximadamente de 1,5KW ·m−2 (sobre todo en las regiones ópticas
y del infrarrojo), mientras que el viento solar está constituido principalmente por protones con
velocidades aproximadas de 106 m · s−1 y densidades de 2× 107 protones por m3.

a) Comparar la presión en N ·m−2 de la radiación electromagnética con la producida por
el viento solar sobre una superficie situada normalmente a la radiación y al viento so-
lar. Con objeto de simplificar el cálculo, supóngase a la superficie como perfectamente
absorbente.

b) ¿Pueden ser usados la radiación o el viento solar para propulsar un veh́ıculo interplane-
tario ?

c) ¿Qué dimensión debe de tener ”la vela”(en m2) para que se produzca una fuerza de 100N
con el viento solar a favor ?

d-7. Demostrar que, en la deducción de las leyes de Fresnel para el modo TE, la condición de
continuidad de Bz equivale a la correspondiente de Ey.

d-8. Una onda plana, homogénea, con polarización TM , amplitud E0 = 100mV ·m−1 y longitud
de onda λ0 = 300m, incide desde el aire con un ángulo de θ1 = 45o sobre una superficie
plana de agua. Si las constantes de esta última son µr = 1; εr = 81; σ = 5S · m−1, hallar
aproximadamente

a) Los campos reflejado y transmitido.

b) Las densidades de carga y de corriente. ¿ Bajo que condiciones puede hablarse de densi-
dades superficiales de carga y de corriente ?.

SOLUCION :

La frecuencia es f = c
λ0

= 106 Hz y la Q = 2π f εrε0

σ = 8,7 × 10−4, luego, a esta
frecuencia, el segundo medio puede considerarse como un buén conductor.

Z1 = Z0 ' 120π , , Z2 ' (1 + j) Z0

√
Q

εr
¿ Z1

(a) - Dado que θ1 = π
4 , véase la figura D.18, ~ni = (sen θ1, 0, cos θ1) = 1

2

√
2 (1, 0, 1) y

~nr = 1
2

√
2 (1, 0, −1) y los campos

~Ei =
1
2

√
2Ei (x̂− ẑ) , , ~H i = H i ŷ
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~Er =
1
2

√
2Er (x̂ + ẑ) , , ~H i = −H i ŷ

Debido al caracter de buén conductor del segundo medio, la dirección de trans-
misión es casi normal a la superficie de separación de los medios ~nt ' ẑ, por lo
que

r

1

2

θ1 θ1n i

n

H

E

H

nE

H
E

n

x̂ 

ẑ 

ŷ 

r

t

i

i

t
t

r

Figura D.18:

~Et ' Et x̂ , , ~Ht ' Ht ŷ

Para el cálculo de las amplitudes se necesitan los coeficientes de reflexión y trans-
misión. Quedándose con los valores principales de la aproximación Z2 ¿ Z1

ρTM =
Er

0

Ei
0

' −1 , , τTM =
Et

0

Ei
0

' 2
Z2

Z1
' 2 (1 + j)

√
Q

εr
' 2× 10−2 (1 + j)

lo que, junto con las relaciones de estructura correspondientes, permite expresar
a todos los campos en función de Ei

0.

(b) - Solo existen corrientes en el seno del medio conductor

~ = σ ~Et = x̂ σ τTM Ei
0 e−α z e j(ω t−α z)

donde

α '
√

ω µ0 σ

2
= 0,5 m−1 ⇒ δ = 2 m
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Como se vió en la sección 4.2.2.2, en un medio lineal y homogéneo, la densidad
de volumen de carga es nula pero puede aparecer carga superficial si hay una
discontinuidad de ~D.

Bajo la aproximación de buén conductor, Et
z ' 0, por lo que solo puede haber

componente normal del campo eléctrico en el primer medio. De acuerdo con la
figura, en z = 0− (medio (1))

E1z(z = 0) = sen θ1

(−Ei + Er
)
z=0

= −
√

2Ei
0 e jω (t−

√
2

2c
x)

dado que
(
e j (ω t−~k·~r)

)
z=0

= e j (ω t−k x sen θ1), tanto para la onda incidente como para
la reflejada.

Aplicando la condicion de contorno de discontinuidad − ~D1(z = o) · ẑ = σ

σ = σ0 e jω (t−
√

2
2c

x) , , σ0 =
√

2 ε0 Ei
0

Compruébese que las condiciones de contorno se pueden plantear suponiendo
que ~H2 = 0 y que en la superficie del conductor hay una densidad superficial de
corriente

~s = x̂

∫ ∞

z=0
j(z) dz

lo que corresponde a considerar al conductor como ideal.

d-9. Una onda plana, homogénea y monocromática incide, con θ1 = 30o, sobre la superficie plana
de un medio cuyas constantes son εr = 1, µr = 1, σ = 1 S ·m−1 y Q = 1/(2

√
2). Demostrar

que la onda transmitida no es homogénea y determinar la orientación de los planos de igual
amplitud y la de los de igual fase.

SOLUCION :

Las componentes de los campos de la onda transmitida tiene la forma general

Φt = Φt
0 e−γ2 ~n2·~r e jω t

Las constantes de propagación de los medios son

γ1 = j k = j
ω

c
, , ω =

Qσ

ε0
= 4× 1010 rad · s−1 , k = 133 m−1

γ2 = α + j β = k (1 + j
√

2)

Por otra parte, el vector unitario de propagación en el segundo medio es

~n2 = sen θ2 x̂ + cos θ2 ẑ ⇒ γ2 ~n2 · ~r = γ2 sen θ2 x + γ2 cos θ2 z

y, aplicando la ley de refracción,

γ2 sen θ2 = γ1 sen θ1 = j
1
2

k ⇒ γ2 ~n2 · ~r = j
k

2
(x + ctg (θ2) z)
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donde

ctg θ2 =
√

1
sen2 θ2

− 1 = 2, 71− j 1, 46

ya que
1

sen2 θ2
= 4

γ2
1

γ2
2

= 4− j 8
√

2

con lo que
γ2 ~n2 · ~r = 97 z + j(66,5x + 180 z)

Esto implica que los planos de igual amplitud ~na y los de igual fase ~nf tienen
direcciones distintas:

~na = ẑ , , ~nf = 0,35 x̂ + 0,94ẑ

d-10. Una onda plana monocromática, cuyo vector de Poynting tiene un valor medio 〈~Si〉, incide
normalmente a la superficie del mar. Calcular los vectores de Poynting reflejado y transmi-
tido en función del incidente. Los parámetros del agua son: σ = 4 S/m; εr = 81; µr = 1.
Considerar a) f=1 Mhz; b) f=10 Ghz.

d-11. Una onda plana de frecuencia f=2 GHz, polarización TE, incide con θi = 30o sobre una gran
lámina de cobre (σ = 5,8×107 S ·m−1). Calcular la fracción entre la potencia media que incide
y la que se absorbe en cada unidad de superficie de la lámina. ¿ Seŕıa correcto este enunciado
para frecuencias próximas al espectro visible ?

SOLUCION :

El color definido del cobre indica que, en la estrecha banda del visible, refleja
selectivamente por lo que su conductividad debe ser dispersiva en dicha banda
(dependiente de la frecuencia).

Para calcular la potencia media absorbida es conveniente comprobar que a la
frecuencia enunciada, el cobre es un buén conductor. Efectivamente, Q ' 2× 10−9.
Por lo tanto, puede hacerse dicho cálculo haciendo uso del concepto de resistencia
superficial.

Rs =
√

ω µ0

2σ
' 10−2 Ω ·m−2

Ahora es necesario calcular el campo magnético tangencial en el primer medio (
véase la figura D.19). Para ello puede aoproximarse al cobre como conductor ideal

La potencia media incidente, por unidad de la superficie del conductor es

〈d Pi

d s
〉 = 〈 ~S · ẑ〉 =

1
2

Z0 |H i
0|2 cos θ1

Z2 = 0 ⇒ ρTE =
Er

0

Ei
0

= −1
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r

1 θ1 H

x̂ ŷ 

ẑ 
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2
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Figura D.19:

con lo que el campo tangencial total, en el aire, es

HT0 = −H i
0 cos θ1 + Hr

0 cos θ1 = −2H i
0 cos θ1

, puesto que Hr
0 = Er

0
Z0

= −Ei
0

Z0
= −H i

0, y la disipada a través de la misma superficie

〈dPd

d s
〉 =

1
2

Rs |HT0|2 = 2 |H i
0|2 cos2 θ1 Rs

Luego
〈d Pd

d s 〉
〈d Pi

d s 〉
=

4
Z0

cos θ1 Rs ' 9× 10−5

d-12. Dos dieléctricos indefinidos, de constantes dieléctricas ε1 y ε3, se hallan separados por una
lámina de otro dieléctrico de constante ε2 y cuyo espesor es a.

a) Hallar las condiciones necesarias para que una onda monocromática de frecuencia f que
incide normalmente desde el primer medio no sufra reflexión.

b) Aplicar los resultados al acoplamiento entre el aire, primer medio, y un vidrio de εr3 = 4
a la frecuencia de 1GHz.

c) Hallar el coeficiente de reflexión total para una frecuencia de 1,1GHz.

SOLUCION :

(a) - Se ilumina desde la izquierda de modo que, como se indica en la figura
D.20, en el primer medio habrá, en general, una onda incidente y otra reflejada.
Deben buscarse las condiciones bajo las cuales se anula esta última. En la lámina,
necesariamente, deben coexistir ambos modos. En el último medio solo habrá una
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i r ri i

1 2 3

z=0 z=a

Figura D.20:

onda incidente puesto que, para z > a, no existe ninguna discontinuidad que la
refleje.

Suponiendo que las ondas están polarizadas en la dirección del eje y, que se pro-
pagan en la dirección z y que se ha eliminado a la onda reflejada en el primer
medio, los campos serán

~E1 = A1 e−jβ1 z x̂ ~H1 = A1
Z1

e−jβ1 z ŷ

~E2 =
(
A2 e−jβ2 z + B2 e jβ2 z

)
x̂ ~H2 = 1

Z2

(
A2 e−jβ2 z −B2 e jβ2 z

)
ŷ

~E3 = A3 e−jβ3 z x̂ ~H3 = A3
Z3

e−jβ3 z ŷ

Estos campos, dado que son tangenciales a las interfacies, deben cumplir las condi-
ciones de continuidad

para z = 0 : (E1)z=0 = (E2)z=0︸ ︷︷ ︸
(A)

, , (H1)z=0 = (H2)z=0︸ ︷︷ ︸
(B)

para z = a : (E2)z=a = (E3)z=a︸ ︷︷ ︸
(C)

, , (H2)z=a = (H3)z=a︸ ︷︷ ︸
(D)

De las condiciones en z = 0 se deduce que

A2 = A1
Z1 + Z2

2Z1
, , B2 = A1

Z1 − Z2

2Z1

De las condiciones en z = a, dividiendo una por otra y eliminando las constantes
A2,3 y B2, se tiene que

e−2jβ2 a =
(Z1 − Z2)
(Z1 + Z2)

(Z2 + Z3)
(Z3 − Z2)

= Número real (D.63)
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dado que las impedancias de los dieléctricos son reales.

En la figura D.21 se representa en el plano complejo a e−jβ2 a como un vector, de
módulo unitario y fase −jβ2 a, que solo toma los valores reales

e−2jβ2 a =
{

+1 ⇒ 2β2 a = 2mπ , m = 1, 2 · · ·
−1 ⇒ 2β2 a = (2m + 1)π , m = 0, 1 · · ·

2

Im

Re

-1 +1

2 j    aβ

Figura D.21:

Tomando los primeros valores de m y substituyendo en D.63, se obtienen las
siguientes condiciones:

a =
λ2

2
, , Z1 = Z3

que corresponde a una lámina desfasadora de media onda. El primer medio y el
segundo son iguales.

a =
λ2

4
, , Z2 =

√
Z1 Z3

correspondiente a una lámina adaptadora de cuarto de onda. Este es el principio
adoptado en óptica para obtener superf́ıcies no reflectantes.

El resto de los apartados se dejan como ejercicio.

d-13. Supóngase al agua como un dieléctrico ideal con εr = 81.

a) Calcular el ángulo cŕıtico para la interfase agua-aire.

b) Calcular la atenuación, en la dirección normal a la interfase, de la onda superficial en
el aire si el ángulo de incidencia es θi = 45o. Expresar la atenuación en decibelios para
una distancia λ de la superficie.
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Apéndice E

Apéndice II del caṕıtulo 4

E.1. Propagación guiada

Las ondas electromagnéticas transportan enerǵıa y, por lo tanto, información. Su conducción y
acondicionamiento son, pues, de una utilidad práctica evidente y sus aplicaciones son númerosas,
como lo muestran los siguientes ejemplos:

- Comunicaciones: Radiofońıa, enlace de microondas entre postes o satélites, enlaces de fibra
óptica.

- Consumo: Hornos industriales y domésticos, detectores de intrusos.

- Telemetŕıa: Radares de regulación de tráfico, de vigilancia, meteorológicos, de prospección.

- Cient́ıficas: Aceleradores de part́ıculas, creación y calentamiento de plasmas, radiotelescopios,
sondeo ionosférico, estudio de las propiedades de la materia.

En la mayoŕıa de los casos, la radiación electromagnética es utilizada como portadora de in-
formación. Dado que la velocidad máxima a que puede transmitirse información es directamente
proporcional al ancho de banda disponible, existe un interés en el dominio de técnicas de conducción
y tratamiento de dicha radiación hasta frecuencias tan elevadas como sea posible. Actualmente se
utiliza una amplia zona del espectro, con algún hueco, que cubre desde las ondas de radio largas
hasta el dominio del visible (f ∈ [∼ 104 Hz →∼ 1015 Hz], λ ∈ [∼ 3 × 104 m →∼ 3 × 10−7 m]).
En la primera parte del espectro, correspondiente a la radio y televisión analógicas, las longi-
tudes de onda son grandes comparadas con las dimensiones de los elementos utilizados para el
tratamiento de las ondas. Su conducción a través de distancias que no sean comparables con
la longitud de onda de la señal se lleva a cabo por medio de cables, o ĺıneas, que no intro-
ducen retraso o distorsión sobre la misma. A frecuencias superiores, en el rango de microondas
(f ∈ [∼ 109 Hz = 1 GHz →∼ 103 GHz], λ ∈ [∼ 30 cm →∼ 0,3mm]) o de las fibras ópticas (infrar-
rojo cercano o visible) , los elementos utilizados tienen dimensiones comparables o superiores a la
longitud de onda, por lo que han de estudiarse planteando un problema de contorno para los campos
cuyo fundamento se ilustra en esta sección. Un circuito, o sistema, completo contiene a elementos

e-1
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de condicionamiento de enerǵıa que requieren para su estudio técnicas de carácter espećıfico que no
serán abordadas en este texto; salvo en el caso de los elementos resonantes, las consideraciones que
aqúı se hacen sobre este tipo de elementos son puramente cualitativas.

2

1ε > ε2

ε

(a) (b) (c)

conductorconductor

(d) (e)

conductor

(f)

Línea abierta Línea apantallada Guía

Línea strip Guía dieléctrica Fibra óptica

dieléctrico

Figura E.1: Tipos de gúıa de onda

La figura E.1 es un muestrario de los principales tipos de Gúıas de onda. Las E.1a-b son multi-
conductor o Ĺıneas de transmisión y se suelen utilizar a frecuencias relativamente bajas con modos
TEM. Cuando son cortas comparadas con las longitudes de onda pueden ser tratadas como meros
cables pero, en caso contrario, incluso a frecuencias muy inferiores a las de microondas (en ĺıneas
telegráficas o en las de distribución de enerǵıa), deben configurarse como verdaderas ĺıneas de trans-
misión en las que los fenómenos propagativos son importantes. La E.1c es monoconductor y se le
reserva la apelación, por defecto, de Gúıa de onda. En éstas, el confinamiento se logra mediante
una sola superficie conductora que, normalmente, envuelve a un dieléctrico homogéneo y se utiliza
a frecuencias de microondas superiores a las de las ĺıneas de transmisión. Las E.1d son Gúıas strip,
construidas con dieléctricos y conductores laminares. Por último, las E.1e-f son Gúıas dieléctricas en
las que las ondas son confinadas por reflexión total. Las primeras son de tipo laminar y las segundas
son las Fibras ópticas, destinadas a operar en las cercańıas del visible.

En principio se supone que las gúıas están compuestas por conductores y dieléctricos ideales
y homogéneos y que su geometŕıa tiene simetŕıa translacional en la dirección del eje Z, como se
muestra en la figura E.2. En la práctica, los medios no son ideales pero si buenos, dentro de la
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zona espectral en que son útiles, por lo que las pérdidas energéticas pueden ser consideradas como
pequeñas e introducidas como perturbación a la solución correspondiente a medios ideales. Los
resultados obtenidos suponiendo simetŕıa translacional son aproximadamente válidos cuando las
estructuras sufren curvaturas cuyos radios son grandes comparados con las longitudes de onda y
sirven también como base para el estudio de segmentos finitos de gúıa.

La forma más conveniente de estudiar estas estructuras, especialmente cuando la geometŕıa
transversal no se adapta al uso de coordenadas cartesianas, es por medio de los potenciales de
Debye.

E.1.1. Potenciales de Debye de las gúıas

bq  =cte
b

q  =cte

e

e

y
z

a

x

a

St

z

Figura E.2: Geometŕıa de las gúıas

En el seno de un dieléctrico ideal, la ecuación que deben cumplir los potenciales de Debye son

(∇2 + β2)Ψ = 0 (E.1)

β =
ω

v
, , v =

1√
µ ε

, , λ =
2π

β
(E.2)

β, v y λ son: la constante de propagación o número de onda, la velocidad de fase y la longitud
de las ondas planas monocromáticas y homogéneas en el dieléctrico.
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La solución general, de acuerdo con la figura E.2, se expresará en coordenadas ciĺındricas
curviĺıneas (cartesianas, circulares, eĺıpticas ...). Es útil separar la dependencia funcional de las
coordenadas transversales (qa, qb) de la longitudinal z, escribiendo

Ψ(~r) = Ψt(qa, qb) Z(z) (E.3)

y descomponiendo al operador ∇ en sus componentes transversal y longitudinal

∇ = ∇t + ẑ
∂

∂ z
, , ∇t = êa∇a + êb∇b (E.4)

Los operadores ∇a y ∇b afectan a las coordenadas transversales y los vectores unitarios transver-
sales êa y êb están contenidos en la superficie transversal St y son perpendiculares a ẑ.

De acuerdo con las definiciones anteriores, el laplaciano se descompone también de la forma

∇2 = ∇2
t +

∂2

∂ z2
(E.5)

La separación de variables en la ecuación E.1 se lleva a cabo sustituyendo en ella E.5 y E.3 y
dividiendo por Ψ

1
Ψt(qa, qb)

∇2
t Ψt(qa, qb)

︸ ︷︷ ︸
(a)=cte

+
1

Z(z)
∂2 Z(z)

∂ z2

︸ ︷︷ ︸
(b)=cte

+β2 = 0 (E.6)

Las constantes de separación (a) y (b) se escribirán en principio con la notación

(a) = −β2
c , , (b) = −β2

z ⇒ β2 = β2
c + β2

z (E.7)

donde βc y βz son, respectivamente, el número de onda de corte y el número de onda longitudinal
del modo en la gúıa. De acuerdo con ésto, las ecuaciones separadas toman la forma

∇2
t Ψt(qa, qb) = −β2

c Ψt(qa, qb) (E.8a)

∂2 Z(z)
∂ z2

= −β2
z Z(z) (E.8b)

Para resolver la primera ecuación es necesario conocer la estructura de la gúıa, elegir el tipo
de coordenadas más adecuado y aplicar las condiciones de contorno pertinentes. La constante de
separación −β2

c es el autovalor del operador ∇2
t y sus valores −β2

clm
compatibles con el problema

transversal constituyen, en las gúıas con pared metálica ideal, un espectro discreto y real, doblemente
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numerable por los ı́ndices (l, m)1. Las autofunciones Ψlm generan a los modos TElm, TMlm. El TEM
es un caso particular de los anteriores para βc = 0.

Por lo que se refiere a la segunda ecuación, al considerar a la ĺınea como indefinida, se resuelve
sin condiciones de contorno y su solución, bien conocida, es

Z(z, t) = Aej (ωt−βz z) + B ej (ωt+βz z) (E.9)

a la que se ha añadido el factor temporal ej ωt para poner de manifiesto que resulta de superponer
un modo que viaja en sentido positivo con otro que lo hace en sentido contrario. Incluyendo a la
dependencia de las coordenadas transversales

Ψ(~r, t) = Ψt(qa, qb)
(
Aej (ωt−βz z) + B ej (ωt+βz z)

)
(E.10)

Cada uno de los sumandos de la expresión anterior es una Onda plana no homogénea, con un
Número de onda longitudinal βz, en la que los Planos de fase constante

ϕz = ωt± βz z = cte (E.11)

viajan con una velocidad de fase y una longitud de onda, a lo largo de la gúıa,

vz =
ω

βz
, , λz =

2π

βz
(E.12)

pero la amplitud en dichos planos Ψt(qa, qb) no es uniforme.

E.1.1.1. Relaciones de dispersión. Parámetros de corte

Dado que la resolución del problema de contorno correspondiente a la función de las coordenadas
transversales determina el conjunto de autovalores β2

clm
compatibles con el mismo y que éstos están

ligados con el número β de las ondas planas homogéneas y con el longitudinal βz a través de la
expresión E.7, para los Modos de propagación designados por los ı́ndices (l, m), se cumple la Relación
de dispersión

β2
zlm

= β2 − β2
clm

(E.13)

que establece una dependencia de βz con β, o, lo que es lo mismo, con la frecuencia ω.

βc se denomina Número de onda de corte. Definiendo los parámetros Frecuencia de corte ωc (fc)
y Longitud de onda de corte λc

ωc = 2π fc ≡ v βc , , λc =
2π

βc
(E.14)

1En las gúıas dieléctricas o con paredes conductoras no ideales el carácter real de los autovalores no está asegurado.
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y teniendo en cuenta a E.2, las relaciones de dispersión anteriores pueden escribirse de las formas:

β2
zlm

=
1
v2

(
ω2 − ω2

clm

)
=

(2π)2

v2

(
f2 − f2

clm

)
(E.15a)

1
λ2

zlm

=
1
λ2
− 1

λ2
clm

(E.15b)

c1ω

ωc3

z2 ββ β
z0

β
z

arctg vz2

arctg v

z1

arctg vz0

ω

z1

c2

ω

TEM

ω

Figura E.3: Relación de dispersión de los modos en la gúıa

ωclm
, (fclm

) son realmente frecuencias de corte, en el mismo sentido de la encontrada en el caso
de los plasmas, para aquellos modos que son generados por los potenciales de Debye de ı́ndices
(l, m). Efectivamente, las soluciones E.10 solo corresponden a ondas que se propagan si βz es real,
es decir, cuando la frecuencia de operación es superior a la de corte ω > ωc. En caso contrario,
ω < ωc, se dice que el modo está en corte, o es un Modo evanescente y el potencial responde a la
expresión

Ψ = Ψt e−
z
δz ej ωt (E.16)

en la que el número de onda se hace imaginario puro y el modo se atenúa sin propagarse. La
Profundidad de penetración de los modos en la gúıa, a lo largo de la cual la onda se atenúa por el
factor 1/e,
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δzlm
=

1
jβzlm

=
v√

ω2
clm

− ω2
(E.17)

es tanto mayor cuando más cercana al corte se halle la frecuencia de operación. Aśı, pues, los modos
en corte quedan confinados en los alrededores de los puntos en que se generan, tanto más cuanto
mayor sea la diferencia ωc − ω. Aunque en una gúıa indefinida este tipo de modo no aparece, ya
que seŕıa atenuado en el infinito, los circuitos reales están compuestos por elementos de dimensión
finita y cuya geometŕıa, como se verá más adelante, no se ajusta al ideal de la figura E.2. La
solución general de la ecuación de onda incluye también a los modos en corte y el papel de éstos es
determinante en el comportamiento de aquellos elementos cuya función es la de condicionamiento
de la onda que se propaga por ellos.

La relación de dispersión de los modos (l, m) puede aún escribirse, de forma análoga a la de
D.29, como ω = ω(βz)

ω2 = ω2
clm

+ β2
zlm

v2 (E.18)

En la figura E.3 se presentan las relaciones de dispersión de los primeros modos de la gúıa,
ordenados, según la magnitud de su frecuencia de corte, por un solo ı́ndice n = 0 , 1, 2 · · · . El
primero corresponde a βc = 0, es decir, al modo TEM, y los demás a los modos superiores. Para
cada frecuencia ω pueden propagarse por la gúıa todos aquellos modos para los que ω > ωclm

. A la
frecuencia marcada en la figura, estos modos son los correspondientes a n = 0, 1 y 2, con velocidades
de fase y números de onda (vz1 , βz1), (vz2 , βz2) y (vz3 , βz3). Los modos n > 3 son modos en corte.
Más adelante se verá que el modo TEM, solo puede propagarse en gúıas multiconductoras, es decir,
en ĺıneas de transmisión.

El uso ordinario de las gúıas es en Modo único (solo se propaga uno de los modos), preferente-
mente con el Modo dominante. Este último es el modo con menor frecuencia de corte de entre los que
pueden propagarse en la gúıa (n=0 para las ĺıneas, n=1 para las gúıas).Más adelante se verá como es
posible favorecer la propagación de un modo y dificultar la del resto de los mismos. Aún trabajando
en modo único la gúıa dispersa a los grupos de onda porque, como se deduce de E.18,

vzlm
=

ω

βzlm

=
v√

1− x2
, , x =

ωclm

ω
=

fclm

f
(E.19a)

v2 = vzlm
vglm

(E.19b)

la velocidad de fase vzlm
y la de grupo vglm

del modo en la gúıa son funciones de la frecuencia.

E.1.2. Clasificación de los modos

Para el estudio de las gúıas ideales propuestas anteriormente, es útil la clasificación de los modos,
según su transversalidad con respecto al vector unitario ẑ, en TE, TM y, como caso particular de los
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anteriores, TEM. En los dieléctricos homogéneos que forman parte de las gúıas, la divergencia de
los campos es nula por lo que, según se ha visto en la sección 4.3.1, puede utilizarse la componente
Xntz como potencial de Debye

Xntz = Ψ (E.20)

y, de acuerdo con 4.19 y E.4,

~Xt = B∇Ψ ∧ ẑ = B∇t Ψ ∧ ẑ (E.21)

donde B es una constante que se determinará más adelante.

Si se identifica al campo transversal ~Xt con ~E (o ~H), el no transversal ~Xnt asociado al primero
será ~H (o ~E), de acuerdo con las leyes de Ampère y Faraday

~H = − 1
j ωµ

∇∧ ~E , , ~E =
1

j ωε
∇∧ ~H (E.22)

y con la relación 4.15c
~Xnt = C∇∧ ~Xt = BC∇∧ (∇t Ψ ∧ ẑ) (E.23)

donde

C =





− 1
j ωµ si ~Xt = ~E

1
j ωε si ~Xt = ~H

(E.24)

Este campo no transversal puede expresarse como suma de sus componentes longitudinal y
transversal desarrollando ∇∧ (~a ∧~b), descomponiendo al operador ∇ 2 y haciendo uso de E.8a

~Xnt = BC [β2
c Ψ ẑ +∇t

∂ Ψ
∂ z

] = Xntz ẑ + ~Xntt (E.25)

~Xntt es la componente de ~Xnt contenida en el plano transversal 3 y Xntz la componente longitu-
dinal:

Xntz = BC β2
c Ψ , , ~Xntt = BC∇t

∂ Ψ
∂ z

(E.26)

Cabe resaltar que ~Xnt tiene componente longitudinal excepto cuando βc = 0, en cuyo caso el
modo es TEM (TEMz).

Para βc 6= 0 puede tomarse

2Téngase en cuenta quebz ∂
∂ z
· ∇t → 0.

3∇t f está contenido en el plano transversal, según E.4.
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Xntz ≡ Ψ ⇒ B =
1

C β2
c

(E.27)

y escribir

~Xntt = ∇t Φ (E.28)

donde
Φ ≡ 1

β2
c

∂ Xntz

∂ z
(E.29)

se define como el Potencial del modo.

En cuanto al campo transversal ~Xt, de acuerdo con E.27, E.21 y E.29

~Xt =
1

C β2
c

∇t ∧Xntz ẑ =
1

C β2
c

∇t Xntz ∧ ẑ (E.30)

, expresión en la que C toma el valor indicado en E.24.

El potencial de Debye Xntz es, por lo tanto, solución de la ecuación E.8a

∇2
t Xntz(qa, qb, z) = −β2

c Xntz(qa, qb, z) (E.31)

Recuérdese que la dependencia de Ψ = Xntz con respecto a la variable z viene dada por E.9.

Según ésto, los modos pueden clasificarse dentro de los tres tipos anunciados:

- TE: Ez = 0 y βc 6= 0. Derivan de Hz.

- TM: Hz = 0 y βc 6= 0. Derivan de Ez.

- TEM: Ez = 0, Hz = 0 y βc = 0. Derivan directamente de Ψ, solución de la ecuación de Laplace.
Por esta razón, los campos de los modos TEM son, en parte, análogos a los estático.

E.1.3. Relaciones de estructura

Modos TE :

En estos modos Ez = 0 y las componentes transversales de los campos se obtienen en función
de Xntz = Hz que, a su vez, es solución de E.31. El Potencial TE es

ΦTE ≡ 1
β2

c

∂ Hz

∂ z
= ∓jβz

β2
c

Hz (E.32)

donde, según E.10, el signo (−) es aplicable a los modos que se propagan en la dirección ~n = +ẑ y el
(+) lo es a aquellos que viajan en la dirección ~n = −ẑ. Es cómodo expresar el gradiente longitudinal,
cuando se aplica a modos que se propagan en la dirección ~n = ±ẑ, de la forma
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∇z = ẑ
∂

∂ z
→ −jβz ~n (E.33)

De acuerdo con la definición del potencial y las expresiones E.21, E.24, E.28 y E.30, las compo-
nentes transversales de los campos son

~HTE
t = ∇t ΦTE (E.34a)

~ETE = ZTE ~HTE
t ∧ ~n (E.34b)

donde se ha definido la Impedancia del modo TE como

ZTE =
ωµ

βz
= Z

β

βz
, , Z =

ωµ

β
=

√
µ

ε
(E.35)

, siendo Z la impedancia del dieléctrico. Para los modos TE correspondientes a los ı́ndices (l, m),
la impedancia toma el valor

ZTE
lm =

Z√
1− x2

, , x =
ωclm

ω
=

fclm

f
(E.36)

Esta relación de estructura, véase la figura E.4 es aplicable a los modos TE que viajan en una
dirección determinada ~n = ±ẑ.

n
t

E

H

H
z

H

TE

Figura E.4: Relación de estructura TE

Modos TM :

Procediendo de forma análoga a como se ha hecho con el modo TE, se tiene que el Potencial
TM es

ΦTM ≡ 1
β2

c

∂ Ez

∂ z
(E.37)
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y la relación de estructura para las componentes

~ETM
t = ∇t ΦTM (E.38a)

~HTM =
1

ZTM
~n ∧ ~ETM

t (E.38b)

La Impedancia del modo TM es

ZTM = Z
βz

β
(E.39)

En concreto

ZTM
lm = Z

√
1− x2 , , x =

ωclm

ω
=

fclm

f
(E.40)

y la relación de estructura correspondiente es la que se muestra en la figura E.5.

n

E t

H

E

TM

zE

Figura E.5: Relación de estructura TM

Modos TEM :

El modo TEM resulta de hacer βc = 0, luego la relación de dispersión E.13 y la velocidad de
fase se reducen a

βz = β = ω
√

µε , , vz =
ω

β
=

1√
µε

= v (E.41)
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donde v es la velocidad de las ondas planas homogéneas en el medio. Como en el caso de estas
últimas ondas, estos modos no sufren dispersión 4 puesto que la velocidad de fase es independiente
de la frecuencia. También comparten la misma relación de estructura:

Al ser nula la componente longitudinal de los campos, no es posible utilizarla como potencial de
Debye. pero puede, por ejemplo, identificarse a ” ~Xntt çon ~ETEM y definir como Potencial TEM a

ΦTEM ≡ BC
∂ Ψ
∂ z

(E.42)

con lo que, de acuerdo con E.26
~ETEM = ∇t ΦTEM (E.43)

El campo magnético puede deducirse de la relación de estructura de los modos TM (E.38b y
E.39) teniendo en cuenta que (βz)βc=0 = β e identificando a ~ETM

t → ~ETEM y a ~HTM → ~HTEM

~HTEM =
1

ZTEM
~n ∧ ~ETEM , , ZTEM = Z =

√
µ

ε
(E.44)

Se diferencia de los modos homogéneos en que la amplitud de los campos en los planos de
fase constante es función de las coordenadas transversales. Con respecto a los modos TE y TM se
distingue, además de por su carácter no dispersivo, ya que vf no depende de la frecuencia, porque
carece de componentes longitudinales.

Dada la nulidad de las componentes longitudinales, el campo eléctrico puede calcularse plante-
ando un problema de tipo electrostático en el plano transversal:

∇ · ~E = 0 ⇒ ∇t · ~ETEM = 0 (E.45a)

∇∧ ~E = −j ωµ ~H ⇒ ∇t ∧ ~ETEM = 0 (E.45b)

lo que significa que el campo eléctrico de este modo deriva de un potencial que es solución de un
problema bidimensional de tipo electrostático en el plano transversal.

∇2
t ΦTEM = 0 (E.46)

De forma análoga, puede verse que el campo magnético responde a un problema magnetostático

∇t · ~HTEM = 0 , , ∇t ∧ ~HTEM = 0 , ,

∮
~HTEM · d~l = I (E.47)

4Si se introducen los efectos de pérdidas en las paredes conductoras los modos propagativos tienen necesariamente
una componente longitudinal y aparecen efectos dispersivos.
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aunque basta con resolver el problema para uno de los campos ya que el otro se deduce del primero
mediante la relación de estructura.

Dado que un campo electrostático nace y muere en cargas de distinto signo y situadas en
distintas superficies equipotenciales, para que una gúıa pueda soporta un modo TEM es necesario
que contenga al menos a dos conductores. Este es el tipo de gúıa definido como ĺınea de transmisión.

Por otra parte, es interesante notar que el vector de Poynting en el dieléctrico

~Sc = ~ETEM ∧ ~HTEM∗ =
1
Z
| ~ETEM |2~n

, para un modo que se propaga en la dirección ~n,tiene dirección axial. Su proyección sobre las paredes
conductoras es nula y éstas no absorben enerǵıa de la onda. Si los conductores no fueran ideales,
existiŕıa, de acuerdo con D.48, una componente del vector de Poyntyng normal a la superficie,
responsable de las pérdidas por conducción, y el modo no seŕıa TEM. En la práctica, las paredes
de las ĺıneas son buenas conductoras y existe un modo aproximadamente TEM (cuasi-TEM).

A continuación se considera la propagación de los distintos tipos de modo en algunos ejemplos
t́ıpicos de gúıa.

E.1.4. El modo TEM en la ĺınea coaxial

Aunque se tome como referencia a la ĺınea coaxial, los conceptos aqúı definidos tienen validez
general. En éste tipo de ĺınea , como se muestra en la figura E.6, el dieléctrico está encerrado entre
dos conductores concéntricos de sección circular: el interior, de radio a y el exterior, de radio interior
b. Se suele utilizar a frecuencias relativamente bajas (ω < ωc1 en la figura E.3) a las que solo puede
propagarse el modo TEM.

H

H

E

i

r
L

1L

3L

Ia

Ib

2

z

(a) (b)

0V

-

+ a

b

Figura E.6: Ĺınea coaxial
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Dependencia transversal :

La dependencia transversal de este modo se obtiene resolviendo la ecuación E.46. Dado que el
problema es de tipo electrostático, se puede escribir ΦTEM ≡ −V e imponer como condición de
contorno una diferencia de potencial V0 entre el conductor externo y el interno. Por simetŕıa, el
potencial en el dieléctrico es solo función de la distancia radial ρ al eje z y la ecuación de Poisson
correspondiente es

1
ρ

∂

∂ ρ

(
ρ
∂ V

∂ ρ

)
= 0

La solución que cumple las condiciones de contorno impuestas es bien conocida

V = V0
ln(ρ/a)
ln(b/a)

Luego el campo eléctrico es

~E = −∇t V = − V0

ln(b/a)
ρ̂

ρ
(E.48)

El campo ~H se obtiene por medio de la relación de estructura E.44. En adelante, se denomi-
nará Onda incidente a la que viaja en el sentido positivo del eje Z y Onda reflejada a la que lo
hace en sentido contrario y a las magnitudes asociada a cada una de ellas se les denotará por los
ı́ndices (i) y (r). Según esto, añadiendo la dependencia de z y de t, los campos de estas ondas pueden
escribirse de la forma

~Ei(ρ) = − Vi

ln(b/a)
ρ̂

ρ
ej (ωt−βz z) , , ~Hi(ρ) = − Vi

Z ln(b/a)
ϕ̂

ρ
ej (ωt−βz z) (E.49a)

~Er(ρ) = − Vr

ln(b/a)
ρ̂

ρ
ej (ωt+βz z) , , ~Hr(ρ) = +

Vr

Z ln(b/a)
ϕ̂

ρ
ej (ωt+βz z) (E.49b)

Como se indica en la figura E.6a, las ĺıneas de ~E son radiales y las de ~H azimutales.

Aunque, como se verá más adelante, el diseño de elementos de microondas requiere el uso de la
teoŕıa de campos y el conocimiento de la dependencia transversal de todos los modos posibles, en
la práctica, trabajando en modo único, suele bastar con representar a la gúıa como a un circuito de
parámetros distribuidos. Para ello se definen las funciones tensión e intensidad del modo utilizado.
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Funciones tensión e intensidad. Impedancia caracteŕıstica. :

Para cada uno de los modos, incidente y reflejado, se define la amplitud de la tensión como

V0 ≡
∫ b

a
dV =

∫ a

b

~E · d~l (E.50)

V0 toma el valor Vi (Vr) para la onda incidente (reflejada).

También puede definirse la amplitud de la intensidad en la ĺınea de la siguiente forma. Puesto
que el camino L3 discurre por el interior del conductor externo, circunda a la corriente Ib que circula
por la cara interna de éste y a la Ia que circula por la cara externa del conductor interno 5. Al ser
nulo el campo interno del conductor,

∮

L3

~H · d~l = Ib + Ia = 0 ⇒ Ib = −Ia ≡ I0

o

I0 ≡ −
∮

L2

~H · d~l = − 1
Z

∮

L2

~n ∧ ~E · d~l (E.51)

I0 toma el valor Ii para la onda incidente, cuya dirección de propagación es ~n = ẑ, e Ir para la
onda reflejada, cuya dirección de propagación es ~n = −ẑ.

En el caso de las ĺıneas, trabajando con el modo TEM , es conveniente definir la Impedancia
caracteŕıstica de la ĺınea de la forma 6

Zc ≡ Vi

Ii
= Z

∫ b
a

~Ei · d~l∮
L2

ẑ ∧ ~Ei · d~l
= −Vr

Ir
(E.52)

que, como puede comprobarse, toma el valor

Zc =
1
2π

Z ln(
b

a
) (E.53)

para la ĺınea coaxial 7.

De esta forma, se obtiene la tensión a lo largo de la ĺınea, como superposición de las contribu-
ciones de las ondas incidente y reflejada 8

5Como los conductores son ideales, los campos y las corrientes armónicas son nulos en su interior por lo que estas
últimas solo pueden circular por su superficie.

6Esta definición concuerda con la utilizada en los circuitos de corriente cuasi-estacionaria. En el caso general de
las gúıas, esto no suele ser cierto.

7Problema e-23.
8No es necesario arrastrar el factor ejω t.
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V (z) = Vi e
− jβ z + Vr e jβ z (E.54a)

I(z) =
1
Zc

(Vi e
− jβ z − Vr e jβ z) (E.54b)

, ecuaciones que son análogas a las D.56.

E.1.5. Gúıa rectangular

Las gúıas rectangulares están constituidas por un dieléctrico, que normalmente es el vaćıo, y una
pared conductora que lo envuelve, cuya geometŕıa transversal, como se muestra en la figura E.7, es
rectangular. En las gúıas está ndar a ' 2 b.

ẑ

x=0
y=0x

y

^

^

y=b

x=a

Figura E.7: Gúıa rectangular

La ecuación transversal E.31 se plantea, de forma adecuada a la geometŕıa de este problema, en
coordenadas cartesianas

(
∂2

∂ x2
+

∂2

∂ y2

)
Xz(x, y) = −β2

c Xz(x, y) (E.55)

y puede resolverse, por ejemplo, mediante el método de separación de variables, escribiendo

Xz(x, y) = X(x) Y (y) (E.56)

Anotando las constantes de separación como −β2
x y −β2

y , resultan las ecuaciones separadas

d2 X(x)
dx2

= −β2
x X(x) (E.57a)
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d2 Y (y)
dy2

= −β2
y Y (y) (E.57b)

y la condición de separación

β2
c = β2

x + β2
y (E.58)

Las soluciones de E.55 pueden, por lo tanto, escribirse de la forma

Xz(x, y) = (A1 sen βxx + A2 cos βxx)(B1 sen βyy + B2 cos βyy) (E.59)

donde las constantes A, B y β deberán ajustarse a las condiciones de contorno.

Dado que los campos derivan de las componentes longitudinales, basta con imponer a éstas las
condiciones de frontera para determinar la estructura de cada uno de los modos. A continuación
se encuentran las condiciones de contorno para las componentes longitudinales sobre la superficie
de un conductor ideal, las cuales no se restringen a una geometŕıa determinada de la gúıa, y se
determina la dependencia transversal de los modos TE y TM.

E.1.5.1. Modos TE

Para estos modos Xz = Hz.

Condiciones de contorno :

En este caso es suficiente con exigir la anulación sobre la superficie del conductor de la derivada
normal de Hz. Esto asegura que la componente tangencial de ~E y la normal de ~H se anulan sobre
dicha superficie. La condición de contorno para los modos TE es, por lo tanto,

(
∂ Hz

∂ ns

)

S
= 0 Condición de contorno TE (E.60)

Efectivamente, de acuerdo con la figura E.8, en la que S es la superficie del conductor y ~ns la
normal a la misma,

(
∂ Hz

∂ ns

)

S
≡ (∇Hz · ~ns)S = (∇tHz · ~ns)S

puesto que ẑ · ~ns = 0. Teniendo en cuenta a la definición del potencial TE y a E.34a

(∇tHz · ~ns)S ∼
(∇tΦTE · ~ns

)
S =

(
~Ht · ~ns

)
S

= Htn

donde Htn es la componente del campo ~Ht transversal que es perpendicular a la superficie del
conductor. Luego, si se cumple la condición E.60, ~H es tangencial en dicha superficie 9 y, por la
relación de estructura correspondiente (~E ⊥ ~Ht), ~E es normal a la misma.

9 ~Hz es tangencial a la superficie y, al ser ~Htn = 0, ~Ht también es tangencial.
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Figura E.8: Condiciones de contorno

Dependencia transversal :

La condición de contorno E.60 se concreta en

∂ Hz

∂ x
= 0 en x = 0 y x = a (E.61a)

∂ Hz

∂ y
= 0 en y = 0 y y = b (E.61b)

De la aplicación de estas condiciones a E.59 se deduce que A1 = 0 y B1 = 0 y que las constantes
de separación transversales solo pueden tomar los valores discretos

βx =
l π

a
, , βy =

mπ

b
, , l, m = 0, 1, · · · (E.62)

Por lo tanto, los modos forman un conjunto doblemente infinito generado por

Hzlm
= H0lm

cos (lπ
x

a
) cos (mπ

y

b
) (E.63)

La dependencia funcional de Hz excluye la posibilidad del modo l = m = 0 porque Hz00 = cte
y el resto de las componentes son nulas.

Las constantes de corte y de propagación son

βclm
= π

√
l2

a2
+

m2

b2
, , βzlm

=
√

β2 − β2
clm

(E.64)
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Las componentes transversales Hx y Hy se obtienen a partir del potencial TE E.32 y tomando
∇t = x̂ ∂

∂ x + ŷ ∂
∂ y en E.34a

Hxlm
= ±H0lm

(
j βzlm

β2
clm

) (
lπ

a
) sen (lπ

x

a
) cos (mπ

y

b
) (E.65a)

Hylm
= ±H0lm

(
j βzlm

β2
clm

) (
mπ

b
) cos (lπ

x

a
) sen (mπ

y

b
) (E.65b)

El signo (+) corresponde a las ondas incidentes (i) y el (-) a las reflejadas (r).

El campo eléctrico se obtiene por medio de la ecuación E.34b

Exlm
= ±ZTE

lm Hylm
(E.66a)

Eylm
= ∓ZTE

lm Hxlm
(E.66b)

E.1.5.2. Modos TM

En este caso Xz = Ez.

Condiciones de contorno :

Las condiciones de contorno para los modos TM se reducen a la exigencia de que se anule la
componente longitudinal del campo eléctrico

(Ez)S = 0 Condición de contorno TM (E.67)

Si se cumple esta condición, la superficie del conductor es equipotencial para ΦTM y, como
consecuencia, ~Et, que deriva de este potencial, es perpendicular a la superficie. Esto implica que
~E = ~Et + ~Ez = ~Et también lo es y que, dada la relación de estructura pertinente, ~H es tangencial
a dicha superficie.

Dependencia transversal :

En el caso de la gúıa rectangular, las condiciones aplicables a la superficie son

Ez = 0 para x = 0, x = a, y = 0, y = b (E.68)

de donde se deducen las mismas relaciones E.62 y E.64 para las constantes de separación, de corte
y de propagación longitudinal, y se obtiene para Ez la expresión

Ezlm
= E0lm

sen (lπ
x

a
) sen (mπ

y

b
) , , l, m = 1, 2 · · · (E.69)

En este caso, ninguno de los ı́ndices puede igualarse a cero.
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E.1.5.3. Ordenación de los modos. Modo TE10

Ordenación de los modos :

Como se acaba de ver, de la dependencia funcional de las componentes Ez y Hz en una gúıa
rectangular se sigue la no existencia de los modos TE00, TMl0 y TM0m. Las frecuencias y longitudes
de onda de corte son, según E.64,

fclm
=

v

2

√
l2

a2
+

m2

b2
, , λclm

=
v

fclm

(E.70)

dependen de los ı́ndices (l, m) pero no del tipo de modo. En la figura E.9 aparecen los primeros
modos no nulos ordenados por la magnitud de su frecuencia de corte 10.

C01 C20
f     =ff

TE

C

f/f C10
TETE

TE

10 01

20

f

11

C11

1 2 2,24

TM11

Figura E.9: Ordenación de los modos de una gúıa rectangular

La frecuencia de corte inferior corresponde al modo TE10 el cual es el Modo dominante o funda-
mental. Es el que tiene la estructura más simple y de más fácil utilización, ya que es el único que se
propaga cuando se trabaja a una frecuencia superior a la primera de corte e inferior a la segunda.

Modo TE10. :

Para este modo, l = 1, m = 0. Las gúıas rectangulares destinadas a operar con él suelen
fabricarse en series estándar, cada uno de cuyos tipos cubre una banda de frecuencia determinada:
las S, X, J, P, etc.. Aśı, por ejemplo, las de la banda X, recomendadas para frecuencias entre 8.2 y
12.4 GHz, tienen unas dimensiones a = 2,286 cm y b = 1,016 cm. Si el dieléctrico, como es usual, es
aire (v = c), las frecuencias de corte de los dos primeros modos son

fc10 =
c

2a
= 6,56GHz , , fc20 =

c

a
= 13,1GHz (E.71)

que corresponden a las longitudes de onda de corte

λc10 = 2a = 4,572 cm , , λc20 = a = 2,286 cm (E.72)

10Se ha tomado a = 2b lo que hace que ciertos valores de la frecuencia de corte correspondan a más de un modo.
En la práctica, a ' 2b, por lo que las coincidencias que, como la fc01 = fc20 , se dan para modos con ı́ndices distintos,
no son exactas.
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Como puede comprobarse, no se aprovecha todo el intervalo fc20 − fc10 para propagar el modo
TE10. La banda recomendada se aleja suficientemente de ambos extremos; la gúıa es demasiado
dispersiva cuando la frecuencia de trabajo se acerca a la de corte del modo que se propaga y, por el
contrario, si la frecuencia de trabajo se acerca a la de corte del siguiente modo, la profundidad de
penetración de éste puede ser excesiva.

Los parámetros de este modo son, en general,

βc10 =
π

a
, , fc10 =

c

2a
, , λc10 = 2a (E.73)

βz10 =
π

a

1
x

√
1− x2 , , x =

c

2a f
=

λ

2a
(E.74)

ZTE
10 = Z

β

βz10

=
Z√

1− x2
(E.75)

De las componentes de los campos transversales E.65 y E.66, solo Hx y Ey son distintas de cero.
Los campos del modo incidente tienen, pues, la forma 11

H i
z = H i

0 cos (π
x

a
) e j (ωt−βz z) (E.76a)

H i
x = jβz (

a

π
) H i

0 sen (π
x

a
) e j (ωt−βz z) (E.76b)

Ei
y = −jω µ0 (

a

π
) H i

0 sen (π
x

a
) e j (ωt−βz z) (E.76c)

Puede demostrarse (véase la relación de problemas) que estos campos pueden obtenerse como
superposición de dos ondas planas homogéneas que se reflejan en las paredes de la gúıa.

Si H i
0 se toma como real, los campos reales son

H i
z = H i

0 cos (π
x

a
) cos (ωt− βz z) (E.77a)

H i
x = −βz (

a

π
) H i

0 sen (π
x

a
) sen (ωt− βz z) (E.77b)

Ei
y = ω µ0 (

a

π
) H i

0 sen (π
x

a
) sen (ωt− βz z) (E.77c)

11Se prescinde de los ı́ndices l, m y se incluyen las dependencias temporal y longitudinal.
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Las componentes normales de ~E y las tangenciales de ~H generan densidades superficiales de
carga y de corriente que, de acuerdo con 3.34a y 3.35b, son

~ns · ~E =
ρs

ε0
(E.78a)

~ns ∧ ~H = ~s (E.78b)

En la figura E.10 se representa a los campos y las corrientes del modo. En la figura E.10a se
muestra la amplitud de la componente Hz(x, z) en un instante determinado y en un intervalo de una
longitud de onda a lo largo de la gúıa. Como los campos de este modo son independientes de y, esta
figura es representativa de cualquier sección y = cte. En E.10b y E.10c se muestra a las amplitudes de
las componentes Hx(x, z) y Ey(x, z). Por último, en E.10d se dibuja esquemáticamente a las ĺıneas
de campo y de corriente en la cara lateral x = 0 y en la superior y = b. Las cargas superficiales
aparecen en las caras superior e inferior de la gúıa: son positivas en los puntos de origen de las
ĺıneas de ~E y negativas en los finales. Las ĺıneas de campo eléctrico son verticales y su intensidad
máxima tiene lugar en el centro, mientras que las del campo magnético se mantienen en los planos
horizontales y son, como debe ser, cerradas. Las ĺıneas de corriente son perpendiculares a los ~H
tangenciales, por lo que son verticales en las caras laterales y curvas, hacia o desde el centro de las
caras, en la inferior y la superior. En estas caras, solo es recta la ĺınea de corriente que discurre a lo
largo su eje central.

Puesto que los elementos de un circuito de microondas han de ser diseñados espećıficamente para
el modo en que operen, el conocimiento de esta estructura de los campos y corrientes es importante.

Componentes para circuitos TE10 :

Un circuito de microondas está compuesto por un conjunto de componentes activos (gener-
adores) y pasivos. La figuras E.11 y E.12 representan a algunos de los componentes pasivos más
simples de un circuito de microondas destinado a operar con el modo TE10, dentro de la banda
recomendada. En el comportamiento global de estos componentes juegan un papel importante los
campos del modo dominante y los de los modos en corte, especialmente aquellos cuyas frecuencias
de corte están más próximas a la de trabajo. Como puede verse, la geometŕıa de éstos componentes
no corresponde a la de una gúıa ideal y, en consecuencia, alrededor de las irregularidades se acu-
mula enerǵıa electromagnética que corresponde a dichos modos evanescentes y se generan ondas
propagativas reflejadas y transmitidas.

Las figuras E.11a-b representan a diversos tipos de ranura. Aquellas practicadas en la dirección
de las ĺıneas de corriente del modo que se propaga, se califican de no radiativas porque no perturban
apreciablemente a la estructura ideal de los campos. Este tipo de ranura es útil cuando se quiere
acceder al interior de la gúıa sin perturbar excesivamente a los campos. Por el contrario, las ranuras
transversales a la dirección de la corriente, las radiativas, interrumpen a dicha corriente y provocan
la acumulación de cargas oscilantes, de distinto signo, a ambos lados la misma. La ĺınea de dipolos
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Figura E.12: Componentes TE10
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aśı creada radia enerǵıa y perturba apreciablemente la estructura de los campos. De esta forma se
posibilita el transvase de enerǵıa electromagnética entre el interior y el exterior de la gúıa.

En E.11c-d se muestran dos formas de excitar el modo dominante en la gúıa a través de una ĺınea
coaxial. En el primer caso se hace uso de una pequeña antena lineal, prolongación del conductor
interno de la ĺınea, en la posición y dirección del campo eléctrico máximo: a una distancia de λ/4 de
la pared inicial de la gúıa y de a/2 de las paredes laterales de la misma. En el segundo, una antena
de lazo excita al campo Hx en condiciones análogas a las que se acaban de describir para Ey.

Las siguientes figuras E.11e-f representan a dos tipos de atenuador variable. Están destinados
a disipar una parte variable de la enerǵıa del modo y consisten, básicamente, en láminas de con-
ductividad finita colocadas en posición regulable pero tangencial al campo eléctrico de modo. La
continuidad de la componente tangencial del campo hace circular corrientes en la lámina que disipan
enerǵıa, en tanta más cantidad cuanto mayor es la superficie de la placa expuesta al campo eléctrico
y cuanto mayor es la amplitud de éste último. En el primer caso, cuando la lámina está próxima a la
pared lateral de la gúıa la atenuación es pequeña y cuando se posiciona en el centro es máxima. Si
la lámina fuera conductora ideal, el componente actuaŕıa como un filtro que dificulta la propagación
del modo, reflejándolo sin absorción de enerǵıa. En el segundo tipo, la lámina está situada en la
posición de campo máximo y las distintas atenuaciones se consiguen introduciendo a la lámina en
el interior de la gúıa mediante un giro θ.

Los componentes representados en E.12a-b-c son elementos en los que una lámina conductora
ideal, tangencial al campo eléctrico, obstruye parcialmente a la sección transversal de la gúıa. En la
primera, la ventana inductiva, la lámina está situada en una región en la que predomina el campo
magnético y su comportamiento es análogo al de una autoinducción. En la segunda, la capacitiva,
la interacción predominante es sobre el campo eléctrico, por lo que esta ventana es análoga a un
condensador. Por último, la ventana resonante, que comparte carácteŕısticas con las dos anteriores,
tiene un comportamiento resonante a la frecuencia de trabajo. El poste resonante de la figura E.12d
puede comportarse como capacitivo, inductivo o resonante en función de la longitud del tornillo
introducida en la gúıa.

La figura E.12e corresponde a la sección longitudinal de una impedancia acoplada, elemento de
gran utilidad en las configuraciones de medida en microondas. Equivale a una impedancia igual a la
impedancia caracteŕıstica de la gúıa y absorbe la casi totalidad de la onda incidente. Esencialmente
consiste en una larga cuña de material cuya superficie tiene una conductividad adecuada. El campo
eléctrico es tangencial a dicha superficie, la cual genera una corriente que disipa paulatinamente a
la onda incidente. De esta forma, la onda reflejada es prácticamente nula. La figura E.12f representa
al corte longitudinal de un cortocircuito, es decir, de una impedancia nula (Z= 0). Consiste en
un conductor ideal que cubre totalmente a una sección transversal de la gúıa. Al ser tangencial al
campo eléctrico, anula a éste y el modo es reflejado en su totalidad.

Es interesante resaltar que estos componentes solo ejercen la función que de ellos se espera
cuando operan con un modo concreto, el TE10, y dentro de la banda de frecuencias recomendada.
Aśı, la lámina conductora ideal que en E.12g aparece colocada en el plano horizontal y = b/2, es
totalmente compatible con el modo TE10, porque su campo eléctrico es perpendicular y el magnético
tangencial a dicha lámina, mientras que obstaculiza al TE01 que tiene análoga estructura de campos
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a la del modo anterior pero su campo eléctrico tiene la dirección del eje X y su campo magnético
está contenido en los planos x = cte. Se trata, por lo tanto, de un filtro, componente de los circuitos
de la banda X, destinado a impedir la aparición del modo TE01.

E.1.6. Gúıa circular

E.1.7. Gúıa dieléctrica

La gúıa dieléctrica es actualmente uno de los veh́ıculos más eficaces para la transmisión de
información, especialmente una de sus variantes, la fibra óptica. Aqúı se estudiarán los aspectos
fundamentales de la propagación de ondas en este tipo de gúıas a través de un ejemplo sencillo: la
gúıa planar, la cual es un componente común en la óptica integrada. Aunque su fundamento radica
en el fenómeno de la reflexión total estudiado en la sección D.3.4, aqúı se abordará el problema con
el mismo procedimiento empleado para el resto de las gúıas.

En la figura E.13 se muestra una sección transversal de una gúıa planar simétrica. Está consti-
tuida por una lámina plana de dieléctrico, el Núcleo, cuya semianchura es d y cuyas constantes son
µ0 y εn, inmersa entre dos semiespacios infinitos, el Substrato y la Armadura, que en este caso son
idénticos y menos densos que el núcleo: sus constantes son µ0 y εa < εn. Se plantea un problema
bidimensional en el que se buscan modos que se propagan en la dirección Z y que no dependen de
la variable y ( ∂

∂ y → 0).

0
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n
εε

ẑ
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Figura E.13: Gúıa dieléctrica simétrica

Como en ocasiones anteriores, la componente longitudinal del campo que se propaga en el sentido
positivo del eje Z, para cualquiera de las polarizaciones TE o TM y, en cualquiera de los tres medios,
puede escribirse de la forma

Xz(x, z, t) = Xzt(x) e j(ωt−βzz) (E.79)

donde Xzt(x) es la función transversal. Esta componente es tangencial a las superficies que separan
a los distintos medios, por lo que debe ser continua para cualesquiera t y z, lo que exige que la
frecuencia ω y la constante de propagación longitudinal βz tomen los mismos valores en todos ellos.

Xzt(x) juega el papel de potencial de Debye y es, por lo tanto, solución de la ecuación E.31

d2

dx2
Xzt(x) = −β2

c Xzt(x) (E.80)
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En este caso, βc no tiene el sentido de constante de corte que posée en las gúıas metálicas, pero
sigue cumpliendo relaciones de dispersión del tipo de E.7.

Para que la onda se propague sin atenuación, ω y βz deben ser reales y, como ya se ha establecido,
toman los mismos valores en los tres medios. No ocurre lo mismo con β y βc. La primera toma los
valores reales pero distintos

β →




βn ≡ ω
√

µ0 εn , , núcleo

βa ≡ ω
√

µ0 εa , , armadura y substrato
(E.81)

βc puede tomar valores imaginarios 12. Para modos guiados, que estén confinados en el entorno
del núcleo, es conveniente escribir

β2
c →





κ2 , , núcleo

−ν2 , , armadura y substrato
(E.82)

con κ y ν reales y positivos. Con esta notación, las relaciones de dipersión se expresan de la forma

β2
z = β2 − β2

c →




β2
z = β2

n − κ2 , , núcleo

β2
z = β2

a + ν2 , , armadura y substrato
(E.83)

De la igualdad de βz en todos los medios se deducen dos propiedades fundamentales de estas
gúıas:

β2
z = β2

n − κ2 = β2
a + ν2 ⇒ βa < βz < βn (E.84)

Si κ y ν son reales y positivos, la constante de propagación longitudinal βz tiene por cota superior
a βn y por cota inferior a βa. Esto significa, en primer lugar, que εa < εn, lo que confirma que el
núcleo debe ser más denso que los medios exteriores por lo que la onda se confina por reflexión total,
desde el primero, en las superficies de separación con los segundos. En segundo lugar, puesto que
las condiciones de frontera harán que el espectro de las κ, ν y βz sea discreto para una frecuencia
dada, a dicha frecuencia solo podrá propagarse un número finito de modos, propiedad que esta gúıa
comparte con las que anteriormente se han estudiado.

Si se concreta este desarrollo para los modos TE, la solución de la componente longitudinal se
expresará, de forma general, como

Hz(x) =





C e−ν x , x > d armadura

Asen(κx) + B cos(κ x) , −d ≤ x ≤ d núcleo

D e ν x , x < −d substrato

(E.85)

12Si a βc se le da un valor complejo, βz toma también un valor complejo, puesto que debe cumplir la relación de
dispersión, y β es real. La onda resultante se atenúa en la dirección de propagación. Este tipo de modos se denominan
radiativos o ”leakyτ son necesarios para completar la base de las posibles soluciones pero, en lo que sigue, no serán
tenidos en cuenta.
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En el substrato y en la armadura, si ν es real, la solución general es una combinación de exponenciales
reales. En el primero dicha solución debe ser acotada para x → −∞ por lo que solo se puede
considerar la contribución del exponencial positivo. En la segunda, la convergencia debe tener lugar
cuando x →∞, por lo que se toma la solución exponencial negativa. A, B, C y D son constantes,
tres de las cuales se determinarán en función de una de ellas mediante el uso de las condiciones
de contorno. Para cumplimentar a estas últimas, solo es necesario exigir la continuidad de las
componentes tangenciales de ~E y ~H en los planos x = ±d, pues, de esta manera, como puede
comprobarse, se asegura la continuidad de las componentes de los campos normales a dichos planos
(Bx en el caso TE y Dx en el caso TM).

Dada la simetŕıa del problema, es conveniente considerar por separado a los modos Pares, en
los cuales B = 0, y a los modos impares (A = 0) 13. Imponiendo la continuidad de Hz en x = ±d
para los modos pares, se tiene que

Hz(x) =





Asen(κ d) e−ν (x−d) , x > d armadura

Asen(κx) , −d ≤ x ≤ d núcleo

−Asen(κ d) e ν (x+d) , x < −d substrato

(E.86)

La componente transversal del campo magnético se obtiene a partir del potencial ΦTE definido
en E.32

ΦTE =





j βz

ν2 Hz , armadura y substrato

−j βz

κ2 Hz , núcleo
(E.87)

mediante el gradiente transversal E.34a

~Ht = x̂
∂

∂ x
ΦTE

luego

Hx(x) =





−j βz

ν Asen(κ d) e−ν (x−d) , x > d armadura

−j βz

κ Acos(κx) , −d ≤ x ≤ d núcleo

−j βz

ν Asen(κ d) e ν (x+d) , x < −d substrato

(E.88)

El campo eléctrico se obtiene de la componente transversal del magnético según E.34b, resul-
tando

~ETE = −ZTE Hx ŷ , , ZTE =
ω µ0

βz

y
13La paridad aludida en estas definiciones se refiere a las componentes transversales. La de las longitudinales es

precisamente la contraria.
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~Ey(x) =





ω µ0

ν Asen(κ d) e−ν (x−d) , x > d armadura

ω µ0

κ Acos(κ x) , −d ≤ x ≤ d núcleo

ω µ0

ν Asen(κ d) e ν (x+d) , x < −d substrato

(E.89)

Como puede comprobarse, la simetŕıa de las componentes transversales es, efectivamente, par.

Pero el problema no está completamente resuelto puesto que, como ya se ha comentado, no
todos los valores de κ, ν y βz son compatibles con las condiciones de contorno impuestas: además
de la continuidad de Hz, hay que asegurarse de que Ey también lo es.

Dada la simetŕıa de la gúıa, basta con exigir la continuidad de Ey en una de las superficies
x = ±d. Esto conduce a la condición

1
κ

cos(κ d) =
1
ν

sen(κ d) ⇒ b = a tg(a) (E.90)

o Ecuación caracteŕıstica de los modos pares, donde se ha utilizado la notación a ≡ κ d y b ≡ ν d.

Procediendo de forma análoga para los modos pares se obtiene la ecuación caracteŕıstica de los
modos impares

b = −a cotg(a) (E.91)

Por otra parte, de E.84 se deduce que

a2 + b2 = R2 (E.92)

donde
R ≡ ω d

√
µ0(εn − εa) (E.93)

es el radio de un ćırculo en el plano ab.

Para encontrar los valores posibles de a y de b se ha de resolver un sistema de ecuaciones
transcendente: E.92 y E.90 para los modos pares y E.92 y E.91 para los impares. Esto solo es
posible hacerlo de forma gráfica o numérica, como se indica en la figura E.14. En la parte superior
de la gráfica se superponen, en el plano ab, las ecuaciones caracteŕısticas de los modos pares e impares
y se determinan las intersecciones con el ćırculo de radio R. En la parte inferior se representa a la
parte negativa de la función

f(a) = a tg(a)− b = a tg(a)−
√

R2 − a2 (E.94)

, correspondiente a los modos pares, y se marcan sus ceros (éstos pueden obtenerse numéricamente
mediante cualquier rutina de extracción de ráıces).

Por cualquiera de estos procedimientos se obtienen las parejas de valores posibles (am, bm) y,
haciendo uso de la relación E.84, las βzm (m = 0, 1, · · · ) correspondientes a los modos pares e
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impares. Como se desprende de la gráfica superior, el número de modos que se puede propagar a
una frecuencia determinada, es finito (cinco, de 0 a 4 en el ejemplo gráfico). El número máximo de
modos que pueden propagarse viene dado por la condición

m
1
2

π < R (E.95)

como puede verse en la figura, dado que las curvas b = a tg(a) y b = −a cotg(a) cortan al eje a en
los puntos a = m 1

2 π. De esta condición y de E.93 se deduce la Frecuencia de corte, por debajo de
la cual no se propaga un determinado modo de ı́ndice m, es

ωc
m =

mπ

2d
√

µ0(εn − εa)
(E.96)

Los modos TM tienen por componentes a Ez, Ex y Hy y su análisis es paralelo al anterior. Las
ecuaciones caracteŕısticas son, en este caso

b =
εa

εn
a tg(a) , modos pares , b = −εa

εn
a cotg(a) , modos impares (E.97)

2 4 6 8

-7.5
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-2.5

2.5

5

7.5

TE

3
TE

TE
2

1
TETE0

4

R

a
π/2 3π/2π 2π 5π/2

f=a tg a -b

b=a tg a

b=-a ctg a

Figura E.14: Modos de un gúıa dieléctrica simétrica: Determinación de las constantes.

E.1.8. Transmisión de potencia. Funciones tensión e intensidad

Transmisión de potencia :

En una gúıa ideal, la potencia transportada a lo largo de la misma, en la dirección +ẑ, se obtiene
integrando al vector de Poynting a través de la superficie transversal, en el dieléctrico, con d~s = ẑ ds.
Aśı, el valor medio de dicha potencia es
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Figura E.15: Modos pares :(a) Componente Hz. (b) Componente Ey.
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〈P 〉 =
1
2

Re

[∫

St

~Sc · d~s
]

=
1
2

Re

[∫

St

~Et ∧ ~H∗
t · d~s

]
(E.98)

donde solo la componente longitudinal ~Sc
z contribuye a la integral. Para un modo determinado de

impedancia ZM (E.36, E.40 o E.44)

~Sc
z · ẑ = Et H∗

t =
1

ZM∗ (Ei
t e−jβz z + Er

t ejβz z)(Ei∗
t ejβz z −Er∗

t e−jβz z)

=
1

ZM∗ (| ~Ei
t |2 − | ~Er

t |2−Ei
t Er∗

t e−2 jβz z + Er
t Ei∗

t e2 jβz z)︸ ︷︷ ︸
(a)

(E.99a)

En el caso de los modos propagativos, ZM = ZM∗ es real y (a), que es la diferencia de un número
complejo y su conjugado, imaginario puro. Introduciendo este desarrollo en E.98 y hallando la parte
real se tiene que

〈P 〉 = 〈Pi〉 − 〈Pr〉 (E.100)

donde

〈Pi〉 =
1
2

∫

St

~Ei
t ∧ ~H i∗

t · d~s =
1

2ZM

∫

St

| ~Ei
t |2 ds (E.101a)

〈Pr〉 = − 1
2

∫

St

~Er
t ∧ ~Hr∗

t · d~s =
1

2ZM

∫

St

| ~Er
t |2 ds (E.101b)

Para un modo evanescente, incidente o reflejado, ZM y βz son imaginarias puras y la potencia
media transmitida es nula.

Luego, en las gúıas ideales, la potencia media es transportada independientemente por la onda
incidente y la reflejada 14, siendo la potencia 〈P 〉 transmitida en la dirección +ẑ la diferencia entre
las transportadas por estas dos ondas.

La potencia transportada por las ĺıneas ideales puede expresarse en función de las tensiones
e intensidades definidas en E.1.4 para el modo TEM. En la figura E.16 se presenta a la sección
transversal de una ĺınea, constituida por un dieléctrico y dos conductores ideales A y B (el ra-
zonamiento puede generalizarse a ĺıneas multiconductoras), y se dibujan las curvas coordenadas
qa = cte y qb = cte de un determinado sistema de coordenadas. En la curva La, qb = cte: comienza
en el conductor A y termina en el B. La Lb circunda a los conductores y en ella qa = cte. Los

14Esto no es cierto en las gúıas con pérdidas. En este caso, también transportan enerǵıa los modos evanescentes.
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sentidos de recorrido han sido elegidos de forma que êa ∧ êb tenga la dirección y el sentido de ẑ 15,
con lo que

d~s = d~la ∧ d~lb = dla êa ∧ dlb êb

I  = I 0b

La

b

a
q  = cte

b
q  = cte

ê b

L

^
ae

A B

I

ẑ

V0

a

Figura E.16: Ĺınea bifilar

Con objeto de calcular la potencia incidente, el producto escalar

~Ei
t ∧ ~H i∗

t · d~s = ( ~Ei
t ∧ ~H i∗

t ) · (d~la ∧ d~lb)

se desarrolla mediante el uso de las reglas de los productos vectoriales mixto y triple. Sustituyendo
el resultado en E.101a

〈Pi〉 =
1
2

∫

La

(∮

Lb

~H i∗
t · d~lb

)

︸ ︷︷ ︸
(a)

~Ei
t · d~la −

1
2

∫

La

(∮

Lb

~Ei
t · d~lb

)

︸ ︷︷ ︸
(b)

~H i∗
t · d~la

Como Lb es un camino cerrado y ~Et un campo de tipo electrostático, la integral (b) se anula. La
integral (a) circunda negativamente al conductor A y en sentido positivo al B, por lo que (a) = I∗0
es una constante y puede sacarse de la integral sobre La. De acuerdo con la definición E.50,

15Los vectores coordenados be se toman unitarios, pero no necesariamente ortogonales.
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〈Pi〉 =
1
2

Re [Vi I
∗
i ] =

1
2

Vi I
∗
i (E.102a)

〈Pr〉 =
1
2

Vr I∗r (E.102b)

Funciones tensión e intensidad :

También pueden definirse funciones tensión e intensidad para modos no TEM , tanto incidentes
como reflejados, aunque de forma no tan directa como la utilizada con el TEM, [Atwater] y [Collin].
Estas definiciones permiten extender la utilidad de las ecuaciones de propagación E.54 y las de la
potencia E.102 para dichos modos. Para ello, es interesante resaltar que todas las componentes de
un modo derivan de una sola, la longitudinal, y que, debido a las relaciones de estructura, ~Et y ~Ht

tienen la misma dependencia funcional de las variables transversales (sen(π x
a ) para el modo TE10)

y la relación dimensional entre ellos es la misma que entre V e I: [E/H] = [V/I] = [Z]. Pueden
tomarse las amplitudes, normalizadas mediante constantes adecuadas, como funciones de tensión
e intensidad y es conveniente elegir a dichas constantes de forma que se cumplan las expresiones
E.102. Si se cumple E.102a, debe cumplirse, según E.101a,

〈Pi〉 =
1

2ZM

∫

St

| ~Ei
t |2 ds =

1
2

Re[Vi I
∗
i ]

Si, se define la Impedancia caracteŕıstica del modo en la gúıa, por analoǵıa con E.52, de forma
que cumpla la relación

Zc =
Vi

Ii
= −Vr

Ir
(E.103)

|Vi| =
( Zc

ZM

∫

St

| ~Ei
t |2 ds

) 1
2

=
(∫

St

| ~Ei
t |2 ds

) 1
2

(E.104)

Al escribir la última igualdad, se ha optado por asignar a la impedancia caracteŕıstica el valor
de la del modo

Zc ≡ ZM (E.105)

Esta no es la única posibilidad. Suele también definirse Zc ≡ 1, con lo que se obtienen las
tensiones e intensidades ”normalizadasτ , además, como puede comprobarse, la definición de la im-
pedancia carácteŕıstica de las ĺıneas que se ha propuesto en E.52 no coicide con ninguna de las
anteriores.

De esta forma queda definido |Vi| y, según E.103, |Ii|. Queda por definir la fase de la tensión y la
de la intensidad. Puesto que los modos son linealmente polarizados, las componentes de ~Ei tienen
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la misma fase ϕEi y las de ~H i la ϕHi . Por otra parte, de acuerdo con las relaciones de estructura
de las componentes transversales y con E.103

ZM =
Ei

t

H i
t

=
Vi

Ii
⇒ ϕZM = ϕEi − ϕHi = ϕVi − ϕIi

por lo que pueden definirse las fases de la tensión y la intensidad de la forma 16

ϕVi ≡ ϕEi , , ϕIi ≡ ϕHi (E.106)

Definidas, de una u otra forma, la tensión y la intensidad de los modos incidente y reflejado, las
ecuaciones que describen la evolución de estas funciones a lo largo de una gúıa ideal son análogas a
las correspondientes de las ĺıneas de transmisión E.54

V (z) = Vi e
− jβz z + Vr e jβz z (E.107a)

I(z) =
1
Zc

(Vi e
− jβz z − Vr e jβz z) (E.107b)

por lo que, dentro de este formalismo, todos los modos pueden ser tratados individualmente de igual
forma.

E.1.9. Pérdidas en las gúıas

Cuando las pérdidas debidas a la conductividad finita de las paredes de una gúıa, o al carácter
dispersivo de su medio interno, son grandes, la estructura de modos se ve fuertemente modificada
y el análisis de la propagación se complica considerablemente. Pero, en la práctica, dentro de la
banda de frecuencias recomendada, dichas pérdidas son muy pequeñas y su efecto puede ser tenido
en cuenta considerándolo como una perturbación de pequeña magnitud de la estructura ideal de los
modos. En general, las gúıas de pared metálica están vaćıas, llenas de aire, y sus pérdidas se deben
fundamentalmente a la absorción de enerǵıa en las paredes. A continuación se analiza este último
caso.

Considérese una onda incidente en la gúıa, que se propaga en el sentido positivo del eje Z, y
sea 〈P ′

d〉 la potencia media que disipa por unidad de longitud de gúıa y 〈P 〉 la potencia media que
transmite a través de la sección transversal de la misma. El principio de conservación de la enerǵıa
exige que

〈P ′
d〉 = −d 〈P 〉

d z
(E.108)

Si se supone que las pérdidas de potencia en la pared son proporcionales a la que se transmite
a lo largo de la gúıa

16En las gúıas ideales, ϕHi = ϕEi ⇒ ϕIi = ϕVi .
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〈P ′
d〉 = αw 〈P 〉 ⇒ d 〈P 〉

d z
= −αw 〈P 〉

donde αw es la constante de atenuación de la enerǵıa.

La solución de esta última ecuación es

〈P 〉 = 〈P 〉0 e−αw z

lo que significa que el valor medio de la potencia transmitida a través de una sección transversal
St en el punto z se atenúa exponencialmente al avanzar a lo largo de la gúıa. Puesto que la enerǵıa
tiene una constante de atenuación doble a la correspondiente a las amplitudes de los campos,

αz =
αw

2
=
〈P ′

d〉
2 〈P 〉 (E.109)

Para el cálculo de αz, la constante de atenuación de la amplitud, es conveniente expresar ambas
potencias en función del campo magnético.

De acuerdo con D.50, la potencia disipada en una superficie metálica S′, cuyo radio de curvatura
sea grande comparado con la profundidad de penetración pelicular, es

z∆

dzns

dl

St

n

Sl

L

Figura E.17: Segmento de gúıa

〈Pd〉 =
1
2

Rs

∫

S′
| ~HT |2 ds′ (E.110)

por lo que la potencia disipada por unidad de longitud puede calcularse, véase la figura E.17, como

〈P ′
d〉 = ĺım

∆z→0

1
2

1
∆z

Rs

∫

S′
| ~HT |2 dl dz ' 1

2
Rs

∮

L
| ~H|2 dl (E.111)
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Para escribir la última aproximación se ha tenido en cuenta que la componente normal del campo
magnético es muy pequeña, puesto que la pared se comporta como un buen conductor. De acuerdo
con ésto, introduciendo la expresión de 〈P 〉 dada en E.101a

〈P 〉 =
1
2

∫

St

~Et ∧ ~H∗
t · d~s =

1
2
ZM

∫

St

| ~Ht|2 ds (E.112)

con lo que

αz =
1
2

Rs

ZM

∮
L | ~H|2 dl∫
St
| ~Ht|2 ds

(E.113)

Es interesante investigar la dependencia de la constante de atenuación con respecto a la frecuen-
cia. De D.50 se deduce que Rs ∼ f

1
2 y, si se define a la frecuencia normalizada como fn ≡ ω

ωc
, de

E.44 que ZTEM = cte, de E.35 que ZTE ∼ fn√
f2

n−1
, de E.39 que ZTM ∼

√
f2

n−1

fn
. Por otra parte, la

integral sobre L puede descomponerse en dos si se tiene en cuenta que

| ~H|2 ' | ~HT |2 = | ~Ht|2 + | ~Hz|2

y que, de acuerdo con E.32, ΦTE ∼ βz Hz

| ~Hz|2 ∼ 1
β2

z

| ~Ht|2 ∼ 1
f2

n − 1
| ~Ht|2

Sustituyendo en E.113 las dependencias funcionales para cada tipo de modo, se tiene que 17

αzTEM = C1 f
1
2︸︷︷︸

(a)

(E.114a)

αzTE = C2
f

3/2
n√

f2
n − 1︸ ︷︷ ︸
(b)

+C3
f
− 1

2
n√

f2
n − 1︸ ︷︷ ︸
(c)

(E.114b)

αzTM = C4
f

3/2
n√

f2
n − 1

(E.114c)

donde las C son independientes de la frecuencia.

En la figura E.18 se muestran los distintos términos que aparecen en las ecuaciones anteriores,
en función de la frecuencia. El (a) correspondiente a las ĺıneas de transmisión operando en el modo
TEM crece con la frecuencia 18. El (b), común a los modos TE y TM , tiene un mı́nimo para
fn =

√
3, mientras que el (c), que solo aparece en los modos TE, decrece monótonamente con

la frecuencia. En la figura E.19 se representa la dependencia de la constante de atenuación, en
Nepers ·m−1, para gúıas de la banda X con pared de cobre. Como puede verse, el modo TE10 es
el que menos pérdidas presenta dentro de un amplio margen de frecuencias.

17αzT EM no se normaliza porque fcT EM = 0.
18En este caso, la contribución del dieléctrico suele ser más importante que la de las paredes.
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Figura E.18: Contribuciones a las pérdidas
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E.1.10. El segmento de gúıa como componente de parámetros distribuidos

Circuito equivalente :

En el uso normal de las gúıas no es necesario el conocimiento detallado de la estructura de
los campos: es suficiente con el uso de las ecuaciones de propagación E.107 y con modelar a los
componentes como circuitos de parámetros distribuidos o localizados.

∆z ∆z

∆z ∆z

1

1’

2

2’

z z +   z∆

∆

∆

R L

CG

+

-

+

-

i(z)

v(z)

i(z +   z)

v(z +   z)

+ -v (z)

i (z)

s

p

Figura E.20: Circuito equivalente

Puede comprobarse que una gúıa, incluidas las posibles pérdidas en las paredes y en el dieléctrico,
se comportan de forma análoga al circuito de parámetros distribuidos de la figura E.20 en la que se
representa al circuito equivalente de un pequeño segmento de gúıa de longitud ∆z ¿ λzmin

19. R es
la Resistencia equivalente por unidad de longitud de la gúıa y representa, principalmente 20, a las
pérdidas a lo largo de una longitud unidad de la pared. G es la Conductancia equivalente por unidad
de longitud de la gúıa y representa a las pérdidas debidas a los flujos de corriente, de conducción
y de desplazamiento, transversales a la gúıa. De igual forma, L es la Autoinducción equivalente y C
la Capacidad equivalente por unidad de longitud de la gúıa.

Los parámetros equivalentes son, en general, función de la frecuencia. Esta circunstancia hace que
el tratamiento del circuito equivalente en el dominio del tiempo solo sea relativamente sencillo en el
supuesto de que, dentro del ancho de banda de trabajo, dichos parámetros puedan ser considerados
como constantes. Este suele ser el caso de las ĺıneas de transmisión cuando se propaga por ellas el
modo TEM.

Ecuaciones en el dominio del tiempo :

Sean v(z, t) e i(z, t) la tensión y la intensidad en el dominio del tiempo. Sus valores en z + ∆z,
es decir, en la puerta (2− 2′), son

v(z + ∆z, t) ' v(z, t) +
∂

∂ z
v(z, t) ∆z , , i(z + ∆z, t) ' i(z, t) +

∂

∂ z
i(z, t) ∆z

19λzmin es la mı́nima longitud de onda de la banda de frecuencias utilizada.
20El dieléctrico puede también contribuir a estas pérdidas.
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Si se aplican las leyes de Kirchhoff a la rama serie (1′ − 2′), resulta que

vs(z, t) = v(z, t)− v(z + ∆z, t) '
' −∆z

∂

∂ z
v(z, t) = ∆z (R+ L ∂

∂ t
) i(z, t)

Haciéndolo con la rama paralelo (2′ − 2), el resultado es

ip(z, t) = i(z, t)− i(z + ∆z, t) '
' −∆z

∂

∂ z
i(z, t) = ∆z (G + C ∂

∂ t
) v(z, t)

Dividiendo por ∆z a las ecuaciones anteriores se obtienen las de v e i en el dominio del tiempo 21

∂

∂ z
v(z, t) = −(R+ L ∂

∂ t
) i(z, t) (E.117a)

∂

∂ z
i(z, t) = −(G + C ∂

∂ t
) v(z, t) (E.117b)

Las ecuaciones de onda correspondientes, Ecuaciones del telegrafista, resultan de la eliminación
de una de las variables dependientes de la ecuación anterior

(
∂2

∂ z2
− LC ∂2

∂ t2
− (RC + GL)

∂

∂ t
−RG

) {
v(z, t)
i(z, t)

}
= 0 (E.118)

Ecuaciones en el dominio de la frecuencia :

La ecuaciones en el dominio de la frecuencia pueden obtenerse transformando por Fourier a las
anteriores o aplicando las leyes de Kirchhoff al circuito equivalente

d

d z
V (z) = −Z I(z) , , Z ≡ R+ jωL (E.119a)

d

d z
I(z) = −Y V (z) , , Y ≡ G + jω C (E.119b)

21Las ecuaciones en el dominio del tiempo solo tienen la forma simple que se presenta en las ecuaciones anteriores
en el caso de las ĺıneas de transmisión puesto que en las gúıas, que son esencialmente dispersivas, los parámetros
equivalentes debeŕıan expresarse como integrales de convolución o, en el dominio de la frecuencia, como funciones de
ésta.
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Z es la Impedancia equivalente e Y la Admitancia equivalente por unidad de longitud de la gúıa.
R, G, L y C pueden ser función de la frecuencia. De estas ecuaciones se deducen las de onda

(
d2

dz2
− γ2

z

) {
V (z)
I(z)

}
= 0 , , γ2

z ≡ YZ , , γz = αz + jβz (E.120)

γz es la constante de propagación compleja del modo en la gúıa.

Hallando la solución general para V e I y sustituyendo en E.119 se obtienen las ecuaciones

V (z) = Vi e
− γz z + Vr e γz z (E.121a)

I(z) =
1
Zc

(Vi e
− γz z − Vr e γz z) (E.121b)

donde la impedancia caracteŕıstica viene dada por

Zc =

√
Z
Y (E.122)

Se comprueba que, efectivamente, el circuito equivalente propuesto modela correctamente a la
propagación guiada del modo M .

Aproximación de pérdidas pequeñas :

Las gúıas se fabrican de forma que, dentro de la banda recomendada de frecuencias, los dieléctri-
cos y conductores sean buenos y las pérdidas pequeñas. Se puede definir esta aproximación mediante
la condición de que las partes reales de la impedancia y la admitancia equivalentes sean mucho más
pequeñas que las imaginarias:

x ≡ R
ωL ¿ 1 , , y ≡ G

ωC ¿ 1 (E.123)

Escribiendo la constante de propagación E.120 en función de x e y

γz = k
√

(x + j)(y + j) , , k = ω
√
LC

y aproximando hasta el segundo orden de las magnitudes pequeñas,

αz ' k

2
(x + y) =

1
2

(
R

√
C
L + G

√
L
C

)
(E.124a)
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βz ' k [1 +
1
8

(x− y)2] = ω
√
LC

[
1 +

1
8

( R
ωL −

G
ωC

)2
]

(E.124b)

Como puede verse, αz ¿ βz lo que permite despreciar los efectos de atenuación en la mayoŕıa de
los casos. No obstante, cuando las gúıas son muy largas, se emplean para frecuencias relativamente
altas, transportan una potencia elevada, o constituyen elementos resonantes, el papel de dichas
pérdidas es importante y ha de ser tenido en cuenta. Como ya se ha visto, en el caso de los modos
TE y TM, la constante de propagación es inherentemente dispersiva por lo que los parámetros
equivalentes son, a su vez, función de la frecuencia de operación.

En el caso de las ĺıneas de transmisión, trabajando con el modo TEM, los parámetros equivalentes
pueden en general tomarse como independientes de la frecuencia, con lo que su estudio es más simple.
Como puede verse, en la aproximación de segundo orden, αz es independiente de la frecuencia por
lo que todas las componentes armónicas, en un grupo de ondas, se atenúan en la misma proporción.
La velocidad de fase vz = ω/βz también es independiente de la frecuencia hasta el primer orden.
Puede lograrse que la ĺınea se comporte como no dispersiva, hasta la aproximación de segundo
orden, procurando que x ' y 22.

En la mayoŕıa de los casos prácticos, pueden despreciarse los parámetros equivalentes disipativos
R y G y tratar a la gúıa como ideal.

E.1.10.1. La gúıa ideal

Ecuaciones en el dominio del tiempo :

En el caso particular de las gúıas ideales, las ecuaciones E.117 se reducen a

∂

∂ z
v(z, t) = −L ∂

∂ t
i(z, t) (E.125a)

∂

∂ z
i(z, t) = −C ∂

∂ t
v(z, t) (E.125b)

y las ecuaciones de onda a

(
∂2

∂ z2
− 1

v2
z

∂2

∂ t2

) {
v(z, t)
i(z, t)

}
= 0 , , vz =

1√LC (E.126)

Como ya se ha apuntado, estas ecuaciones solo son fácilmente utilizables, en el dominio del
tiempo, cuando el modo es el TEM. En este caso, identificando vz con E.41,

22Esto se consigue normalmente por el procedimiento de ”pupinización”(del nombre de su inventor) que consiste en
aumentar artificialmente la autoinducción por unidad de longitud de la ĺınea incorporando periódicamente cuentas de
ferrita a lo largo de la misma.
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vz =
1√
µε

=
1√LC (E.127)

lo que puede también confirmarse calculando la capacidad y la autoinducción por unidad de longitud
de la ĺınea coaxial (véase la relación de problemas).

La solución de esta ecuación es análoga a la obtenida para las ondas planas homogéneas en
el caṕıtulo cuarto: es la superposición de dos ondas, de forma arbitraria, que viajan en sentidos
contrarios, más unos términos constantes V0 e I0

23. Si se exige el cumplimiento de las ecuaciones
de partida E.125

v(z, t) = vi(z − vz t) + vr(z + vz t) + V0 (E.128a)

i(z, t) =
1
Rc

[vi(z − vz t)− vr(z + vz t)] + I0 (E.128b)

Rc es la resistencia caracteŕıstica de la ĺınea ideal; coincide en valor con la impedancia carac-
teŕıstica pero el apelativo de impedancia carece de sentido en el dominio del tiempo.

Ecuaciones en el dominio de la frecuencia :

En el dominio de la frecuencia, estas ecuaciones toman la forma

d

d z
V (z) = −jωL I(z) (E.129a)

d

d z
I(z) = −jω C V (z) (E.129b)

(
d2

dz2
+ β2

z

) {
V (z)
I(z)

}
= 0 , , βz = ω

√
LC (E.130)

La solución E.121 es ahora

V (z) = Vi e
−j βz z + Vr e j βz z (E.131a)

I(z) =
1
Zc

(Vi e
− j βz z − Vr e j βz z) (E.131b)

23Estos términos fueron ignorados en el caso de las ondas pero se incluyen aqúı porque son significativos para las
ĺıneas.
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que coincide con E.54. La impedancia caracteŕıstica es real

Zc =

√
L
C (E.132)

Si se identifica a Zc con la ZM del modo en la gúıa y su velocidad de fase vz con la de E.130,
pueden determinarse la capacidad y la autoinducción equivalentes, por unidad de longitud, para
cualquiera de los modos TE, TM o TEM (véase la relación de problemas).

Un problema básico. Impedancia y coeficiente de reflexión :

En la figura E.21 se muestra el esquema de un problema básico de gúıas de onda 24. El segmento
de la gúıa se situa entre las coordenadas z = 0, donde se encuentra la puerta de entrada, o del gener-
ador, y la z = L, que corresponde a la puerta de salida o de carga. En la práctica se prefiere utilizar
la coordenada ξ = L− z referida al extremo de carga. Se supone que L es lo suficientemente grande
como para que los modos evanescentes que se puedan generar en las discontinuidades existentes en
uno de los extremos no lleguen con amplitud apreciable hasta el otro extremo. El efecto de dichos
modos evanescentes se supone englobado en las impedancias Ze, la de salida del generador, y ZL,
la de carga de la gúıa. El thevenin [Garćıa Olmedo] desde el interior de la gúıa hacia afuera de la
puerta de carga (2− 2′) se supone que es la impedancia pasiva ZL, mientras que el correspondiente
al exterior de la puerta del generador (1− 1′) se supone equivalente a una fuerza electromotriz Ve

con impedancia de salida Ze. De esta forma, como en la gúıa indefinida cuando trabaja en modo
fundamental , solo es necesario considerar la propagación de este modo y, conocidos los parámetros
de los thevenin del generador y de la carga, el problema queda completamente especificado.

1’ 2’

1 2

Z0

+ + +

∼ V V(z=0) V(z=L)

ξ= ξ= ξ=

z=0 z=L

L L-z 0

I(z=0) I(z=L)

Z
Z

e
e

L

Figura E.21: Problema básico

Las ecuaciones de propagación E.131 toman la forma

V (ξ) = V i ej βz ξ + V r e−j βz ξ (E.133a)

24El segmento de la gúıa se representa simbólicamente, como un circuito de dos puertas, por dos conductores, el
(1′ − 2′) que sirve de referencia positiva, y el (1 − 2) que lo hace de referencia negativa, de acuerdo con el circuito
equivalente de la figura E.20.
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I(ξ) =
1
Zc

(V i e j βz ξ − V r e−j βz ξ) (E.133b)

donde

V i = Vi e
−j βz L , , V r = Vr e j βz L

Hay dos incógnitas, las amplitudes de las ondas de tensión, incidente y reflejada, y dos condiciones
independientes, en cada uno de los extremos de la gúıa, que determinan al problema de forma
uńıvoca.

Estas ecuaciones pueden expresarse también en función del Coeficiente de reflexión de la tensión
en un punto de la gúıa, definido como la relación entre las amplitudes de las ondas de tensión,
reflejada e incidente, en dicho punto 25

ρ(ξ) ≡ V r

V i
e−2j βz ξ = |ρ(ξ)| e jϕ(ξ) = ρL e−2j βz ξ = |ρL| e j(ϕL−2 βz ξ) (E.134)

donde |ρ(ξ)| es el módulo del coeficiente de reflexión, ϕ(ξ) su fase y

ρL =
V r

V i
= ρ(ξ = 0) = |ρL| e jϕL (E.135)

el coeficiente de reflexión en el extremo de carga, de módulo |ρL| y fase ϕL. De estas dos últimas
expresiones se deduce que el coeficiente de reflexión, a lo largo de una gúıa ideal, tiene un módulo
constante, igual a |ρL|, y una fase variable ϕ = ϕL − 2βz ξ.

De acuerdo con esto

V (ξ) = V i e j βz ξ [1 + ρ(ξ)] (E.136a)

I(ξ) =
1
Zc

V i e j βz ξ [1− ρ(ξ)] (E.136b)

Si se define a la Impedancia en un punto de la gúıa como la relación, en dicho punto, entre la
tensión y la intensidad, el coeficiente de reflexión puede expresarse en función de ésta, por lo que
dichos parámetros son equivalentes. Efectivamente, dividiendo E.136a por E.136b se obtiene

Z(ξ) ≡ V (ξ)
I(ξ)

= Zc
1 + ρ(ξ)
1− ρ(ξ)

⇒ ρ(ξ) =
Z(ξ)−Zc

Z(ξ) + Zc
(E.137)

Haciendo ξ = 0 en E.137 se obtiene la relación entre la impedancia y el coeficiente de reflexión
en la carga.

25Obsérvese que el coeficiente de reflexión de la intensidad es el de la tensión cambiado de signo.
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ZL = Zc
1 + ρL

1− ρL
⇒ ρL =

ZL −Zc

ZL + Zc
(E.138)

De E.133, E.135 y E.138, se deduce que

Z(ξ) = Zc
ZL + jZc tg(βz ξ)
Zc + jZL tg(βz ξ)

(E.139)

Esta expresión permite ”trasladar.a la impedancia de carga hasta cualquier punto de la gúıa
(hallar la impedancia de la gúıa en ξ en función de ZL). Es interesante considerar los casos más
significativos, como son ZL = Zc, gúıa perfectamente acoplada, ZL = 0, gúıa cortocircuitada y
ZL = ∞, gúıa abierta.

- En la Gúıa perfectamente acoplada (adaptada)

ZL = Zc ⇒ ρL = 0 ⇒ V r = 0 , , Z(ξ) = Zc (E.140)

En este caso, la onda incidente es absorbida completamente por la impedancia de carga y no se
produce onda reflejada. Puesto que solo existe onda incidente, la impedancia a lo largo de la gúıa
es invariable e igual a la impedancia caracteŕıstica.

- En la Gúıa cortocircuitada

ZL = 0 ⇒ ρL = −1 ⇒
{

V r = −V i ⇒ V (ξ = 0) = 0
Ir = Ii ⇒ I(ξ = 0) = 2 Ii (E.141)

y la impedancia a lo largo de la gúıa

Z(ξ) = j X , , X = Zc tg (βz ξ) (E.142)

es imaginaria pura, lo que se debe al hecho de que la gúıa es ideal, no disipa enerǵıa, y la impedancia
del cortocircuito (ZL = 0) tampoco. Dicha impedancia se dice que es una Impedancia inductiva si
X > 0, una Impedancia capacitiva cuando X < 0 y una Impedancia resonante cuando X = 0. Dado
que |ρL| = 1, la onda en la gúıa es completamente estacionaria.

- El caso de la Gúıa en circuito abierto 26 es similar al anterior:

ZL = ∞ ⇒ ρL = 1 ⇒
{

V r = V i ⇒ V (ξ = 0) = 2V i

Ir = −Ii ⇒ I(ξ = 0) = 0
(E.143)

y la impedancia es
26El circuito abierto no puede lograrse seccionando la gúıa y dejando abierto su extremo, en comunicación directa

con el espacio libre. La longitud de la onda es comparable con la dimensión de la abertura creada, por lo que a través
de ésta se radia una cantidad significativa de enerǵıa y ZL 6= ∞. Una forma de implementarlo es por medio de una
ĺınea en cortocircuito de longitud ξ = λz

4
.
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Z(ξ) = j X , , X =
−Zc

tg (βz ξ)
(E.144)

Según se desprende de lo anterior, el conocimiento de la impedancia de carga ZL determina al
coeficiente de reflexión, del que se deduce la amplitud de la onda reflejada en función de la incidente.
Las condiciones impuestas en la puerta de entrada permiten determinar V i en función de Ve y Ze.

Medidas básicas en gúıas. Razón de onda estacionaria :

Las medidas básicas en las gúıas son aquellas que conducen a la determinación del coeficiente
de reflexión y, en consecuencia, de la impedancia a lo largo de la gúıa. En primer lugar es necesario
determinar λz (βz) y, puesto que el coeficiente de reflexión en ξ difiere de ρL solo en el factor de
fase e−2j βz ξ, basta con medir el módulo |ρL| y la fase ϕL de dicho coeficiente en la puerta de carga.

El módulo |ρL| se determina mediante la medida de la Razón de onda estacionaria 27, la cual
se define como la razón entre los valores máximo y mı́nimo del módulo de la tensión a lo largo de
la ĺınea

s ≡ |V (ξ)|max

|V (ξ)|min
(E.145)

Puede comprobarse que el módulo de la tensión toma sus valores máximos (mı́nimos) en los
puntos donde ocurren los mı́nimos (máximos) de intensidad y que en dichos puntos la impedancia
es real y máxima (mı́nima). En primer lugar, es fácil de verificar que, puesto que ∞ > |ZL| ≥ 0,
1 ≥ |ρL| = |ρ| ≥ 0. Por otra parte, dado que |e j βz ξ| = 1, los módulos de la tensión y de la intensidad
son

1

ρ
1+ρ

1+|ρ|1−|ρ|

ϕ(ξ)=ϕ  −2β  ξL z

Im

Re

Figura E.22: Extremos de la tensión

|V (ξ)| = |V i| |{1 + ρ(ξ)}| = |V i|
∣∣∣{1 + |ρL| e j(ϕL−2 βz ξ)}

∣∣∣ (E.146a)

27Se suele también anotar por VSWR (Voltage Standing-Wave Ratio).
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|I(ξ)| =
1
Zc
|V i|

∣∣∣{1− |ρL| e j(ϕL−2 βz ξ)}
∣∣∣ (E.146b)

Los módulos de la tensión e intensidad, véase la figura E.22, son máximos en aquellos puntos
donde 1 + ρ y 1 − ρ toman, respectivamente, el valor máximo 1 + |ρL| y son mı́nimos en aquellos
para los cuales 1 + ρ y 1− ρ toman el valor mı́nimo 1− |ρL|, es decir, los máximos de tensión y los
mı́nimos de intensidad tienen lugar en los puntos ξmax tales que

ϕL − 2βz ξmax = ±2m π (E.147)

Los mı́nimos de tensión y máximos de intensidad tienen lugar en los puntos ξmin tales que

ϕL − 2βz ξmin = ±(2m + 1)π (E.148)

La longitud de onda en la gúıa se mide convenientemente teniendo en cuenta que la distancia
entre dos valores consecutivos de |V |min es λz/2 28.

s =
1 + |ρ|
1− |ρ| =

Z(ξ)max

Zc
=

Zc

Z(ξ)min
⇒ 1 ≤ s ≤ ∞ (E.149)

Nótese que los extremos de la impedancia son reales y que la razón de onda estacionaria toma
el valor mı́nimo en el caso de la gúıa perfectamente acoplada (toda la onda es incidente) y su valor
máximo cuando |ρL| = 1 (toda la onda es estacionaria).

La fase se determina localizando las posiciones en las que la tensión toma el valor mı́nimo E.148,
en particular, el primero

ϕL = 4π
ξ1

λz
− π (E.150)

En la figura E.23 se representa a la parte esencial de un circuito experimental destinado a la
medida del coeficiente de reflexión en gúıas que operan con el modo TE10. Consiste en una pequeña
antena que se introduce en la gúıa, a través de una ranura no radiativa, y en la que el campo eléctrico
induce una corriente que es rectificada por un diodo. Este posee una carateŕıstica tensión-intensidad
de tipo cuadrático, de forma que la cáıda de tensión VD en el diodo es proporcional al cuadrado
de la intensidad ID que circula por el mismo. Puesto que esta última es proporcional al campo
medido, VD ∼ E2. La penetración de la antena en la gúıa debe ser pequeña, para que no perturbe
apreciablemente al modo que se quiere medir, pero suficiente para que la medida pueda llevarse a
cabo. Esta antena está montada sobre un carro que puede deslizarse a lo largo de la gúıa, con lo
que pueden detectarse las posiciones de los máximos y los mı́nimos y determinar el valor relativo
de |V (ξ)|max con respecto a |V (ξ)|min.

28Es preferible medir en las posiciones de los mı́nimos de tensión porque en ellas el campo es también mı́nimo y la
perturbación producida por la antena detectora la más pequeña posible.
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VD
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Diodo

+ -

(a)

Sección de la guía

Figura E.23: Gúıa ranurada

E.1.11. Circuitos resonantes. Cavidades

Los elementos resonantes juegan un papel importante en los circuitos de microondas, como en
los de radio y en los ópticos. Son utilizados básicamente en la medición de frecuencia, en osciladores
y en amplificadores selectivos. Los circuitos de parámetros localizados de segundo orden resuenan a
una sola frecuencia aunque admiten frecuencias situadas en una banda centrada en dicha frecuencia
de resonancia. Esta banda es tanto más estrecha cuanto mayor sea su factor Q de calidad; para que
el circuito sea fuertemente selectivo se requiere que Q >> 1, por lo que el nombre de resonador
se reserva para elementos que cumplen esta condición. En microondas, los elementos resonantes,
segmentos de gúıa y cavidades, resuenan en una serie infinita de frecuencias, correspondiendo a
cada una de ellas un factor de calidad distinto. Las cavidades, en particular, pueden diseñarse
con una Q muy elevada y, por lo tanto, con un gran poder selectivo. En el ĺımite superior de las
microondas, en la banda milimétrica, las cavidades dejan de ser eficaces y es necesario acudir a
técnicas interferenciales, como en los resonadores de Fabry-Perot.

Los principios básicos de este tipo de componente pueden ser ilustrados partiendo de la descrip-
ción de los circuitos RLC elementales, los cuales pueden ser utilizados como modelo de los circuitos
de microondas en las proximidades de las resonancias. Como ejemplos t́ıpicos de resonadores en
microondas, se analiza al segmento de ĺınea de transmisión en cortocircuito y a las cavidades rec-
tangulares.

E.1.11.1. Revisión de los circuitos RLC

Según se vio en su momento ([Garćıa Olmedo]), el circuito serie RLC de la figura E.24 responde
a la ecuación diferencial 29

29Una ecuación análoga rige para el circuito paralelo.
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Figura E.24: Circuito resonante RLC

v

L
=

d i

d t
+

ω0

Q
i + ω2

0

∫
i dt , , donde →





ω0 ≡ 1√
LC

Q ≡ 1
R

√
L
C

(E.151)

Su solución en el dominio de la frecuencia puede expresarse en función de la impedancia del
circuito

Z =
V

I
= R

[
1 + j Q (

ω

ω0
− ω0

ω
)
]

(E.152)

ω0 es la frecuencia para la cual la impedancia del circuito es mı́nima

Z(ω0) = Zmin = R (E.153)

y se define como Frecuencia de resonancia. A esta frecuencia la potencia media disipada en el
circuito es máxima.

〈Pd〉 = R 〈i2〉 =
1
2

R
|V |2
|Z|2 ⇒ 〈Pd〉ω0 = 〈Pd〉max =

1
2R

|V |2 (E.154)

y los valores medios de la enerǵıa almacenada en forma de campo eléctrico, en el condensador, y de
campo magnético, en la autoinducción, se igualan.

〈WL〉 =
1
2

L 〈i2〉 =
1
4

L
|V |2
|Z|2 (E.155a)

〈WL〉ω0 = 〈WL〉max =
1
4

Q

R ω0
|V |2 (E.155b)

〈WC〉 =
1
2

C 〈v2
C〉 =

1
4Cω2

|V |2
|Z|2 (E.155c)

〈WC〉
〈WL〉 =

ω2
0

ω2
⇒ 〈WC〉ω0 = 〈WL〉ω0 (E.156)
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Por debajo de la frecuencia de resonancia la enerǵıa se almacena predominantemente en el conden-
sador y por encima de la misma en la autoinducción. De lo anterior se deduce que Q puede ser
definido como 30

Q ≡ ω0
〈Wem〉ω0

〈Pd〉ω0

= 2π
〈Wem〉ω0

〈Pd〉ω0 T0
(E.157)

donde 〈Wem〉ω0 = 〈WC〉ω0 + 〈WL〉ω0 = 2 〈WL〉ω0 y T0 es el periodo de la señal a la frecuencia de
resonancia. Aśı, pues, Q es 2π veces la relación entre los valores medios de la enerǵıa electromagnética
almacenada y la disipada en un ciclo a la frecuencia de resonancia. La enerǵıa total 〈Wem〉 no es
máxima en la resonancia, aunque, como es fácil de demostrar, śı lo es aproximadamente en el caso
que nos interesa, para el cual Q >> 1.

En las proximidades de la resonancia, donde ω = ω0 + δω y δω/ω0 << 1,

Z ' R [1 + jx] = R
√

1 + x2 , /arctg(x) , , x ≡ 2Q
δω

ω0
(E.158)

La potencia disipada y, aproximadamente, la almacenada, pueden escribirse de la forma

〈Pd〉
〈Pd〉ω0

=
1

1 + x2
(E.159)

cuya representación puede verse en la figura E.25
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0.6

0.8
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ω  −∆ω/2 ω ω  +∆ω/20 00

1/(1+x  )

x

2

0.5

∆ω

Figura E.25: Curva de resonancia

∆ω ≡ ω(x = 1) − ω(x = −1) se conoce como el Ancho de banda del circuito resonante. Es el
intervalo comprendido entre las frecuencias para las cuales la potencia disipada se reduce a la mitad
de su valor máximo (la amplitud de la intensidad se reduce por el factor 1√

2
). De esto se deduce que

∆ω =
ω0

Q
(E.160)

30Véase la definición 4.104.
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Por último, resolviendo la ecuación del circuito para Q >> 1 31 y v(t > 0) = 0, se tiene la
respuesta no forzada

i(t) = i0 e−
1
2

t
τw cos(ω0 t) , , τw ≡ Q

ω0
(E.161)

donde i0 = i(t = 0). Puesto que la enerǵıa, disipada o almacenada, es una magnitud cuadrática con
respecto a la intensidad,

W (t) = W0 e−
t

τw cos(2ω0 t) (E.162)

Para Q >> 1, el argumento de la exponencial t
τw

= 2π t
Q T0

es pequeño, para un tiempo t del orden
del periodo T0, y el exponencial puede considerarse constante durante dicho periodo. Promediando
sobre el mismo se tiene que, aproximadamente,

〈W 〉 = 〈W 〉0 e−
t

τw (E.163)

por lo que, en un buen resonador, el valor medio de las enerǵıas decae con una constante de tiempo
τw >> T0.

E.1.11.2. El segmento de ĺınea como resonador

De acuerdo con E.142, un segmento de ĺınea cortocircuitada, operando a la frecuencia ω, presenta
una impedancia nula a la distancia ξ = λ/2 del cortocircuito. Puede comprobarse que un segmento
de ĺınea real cortocircuitada, de longitud L = λ0/2, donde λ0 ≡ λ(ω0), y con pérdidas pequeñas, se
comporta como un circuito resonante RLC en las proximidades de ω0, es decir, para δω << ω0.

La inclusión de pérdidas en una gúıa implica que la constante de propagación es compleja
(jβ → γ = α + jβ) y, según E.121

Z(ξ) ≡ V (ξ)
I(ξ)

= Zc
V i e γ ξ + V r e− γ ξ

V i e γ ξ − V r e− γ ξ

Dado que, para una ĺınea cortocircuitada, V r = −V i, haciendo ξ = λ0
2

Z(
λ0

2
) = Zc

e a+jb − e− a−jb

e a+jb + e− a−jb
(E.164)

con
a = α

λ0

2
, , b = β

λ0

2
= π

λ0

λ
= π

ω

ω0
= π (1 +

δω

ω0
)

.

La hipótesis de pequeñas pérdidas puede concretarse en la condición a << 1. Si, por otra parte,
se limita la frecuencia al entorno de la resonancia , entonces δω

ω0
<< 1, por lo pueden hacerse las

aproximaciones

e±a ' 1± a , , e±jb = e±jπe
±j π δω

ω0 ' −1∓ j π
δω

ω0

31Véanse los resultados obtenidos para el movimiento de cargas en C.16.
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Despreciando los términos de segundo orden, se obtiene una aproximación para la impedancia

Z(
λ0

2
) ' Zc

α λ0

2

[
1 + 2j

π

Zc α λ0

δω

ω0

]
(E.165)

Comparando con E.158 se obtienen los parámetros equivalentes para la resonancia de esta ĺınea

Req = Zc
α λ0

2
, , Qeq =

π

Zc α λ0

De forma análoga se comprueba que una ĺınea cortocircuitada de longitud L = λ0/2 se comporta
en las proximidades de ω0 como un circuito resonante paralelo.

E.1.11.3. Cavidades resonantes

En los circuitos de microondas es corriente el uso de ventanas y postes resonantes cuya selec-
tividad es relativamente baja. En aplicaciones donde se requiere una Q elevada, suele ser necesario
el recurso a las cavidades resonantes. El modelo más simple de cavidad corresponde a un volu-
men dieléctrico rodeado de paredes conductoras, ambos de carácter ideal. Al no incluir mecanismos
de disipación de enerǵıa, a esta cavidad ideal le corresponde un factor de calidad infinito. En la
práctica, la enerǵıa se pierde en el dieléctrico, si existe, en las paredes y a través de la ventana que
interconecta a la cavidad con el resto del circuito.

La forma más utilizada en la construcción de cavidades es la de terminar los extremos z = 0 y
z = L de un segmento de gúıa con planos conductores, con lo que el campo queda también confi-
nado longitudinalmente, formando una onda estacionaria en dicha dirección. Las nuevas fronteras,
supuestas conductoras ideales, exigen que Hz y ~Et se anulen en dichos extremos. De acuerdo con
esto, los campos en una cavidad de este tipo, como en las gúıas de las que derivan, pueden expre-
sarse como combinación de modos TE y TM . Con objeto de ilustrar este proceso, en lo que sigue se
estudiará la estructura de los modos resonantes TE y, en particular, la de los TE10 de una cavidad
rectangular.

Modos TE :

En este caso basta con imponer la condición de contorno a la componente longitudinal Hz.
Puesto que la onda es estacionaria en la dirección z, puede escribirse

Hz = A(q1, q2) sen(βz z) + B(q1, q2) cos(βz z)

La condición en z = 0 implica que B = 0 y la correspondiente a z = L que

βz = n
π

L
⇒ λz

2
=

L

n
⇒ Hz = A(q1, q2) sen(nπ

z

L
) , n = 1, 2 · · · (E.166)
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Para calcular los campos transversales correspondientes, es necesario tener en cuenta que en la
expresión anterior se incluyen ondas que viajan según las dos direcciones del eje z. Según E.28 y
E.29 el campo magnético transversal es

~HTE
t =

1
β2

c

∇t
∂ Hz

∂ z
=

nπ

β2
c L

cos(nπ
z

L
)∇t A(q1, q2) (E.167)

El campo eléctrico se obtiene aplicando E.30

~ETE
t = −jω µ

β2
c

∇t ∧ ~Hz =
jω µ

β2
c

sen(nπ
z

L
) ẑ ∧∇t A(q1, q2) (E.168)

Como puede comprobarse, ~Et cumple las condiciones de contorno puesto que se anula en z =
0, L.

Como se vio en su momento, el confinamiento transversal discretiza al espectro de βc, por lo que
solo son posibles los valores βclm

. El confinamiento longitudinal discretiza a βz en un conjunto de
valores que se han indicado con el sub́ındice n, por lo que la relación de dispersión se convierte en
la relación de frecuencias de resonancia

ω = ωlmn = v0

√
β2

clmn
+ (

nπ

L
)2 (E.169)

En el caso de una cavidad rectangular

flmn =
1
2

v0

√
(
l

a
)2 + (

m

b
)2 + (

n

L
)2 (E.170)

Modos TE10n rectangulares :

Para estos modos, β10 = π
a y sus frecuencias de resonancia son

f10n =
1
2

v0

√
1
a2

+
n2

L2
(E.171)

El campo longitudinal correspondiente es

Hz = H0 cos(π
x

a
) sen(nπ

z

L
)

Teniendo en cuenta que ∂ Hz
∂ y = 0, ∇t → x̂ ∂

∂ x , por lo que

Hx = −na

L
H0 sen(π

x

a
) cos(n π

z

L
) (E.172a)

Ey = −jω µ a

π
H0 sen(π

x

a
) sen(nπ

z

L
) (E.172b)
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Dado que la onda es estacionaria, al hallar la parte real de los campos, el término e jω t → cos(ω t).

En la figura E.26b se representa a una cavidad rectangular alimentada por una ĺınea coaxial
en una posición favorable para la excitación del modo TE101. En la figura E.26a se representan
las ĺıneas de campo y de corriente en la cara superior. Si se supone L > a, este modo será el
fundamental: resuena a la frecuencia más baja posible.

ẑ

x̂

ŷ

Fin de las líneas de campo eléctrico

Líneas de campo magnético

Líneas de corriente

~
acoplamiento línea-cavidad

(a) (b)

z=0 z=L

x=0

x=a

y=b

Figura E.26: Cavidad rectangular. Modo TE101

E.1.11.4. Factor Q de una cavidad

Como en las ĺıneas con pocas pérdidas, una cavidad con un alto factor de calidad puede ser
modelada, en las proximidades de la resonancia, mediante circuitos RLC serie o paralelo. Pero ésto
solo es posible si se tiene en cuenta a la ventana de comunicación entre la cavidad y el resto del
circuito [Atwater]. En esta sección solo se abordará una parte de este problema, mostrando que
la cavidad, como tal, se comporta de forma compatible con el modelo propuesto y calculando la
aportación de la cavidad cerrada a la Qeq de dicho circuito.

Factor Q; atenuación de la enerǵıa :

En primer lugar se determinará la ley de atenuación temporal de la enerǵıa y la amplitud de los
campos en una cavidad con pocas pérdidas y a la cual se le ha cortado la fuente de alimentación.
Se comprobará que el comportamiento de dicha cavidad es análogo al del circuito RLC descrito en
la sección E.1.11.1.

Para conseguir este objetivo no es necesario precisar los mecanismos de pérdidas – estas tendrán
lugar a través de las paredes, de las ventanas con que se comunican con el resto del circuito o en
el medio interno – sino que es suficiente con suponer que su comportamiento es lineal. Asi, pues, la
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existencia de pérdidas en una cavidad implica que, si se corta el suministro de enerǵıa, la almacenada
se irá disipando a lo largo del tiempo. Si Q se define como en E.157, el valor de ésta será alto, debido a
la pequeñez de las pérdidas, y el contenido espectral de la enerǵıa almacenada y disipada estará muy
centrado alrededor de la frecuencia de resonancia. Bajo esta hipótesis, puede suponerse una relación
lineal entre la enerǵıa almacenada, en un instante dado y a cualquier frecuencia, con la disipada
durante un periodo T0

32

〈Pd〉T0 ' 2π

Q
〈Wem〉 << 〈Wem〉

luego, en una escala de tiempo lenta, comparada con la de los campos resonantes T0, puede escribirse

〈Wem〉 = 〈Wem〉(t)

, es decir, el valor medio temporal de la enerǵıa almacenada (o de la potencia disipada), efectuado a
la escala corta T0, es función del tiempo a escala grande. Haciendo uso, como en ocasiones anteriores,
del principio de conservación, se tiene que

〈Pd〉 = −d 〈Wem〉(t)
d t

⇒ d 〈Wem〉(t)
d t

= − 1
τw
〈Wem〉(t)

donde τw, definida de forma análoga a la expuesta en E.161, es la constante de tiempo de la enerǵıa
o escala temporal grande. De la ecuación anterior se deduce que

〈Wem〉(t) = 〈Wem〉0 e−
t

τw

En esta misma escala, las amplitudes de los campos puden expresarse como

Ψ(t) = Ψ0 e−
1
2

t
τw

y, dado que la cavidad solo admite frecuencias próximas a la de resonancia, incluyendo ambas escalas
en la descripción de la evolución temporal de las amplitudes

Ψ(t) = Ψ0 e−
1
2

t
τw e jω0 t

con lo que se comprueba que una cavidad altamente resonante se comporta como un circuito RLC
en las proximidades de ω0.

Cálculo de Q :

En la mayoŕıa de los casos prácticos, el interior de las cavidades resonantes es el aire, por lo que
las pérdidas son despreciables en el dieléctrico y éstas pueden atribuirse a la conductividad finita
de la pared metálica.

32El considerar que las ondas en el interior de la cavidad tienen un espectro casi monocromático, centrado en la
frecuencia de resonancia, permite suponer a Q aproximadamente independiente de la frecuencia.
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Aunque en una cavidad las ondas son estacionarias, resultan de la superposición de modos que
viajan en sentidos contrarios, el teorema complejo de Poynting C.91b asegura que las enerǵıas medias
almacenadas por el campo eléctrico y por el magnético son iguales. Dado que, para el aire, εeq = ε0

y µ′ = µ0 y el vector de Poyning es real, de lo que se deduce que

〈Wem〉 = 〈We〉+ 〈Wm〉 = 2 〈Wm〉 =
1
2

µ0

∫

V
| ~H|2 dv

Las pérdidas en las paredes se obtienen, de acuerdo con D.51 y teniendo en cuenta que ~HT ' ~H
en la superficie de un buen conductor, mediante la resistencia superficial

〈Pd〉 =
1
2

Rs

∫

S
| ~H|2 ds (E.173)

Esto permite expresar la aportación de la cavidad cerrada a la Qeq del circuito equivalente como

Q ≡ ω0
〈Wem〉ω0

〈Pd〉ω0

=
2
δ0

∫
V | ~H|2 dv∫
S | ~H|2 ds

(E.174)

donde δ0 es la profundidad pelicular a la frecuencia de resonancia.

Puede obtenerse una estimación sencilla de Q con las siguientes consideraciones: En primer lugar,
como es fácil de comprobar, la resistencia superficial puede expresarse en función de la profundidad
pelicular en la pared: Rs = ω0 µ0

2 δ. Por otra parte, 〈Wem〉 ∼ µ0 | ~H0|2 V y 〈Pd〉 ∼ Rs | ~H0|2 S, de
donde se deduce que el orden de magnitud de la Q de una cavidad, cerrada y vaćıa, viene dado por

Q ∼ 2V

S δ
(E.175)

, es decir, por la relación entre el volumen interior de la cavidad y el que .ocupan”las corrientes en
la pared.

E.2. Problemas

e-1. Considérese la propagación de ondas planas, monocromáticas y homogéneas, entre dos planos
conductores situados en x = 0 y x = a. Las direcciones de propagación están contenidas en
el plano xz y la onda está polarizada en la dirección ŷ. Demostrar que en la dirección ẑ se
propagan ondas planas no homogéneas de la forma:

E = E0(x) ej(ωt−βzz)

Hallar la relación de dispersión ω = ω(βz), la velocidad de fase y la de grupo de dicha onda y
representarlas gráficamente.

SOLUCION :
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x̂ 

ẑ 

ŷ 

n 2 n 1

x=0 x=a

φφ

Figura E.27:

Pueden simplificarse los cálculos si se tiene en cuenta que, debido a la reflexión en
las paredes, cada onda plana que viaje en la dirección ~n1 debe estar acompañada
por otra que lo haga en la dirección ~n2, simétrica con respecto al eje z (véase la
figura E.27)

~n1 = cos φ x̂ + senφ ẑ , , ~n2 = −cos φ x̂ + senφ ẑ

El campo eléctrico puede escribirse de la forma

~E = ŷ
(
Ae−jk ~n1·~r + B e−jk ~n2·~r

)
≡ ŷ e−j βz z

(
Ae−j βx x + B e−j βx x

)

donde se han definido las constantes βz = k senφ y βx = k cos φ y se ha omitido el
factor común e−j ω t. Elevando al cuadrado y sumando, se tiene la siguiente relación

β2
z = k2 − β2

x =
ω2

c2
− β2

x (E.176)

El campo magnético se obtendŕıa aplicando las relaciones de estructura a cada
una de esta dos ondas, pero no es necesario para la resolución de este problema
ya que las condiciones de contorno de este campo se cumplen automáticamente si
se exigen al campo eléctrico. Dado que este último es tangencial a los conductores
ideales, debe cumplirse que

E(x = 0) = 0 ⇒ B = −A (E.177)

E(x = a) = 0 ⇒ sen βx a = 0 ⇒ βx = nπ
1
a

(E.178)

La condición E.178 demuestra que las ondas resultantes son no homogéneas puesto
que, en los planos de igual fase, los z = cte, la amplitud depende de x

E = E0(x) e−j ω t−βz z , , E0(x) ∼ sen βx x (E.179)
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La existencia de este tipo de modos está determinada, por lo tanto, por la éxis-
tencia de una sola de las paredes conductoras.

La segunda condición confinante E.178, junto con la anterior, discretiza al espectro
de βx

βxn = nπ
1
a

, n = 1, 2 · · ·

Para una frecuencia dada, los ángulos de propagación posibles, para las ondas
planas, también están discretizados

cos φn(ω) = nπ
1

k a
= nπ

c

ω a

También lo están las constantes de propagación longitudinales, dadas por la
relación de dispersión E.176

βzn(ω)2 =
ω2

c2
− β2

xn

donde se pone de manifiesto que para frecuencias

ω ≤ ωc ≡ c βxn

βzn se hace imaginaria y, como puede comprobarse, la expresión del campo E.179
no corresponde a una onda que se propaga; se dice que la onda está en corte y
que ωc es la frecuencia angular de corte ( véase la sección E.1.1.1).

e-2. Una gúıa dieléctrica planar está constituida por una lámina plana indefinida, limitada por los
planos x = 0 y x = a y con constante dieléctrica εg, que está sumergida en un medio menos
denso de constante εa < εg. Plantear en este caso las mismas cuestiones que en el problema
anterior pero suponiendo que las ondas inciden en las interfacies con un ángulo superior al
cŕıtico.

e-3. Determinar si entre los planos conductores del problema e-1 pueden propagarse modos TM y
TEM en la dirección del eje z e independientes de la variable y.

SOLUCION :

Ya se vió en el problema e-1 que pod́ıan propagarse modos TE.

Modos TM

Para ver si se pueden propagar modos TM , basta con seguir el método del poten-
cial propuesto en la teoŕıa

ΦTM = −j βz

β2
c

Ez

Dado que los campos no dependen de y, el gradiente transversal es ∇t = x̂ ∂
∂ x y

~E TM
t = x̂

∂ ΦTM

∂ x
= −j βz

β2
c

∂ Ez

∂ x
x̂
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El campo magnético se deduce de la relación de estructura

~H TM
t =

1
Z TM

ẑ ∧ ~E TM
t = −E TM

t

Z TM
ŷ , , Z TM = Z

βz

β

Dado que ∂
∂ y → 0, βc = βx y βz =

√
β2 − β2

x

La componente longitudinal es solución de la ecuación de Helmholtz unidimen-
sional (

d2

dx2
+ β2

x

)
Ez = 0

cuyas soluciones son bien conocidas

Ez = Asenβx x + B cos βx x

Para este tipo de modos, las condiciones de contorno exigen la anulación de la
componente tangencial del campo eléctrico

Ez(x = 0) = 0 ⇒ B = 0 ⇒ Ez = Asenβx x

Ez(x = a) = 0 ⇒ βx a = nπ ⇒ βx = n π 1
a , , n = 1, 2 · · ·

Modos TEM

Considérese a un modo incidente cuyo potencial es ΦTEM (z, t) = Vi e
j(ω t−β z). El

problema electrostático correspondiente seŕıa el de un plano conductor, el x = a,
a potencial Vi con respecto al plano x = 0. Los campos son

~E TEM
0 = −Vi

a
x̂ , , ~H TEM

0 = − Vi

Z0 a
ŷ

e-4. La frecuencia de corte de una gúıa es de 1 GHz. El dieléctrico que la llena es el vaćıo. Hallar:

a) La longitud de onda de corte.

b) La longitud de onda de la gúıa para 1.2 GHz.

c) La profuncidad de penetración δz para 0.8 GHz.

SOLUCION :

(a) -Dado que la gúıa está vaćıa, la longitud de onda de corte es

λc =
c

fc
= 0,3m

(b) - La frecuencia f = 1,2GHz > fc por lo que la onda es propagativa. La longitud
de onda a lo largo de la gúıa se deduce de la relación de dispersión

β2
z = β2 − β2

c
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donde βz = 2π
λz

, β = 2π
λ0

y βc = 2π
λc

. Luego

λz =
λ0 λc√
λ2

c − λ2
0

= 45 cm

(c) Esta frecuencia f = 0,8GHz es inferior a la de corte por lo que la propagación
no es posible.

e−j βz z = e−
z
δ ⇒ δ =

1
j βz

=
λ0 λc

2π
√

λ2
0 − λ2

c

= 8 cm

e-5. Las gúıas diseñadas para operar en banda X tienen dimensiones a = 2,286 cm, b = 1,016 cm
y aire en su interior ( su uso se recomienda para el modo dominante entre 8,2 y 12,4GHz).
Hallar:

a) Frecuencia y longitud de onda de corte de los 5 primeros modos.

b) Hallar velocidad de fase, de grupo y longitud de onda para los extremos y el centro de la
banda recomendada.

c) Distancias para las cuales los 2o, 3er, 4o y 5o modos se atenúan en un 99% (aproxi-
madamente 5δz) para la frecuencia central.

SOLUCION :

En el aire, v = c.

(a) - Los cinco primeros modos son los TE10, TE20,, TE01, TE11 y TM11. A los dos
últimos les corresponde la misma frecuencia de corte porque ésta solo depende
de los ı́ndices del modo.

Las frecuencias y longitudes de onda correspondientes son

fclm
=

c

2

√(
l

a

)2

+
(m

b

)2
, , λclm

=
2√(

l
a

)2
+

(
m
b

)2

Los valores concretos de estos parámetros son

fc10 = 6,56GHz , fc20 = 13,1GHz , fc01 = 14,8GHz , fc11 = 16,2GHz

λc10 = 4,57 cm , λc20 = 2,28 cm , λc01 = 2,02 cm , λc10 = 1,85 cm

(b) - Las frecuencias correspondientes a los ĺımites recomendados para el modo
fundamental y para su frecuencia central son

finf = 8,2GHz , fcent = 10,3GHz , fsup = 12,4GHz



E.2. PROBLEMAS e-63

Las velocidades de fase y de grupo se expresan, en función de la frecuencia, de la
forma

vf =
ω

βz
=

c√
1−

(
fc

f

)2
, , vg =

c2

vf

Los valores pedidos son

vfinf
= 1,7 c , vfcent = 1,3 c , vfsup = 1,18 c

vginf
= 0,6 c , vgcent = 0,77 c , vgsup = 0,85 c

(c) - Trabajando a la frecuencia central, las profundidades de penetración de los
modos en corte son

δzc =
c

2π
√

f2
c − f2

cent

Concretamente

δzc20 = 6 mm , δzc01 = 4,5mm , δzc11 = 3,8mm

En los apartados (b) y (c) se ve como, al recomendar unas frecuencias inferior
y superior alejadas de los extremos de la banda, se limita la despersión de las
velocidades en función de la frecuencia y se limita la penetración de los modos no
propagativos en los segmentos uniformes de la gúıa.

e-6. Demostrar que, en una gúıa rectangular,

ZTMlm
= Z

√
1−

(
l λ

2a

)2

−
(

mλ

2b

)2

¿ Cuál será el valor de esta impedancia para una frecuencia de 4GHz si las dimensiones de
la gúıa son de a = 10 cm y b = 6 cm y el modo es el TM11?

e-7. Un modo TE10 con una amplitud de pico Hz0 = 1 A ·m−1 viaja por una gúıa de 7,5x3,5 cm2

con una frecuencia de 3GHz. Una pequeña espira conductora de 0.1 cm2 está situada en el
centro de la sección transversal. ¿ Cuáles son las fuerzas electromotrices inducidas en la espira
cuando su eje coincide con cada uno de los ejes coordenados?

e-8. Hallar las cargas y corrientes superficiales para el modo TE10 de una gúıa rectangular y
representarlas gráficamente junto con las ĺıneas de campo.

SOLUCION :

En la figura E.28 se representa a una sección de gúıa rectangular y a la normal ~ns

hacia afuera de la pared conductora. Como los campos en el interior del conductor
ideal son nulos, las condiciones de contorno que deben exiǵırsele a los del interior
de la gúıa son
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Figura E.28:

~ns · ~E =
ρs

ε0
, , ~ns ∧ ~H = ~s (E.180)

Particularizando para t = 0, los campos del modo TE10 pueden escribirse como

Hz = Acos (π x
a ) cos(2π z

λz
) , A = H i

0

Hx = B sen (π x
a ) sen(2π z

λz
) , B = Aβz

(
a
π

)

Ey = −C sen (π x
a ) sen(2π z

λz
) , C = Aω µ0

(
a
π

)

Si A se toma como real y positiva, también lo son B y C. Este modo no depende
de la coordenada y, por lo que las componentes del campo son funciones f(x, z).
El campo eléctrico tiene dirección y; sus ĺıneas empiezan y terminan en las caras
inferior y = 0 y superior y = b. Las ĺıneas de campo magnético están contenidas en
los planos z = cte. En la figura E.29 se representa a una sección de gúıa centrada
en z = 0.

Para dibujar esquemáticamente las ĺıneas de campo magnético es conveniente ver
los signos que toman sus componentes en la región 0 < x < a , , −λz

4 < z < λz
4

z = 0 →





Hz = Acos (π x
a ) ⇒





Hz > 0 para x < a
2

Hz < 0 para x > a
2

Hx = 0

z = ±λz

4
→





Hz = 0

Hx = ±B sen (π x
a ) > 0 ⇒





Hx > 0 para z = λz
4

Hz < 0 para z = −λz
4
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Luego, como se muestra en la figura E.29, las ĺıneas de campo magnético forman
lazos con la orientación indicada. Las ĺıneas de corriente son perpendiculares a las
de campo magnético en las paredes, según la segunda de las condiciones E.180.

+
+

+

+

+
+

+

+

+

λ
zx=     /4λ

z
x=-     /4 x=0, y=0

x=0, y=b

x=a, y=b

y
^

x̂

y
^

ẑ

ẑ
x̂

+ Origen de las líneas de campo eléctrico

Fin de las líneas de campo eléctrico

Líneas de campo magnético

Líneas de corriente

Figura E.29:

La componente del campo eléctrico es nula en z = 0. Sus valores máximos los
alcanza para

z = λz
4 ⇒ Ey = −C sen (π x

a ) < 0

z = −λz
4 ⇒ Ey = C sen (π x

a ) > 0

Las cargas serán positivas en la cara de donde parten las ĺıneas de campo eléctrico
y negativas donde confluyen.

e-9. Calcular la contribución αTEM a la constante de atenuación de las paredes de una ĺınea de
transmisión coaxial con a = 2 mm, b = 4, 6 mm, ε = ε0, µ = µ0, σ = 5 × 107 S · m−1 y
f = 100 MHz, f = 1 GHz y f = 10 GHz.

e-10. Hallar la constante de atenuación para una gúıa rectangular metálica vaćıa recorrida por modos
TEl0. Particularizar para el modo TE10 en la banda X, a la frecuencia media de la misma, y
con paredes en las que σ=5′8 107 S ·m−1.

SOLUCION :

La constante de atenuación viene dada por E.113

αz =
1
2

Rs

ZM

(A)︷ ︸︸ ︷∮

L
| ~H|2 dl

∫

St

| ~Ht|2 ds

︸ ︷︷ ︸
(B)

El problema se reduce al cálculo de las integrales (A) y (B).
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Figura E.30:

- (A) es la integral del cuadrado del campo magnético total sobre el contorno de
la sección transversal de la gúıa ( véase la figura E.30).

(A) =
∮

L
| ~H|2 dl , , dl =

√
dx2 + dy2 , , | ~H|2 = |Hx|2 + |Hz|2

Las componentes de ~H pueden escribirse de la forma

Hz(x) = H0 cos κ , , κ = π
x

a

Hx(x) = j H0 A1 senκ , , A1 =
βz10 a

π

De acuerdo con la figura, la integral puede evaluarse multiplicando por 2 las
integrales sobre los dos primeros tramos.

(A)
2

=
∫

1
| ~H|2 dl

︸ ︷︷ ︸
(1)

+
∫

2
| ~H|2 dl

︸ ︷︷ ︸
(2)

La primera integral puede hacerse teniendo en cuenta que dκ = π
a dx , , y = 0 ⇒

dl = |dx|
(1) =

a

π

∫ π

0

(
cos2 κ + A2

1 sen2 κ
)

dκ =
a

2
(1 + A2

1)

Para la segunda integral, x = 0 ⇒ dl = |dy|

(2) =
∫ b

0
|dy| = b

con lo que
(A) = H2

0 (a + a A2
1 + 2b) (E.181)
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- (B) es la integral, sobre la superficie transversal, del cuadrado del campo
magnético transversal

(B) =
∫ b

y=0

∫ a

x=0
|Hx|2 dx dy =

a b

2
A2

1 H2
0

Si se expresa la resistencia superficial, la impedancia del modo y la constante A1

en función de la frecuencia normalizada fn10 = f
fc10

, el resultado toma la forma

αz =
1

120 b

√
c µ0

2π a σ

f
3
2
n10 + 2 b

a f
− 1

2
n10√

f2
n10

− 1

El resto se deja como ejercicio.

e-11. Una gúıa de ondas rectangular tiene como dieléctrico en su interior aire y las dimensiones
de su sección transversal son a=10 cm y b=6 cm. Encontrar las frecuencias de corte para los
modos TE10; TE20; TE01; TE11 y TE21.

e-12. Una gúıa de ondas rectangular con aire en su interior tiene una sección transversal de dimen-
siones a=10 cm y b=8 cm.

a) ¿ Cuántos modos TE se podrán transmitir por la gúıa a frecuencias inferiores a 4 GHz?

b) ¿ Cuáles son sus frecuencias de corte?

e-13. Encontrar la velocidad de fase y de grupo de los modos TE10 y TM12 a frecuencias 1.5 veces
superiores a la correspondiente de corte.

e-14. Expresar las impedancias ZTE, ZTM y ZTEM en función de Z y las longitudes de onda λ y
λz. Ordenar dichas impedancias por orden de magnitud.

e-15. Escribir las ecuaciones de los campos para el modo TE12 en una gúıa de ondas cuadrada
(a=b). Dibujar la variación de las componentes del campo en función de x e y.

e-16. Demostrar que las soluciones para los campos ~E y ~H de una onda TE en una gúıa rectangular
satisfacen las ecuaciones de Maxwell.

e-17. Dada una gúıa dieléctrica, como la de la figura E.13, demostrar que Bx es cont́ınuo en x = ±d.

e-18. Demostrar que la ecuación caracteŕıstica para los modos pares TM de la gúıa del problema
anterior es la dada en E.97.

e-19. En una gúıa, del mismo tipo que las de los problemas anteriores, con d = 0, 5µm, εn = 1,01 ε0

y εa = ε0, se propaga el modo TE0 a la frecuencia ω = 9 × 1015 rad · s−1. Determinar
numéricamente la longitud de onda a lo largo de la gúıa.

SOLUCION :
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De acuerdo con lo expuesto en la sección E.1.7, la longitud de onda a lo largo de
la gúıa dieléctrica es

λz =
2π

βz
=

2π√
β2

n − κ2
=

2π√
β2

a + ν2

donde
βn =

ω

c

√
εrn , , βa =

ω

c

√
εra , , κ =

a

d
, , ν =

b

d
y

a2 + b2 = R2 , , R =
ω d

c

√
εrn − εra = 1,5

Para determinar a es necesario resolver la ecuación caracteŕıstica de la gúıa, la
cual es transcendente. Como se indica en la figura E.31, esto puede llevarse a cabo
buscando la intersección entre el ćırculo b =

√
R2 − a2 y la curva b = a tg (a), o, lo

que es lo mismo, el cero de la función

(a) (b)

F(a)

a

b=a tg(a)

b

a

b=  R  -a 
2 2

Figura E.31:

F (a) = a tg (a)−
√

R2 − a2

La forma más fácil de hacerlo es con la ayuda de programas numéricos o gráficos.
Aqúı se hará con la ayuda de la calculadora y una estrategia sencilla:

- Se parte del punto medio del intervalo 0 ≤ a ≤ R.

- Se determina el menor intervalo en que F (a) cambia de signo y se elige el valor
de a correspondiente a la mitad del mismo.
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- Se finaliza cuando el cero queda acotado con el número de cifras que se estime
suficiente ( en este caso, con tres cifras significativas).

En la siguiente tabla se presentan las pruebas y los resultados sucesivos. Se toma
como valor inicial (0) al a = R, para el cual, véase la figura, F > 0.

No de prueba a = F ' Intervalo Cotas
1 0,7500 −0,6 0 ↔ 1
2 1,1250 +1,4 1 ↔ 2
3 0,9375 +0,1 1 ↔ 3
4 0,8437 −0,3 3 ↔ 4
5 0,8906 −0,1 3 ↔ 5
6 0,9140 −4× 10−3 3 ↔ 6
7 0,9257 +0,05 6 ↔ 7
8 0,9198 +0,02 6 ↔ 8
9 0,9169 +9× 10−3 6 ↔ 9
10 0,9154 +2,5× 10−3 6 ↔ 10
11 0,9147 −7× 10−4 10 ↔ 11
12 0,9150 +6,5× 10−4 11 ↔ 12 Superior
13 0,9148 −2,6× 10−4 Inferior

Como solución aproximada de a puede darse el valor intermedio de las dos últimas
cotas

a = 0,9149 ⇒ b = 1,189 ⇒ κ = 1,830× 106 m−1 , , ν = 2,377× 106 m−1

y
λz = 0,2087µm

e-20. Para ondas TEM que se propagan por una ĺınea de transmisión y cuyas amplitudes son
funciones arbitrarias del tiempo, calcular la fracción de enerǵıa incidente que es reflejada por
una resistencia de carga RL y la que es disipada por la misma.

e-21. Para la gúıa de la figura E.32, calcular, en función de la potencia media incidente Pi1, las
potencias medias: reflejada en el primer tramo de la ĺınea Pr1, incidente y reflejada en el
segundo tramo, Pi2 y Pr2 y las disipadas por las impedancias Za y ZL, Pa y PL. Comprobar
que se cumple el principio de conservación de la enerǵıa.

SOLUCION :

Téngase en cuenta que la impedancia Za está conectada en paralelo con la ĺınea
lo que implica la continuidad de la tensión y la discontinuidad de la intensidad.

e-22. Calcular la capacidad y la autoinducción equivalentes por unidad de longitud de una gúıa
rectangular operando en el modo TE10.

SOLUCION :
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Figura E.32:

La capacidad y la autoinducción equivalentes por unidad de longitud de una gúıa
pueden obtenerse a partir del número de onda longitudinal y de la impedancia
caracteŕıstica que, de acuerdo con el convenio adoptado en este texto, es la del
modo.

βz = ω
√
LC , , Zc = Z TE =

√
L
C

de donde

L = Z TE βz

ω
, , C =

βz

ω Z TE

y

L =
Z

v
, , C =

1
v Z

(
1− f2

c10

f2

)

e-23. Calcular la capacidad y la autoinducción equivalentes por unidad de longitud de una ĺınea coax-
ial y deducir a partir de estos parámetros la impedancia caracteŕıstica de la misma. Comprobar
que LC = ε µ. Demostrar que la relación que deben cumplir el radio menor a y el mayor b
para que una ĺınea, con aire como dieléctrico, tenga una impedancia de 50Ω, es b/a = 2′3.

SOLUCION :

Cálculo de la capacidad :

En el caso de un modo TEM , la capacidad equivalente por unidad de longitud
viene dada por

C =
Q(z, t)
V (z, t)

=
Q0

V0

donde
V (z, t) = V0 e j(ω t−β z) y Q(z, t) = Q0 e j(ω t−β z)

son el potencial TEM , entre el conductor interno y el externo, y la carga por
unidad de longitud que hay en la superficie interior del conductor externo ( véase
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Figura E.33:

la figura E.33). Estas magnitudes pueden calcularse en función de la amplitud del
campo eléctrico ~E0.

Dado que el campo eléctrico deriva del potencial de la misma forma que lo hace
el electrostático y que la simetŕıa de la ĺınea es ciĺındrica

~E0 = −A
ρ̂

ρ

El potencial se obtiene calculando la circulación del campo eléctrico

V0 = −
∫ b

a
E0 dρ = A ln

b

a
⇒ A =

V0

ln b
a

y
~E0 = − V0

ln b
a

ρ̂

ρ
(E.182)

Para calcular la carga se hace uso de la la condición de contorno σ0 = ~D(b) · ~nb,
donde σ0 es la densidad superficial de carga en ρ = b.

Q0 = 2π b σ0 = 2π ε0
V0

ln b
a

⇒ C = 2π ε0
1

ln b
a

Cálculo de la autoinducción :

La autoinducción equivalente por unidad de longitud se calcula planteando un
problema análogo al magnetostático.

L =
2Wm0

I2
0

donde Wm0 es la enerǵıa magnética contenida en la unidad de longitud de la ĺınea
e I0 la intensidad que recorre al conductor superior en la dirección positiva del
eje z, como se muestra en la figura E.33.
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Hallando la circulación del campo magnético a lo largo del camino l que rodea al
conductor interno, se tiene que

~B0 = −µ I

2π

ρ̂

ρ

La densidad de enerǵıa y la enerǵıa por unidad de longitud son

ωm0 =
1
2µ

B2
0 , , Wm0 =

∫

v
ωm0 dv =

µ I2
0

4π
ln

b

a
⇒ L =

µ

2π
ln

b

a

donde v es el volumen de una sección de ĺınea de longitud unidad.

De los resultados anteriores se deduce que

LC = µ ε

Impedancia caracteŕıstica :

Zc =

√
L
C =

Z0

2π
ln

b

a
(E.183)

Para el aire, Z0 = 120 π, luego

b

a
= e

2πZc
Z0 = 2, 3

e-24. El dieléctrico de una ĺınea coaxial soporta sin ruptura un campo eléctrico máximo Em. Hallar
la impedancia caracteŕıstica óptima para que la ĺınea transporte la máxima potencia. ¿Cuál es
esta potencia máxima en función de Em y el radio a del conductor interno ? Supóngase que
el radio externo tiene un valor fijo b pero que puede variarse la razón x = b/a, donde a es el
radio del conductor interno.

SOLUCION :

El campo eléctrico, según se vio en E.182 del problema anterior, puede ser expre-
sado en función de x

E0 =
V0

ln (x)
ρ̂

ρ

Su valor máximo se alcanza para ρ = a

Emax =
xV0

b ln (x)
ρ̂

ρ

La potencia media transmitida por una onda que viaja en el sentido positivo del
eje z es

〈P 〉 =
∫

St

〈 ~S〉 · d~s =
2π V 2

0

Z0 ln (x)
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donde d~s = ρ dρ dφ ẑ.

Substituyendo V0 por Emax,

〈P 〉 =
2π b2 E2

max

Z0

ln (x)
x2

El valor xmax que hace máxima a la potencia transmitida es solución de la ecuación

d

d x

(
ln (x)

x2

)
= 0 para 1 < x < ∞ ⇒ x = e

1
2 = 1,65

lo que, teniendo en cuenta que el dieléctrico es aire, corresponde a una impedancia
caracteŕıstica ( véase el problema anterior, expresión E.183) y a una potencia
máxima

Zc = 30 Ω , , 〈P 〉max = 3× 10−3 b2 E2
max

e-25. Suponer que en un punto z=0 de una gúıa, cuyo dieléctrico es el vaćıo, se genera una onda
en el modo TE10 a una frecuencia inferior a la de corte. Calcular los valores instantaneo y
medio del vector de Poynting y demostrar que la enerǵıa no se propaga hacia el interior de la
gúıa.

SOLUCION :

A la frecuencia de trabajo, la onda está en corte por lo que hay que substituir
jβz10 = 1

δz10

δz10 =
1

jβz10

=
a

π

√
1−

(
f

fc10

)2
' 3 a

Los valores instantáneo y medio de la componente longitudinal del vector de
Poynting son

Sz(t) = −Ey(t) Hx(t) , , 〈Sz〉 = −1
2

Re[Ey H∗
x]

Para el modo TE10, los campos complejos son

Hx =
1

δz10

(a

π

)
H0 sen

(π x

a

)
e
−
�

z
δz10

�
e jω t

Ey = −jω µ0

(a

π

)
H0 sen

(π x

a

)
e
−
�

z
δz10

�
e jω t

De las expresiones anteriores se deduce que

〈Sz〉 = 0

Por otra parte, hallando la parte real de los campos y haciendo δz10 = 3 a

Sz(t) = ω µ0

( a

6π2

)
H2

0 e
−2
�

z
δz10

�
sen2

(π x

a

)
sen (2ω t)
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Figura E.34:

expresión de la que se deduce que la enerǵıa se desplaza de forma oscilante con
media nula y que su amplitud se atenúa, sin disiparse, con una profundidad de
penetración mitad de la correspondiente a las amplitudes.

e-26. En la ĺınea de la figura E.34 se cierra el interruptor en t = 0. Suponiendo que v(z,0)=i(z,0)=0,
hallar v(z, t) e i(z, t) para t > 0.

SOLUCION :

La solución general de la ecuación de onda en una ĺınea sin pérdidas, se compone
de dos términos, de forma arbitraria y que se mueven en direcciones opuestas con
velocidad v, más un posible término constante

v(z, t) = vi(z − vt) + vr(z + vt) + V0

i(z, t) =
1
Rc

[vi(z − vt)− vr(z + vt)] + I0

Dadas las condiciones iniciales del problema, V0 = 0 e I0 = 0.

Estas ondas se reflejan sucesivamente en ambos extremos de la ĺınea y tardan en
recorrer su longitud L un tiempo T = L

v . Se analizará dicha solución en el intervalo
0 ≤ t < 2T . Se empezará por la primera mitad del mismo

- (1) → 0 ≤ t < T .

Durante este intervalo, la onda que se genera al principio de la ĺınea no ha llegado
aún al final de la misma, por lo que no existe onda reflejada

v1(z, t) = vi1(z − vt)

v1(z, t) =
1
Rc

vi1(z − vt)

La resistencia total que presenta la ĺınea es

R1(z, t) =
v1(z, t)
v1(z, t)

= Rc

Mientras no tenga lugar una reflexión, la resistencia presentada por la ĺınea es
independiente de la posición y del tiempo e igual a la resistencia caracteŕıstica.
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Figura E.35:

En consecuencia, para determinar vi1 solo es necesario aplicar la condición de
frontera en el origen z = 0. La figura E.35 representa al circuito equivalente de
esta condición, donde la tensión de entrada ve(t) es la función escalón

ve(t) = V0 u(t) , , u(t) =
{

0 para t < 0
1 para t ≥ 0

y

v1(0, t) = vi1(−vt) =
2
3

V0 u(t)

Como t =
(
t− z

v

)
z=0

v1(z, t) =
2
3

V0 u(t− z

v
)

En la figura E.36a se representa a la función v1(0, t), en función de t, y en la E.36b
a la función v1(z, t0) en función de z.

v

03
2

v  (0,t)1

V03
2

(a) (b)

z=v t  

v  (z,t  )1 0

0

t z

V

Figura E.36:

- (2) → T ≤ t < 2T .

La tensión incidente llega al extremo z = L en el instante t = T , por lo que

vi1(t) =
2
3

V0 u(t− T )
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y aparece una onda reflejada que se propaga en sentido negativo del eje z. La onda
total puede escribirse de la forma

v2(z, t) = vi1(t) + vr2(z, t)

i2(z, t) =
1
Rc

[vi1(t)− vr2(z, t)]

Para determinar a la onda reflejada, se debe aplicar la condición de frontera en
el extremo de carga z = L ( se hará primero para RL arbitrario y, después se
particularizará para el caso de .acoplamiento perfecto”RL = Rc)

RL =
v2(L, t)
i2(L, t)

⇒ vr2(z = L, t) = ρL vi1(t) = ρL
2
3

V0 u(t− T )

donde

ρL ≡ RL −Rc

RL + Rc

Para obtener la expresión de la onda reflejada en un punto arbitrario de la gúıa,
basta con tener en cuenta que se propaga en el sentido negativo del eje por lo
que, en vr2(z = L, t),

t →
(
t +

z

v
+ t0

)
z=L

⇒ t0 = −T

y

vr2(z, t) = ρL
2
3

V0 u(t +
z

v
− 2T )

La constante t0 es necesaria para ajustar el instante inicial (t = T ) de partida de
esta onda desde el extremo de carga.

El enunciado especifica una resistencia de carga igual a la caracteŕıstica, por lo
que el coeficiente de reflexión es nulo y no tiene lugar la reflexión. Luego, para
RL = Rc,

vr2(z, t) = 0 ⇒ v2(z, t) =
2
3

V0

e-27. En la figura E.37 se muestra una ĺınea de transmisión cuya carga está formada por una
resistencia y un condensador. Calcular la diferencia de potencial entre las placas del conden-
sador y dibujarla para el caso R = Rc. Suponer al condensador descargado inicialmente y
RC << T = L/v, t ≤ 2T .

SOLUCION :

Para simplificar, se supone que el interruptor se cierra en t = −T de forma que el
escalón de tensión llega al final de la ĺınea en t = 0. Como en el problema anterior,
se consideran dos intervalos:

- (1) → −T ≤ t < 0.
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-
V

z=0

0

z=L

R

C

c
R+

Figura E.37:

La onda no ha llegado todav́ıa a z = L y solo existe una onda incidente

v1(z, t) = vi1(z, t) = V0 u(t− z

c
+ T )

- (2) → 0 ≤ t < T .

v2(z, t) = vi1(z, t) + vr2(z, t)

i2(z, t) =
1
Rc

[vi1(z, t)− vr2(z, t)]

La onda incidente llega a z = L en t = 0

vi1(L, t) = V0 u(t)

Simplificando la notación

v2(L, t) → v2(t) = V0 u(t) + vr(t)

i2(L, t) → i2(t) =
1
Rc

[V0 u(t)− vr(t)]

La figura E.38a representa la condición de contorno que se aplica en z = L

v2(t) = i2(t) R +
1
C

∫ t

0
i2(t) dt

Derivando
d v2(t)

d t
= R

d i2(t)
d t

+
i2(t)
C

donde, para t > 0

d v2(t)
d t

=
d vr(t)

d t
d i2(t)

d t
= − 1

Rc

d vr(t)
d t

v2(t) = V0 + vr(t)

i2(t) =
1
Rc

[V0 − vr(t)]
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0

v  (t)c
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-
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-
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-

(a) (b)
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C

v  (t)

v  (t)

r

c

z=L

v  (t)

2V

2

Figura E.38:

Substituyendo, la ecuación diferencial puede escribirse de la forma

d vr(t)
d t

+
vr(t)

τ
=

V0

τ
, , τ ≡ (R + Rc) C

La solución general es

vr(t) = A e−
t
τ + V0 ⇒ v2(t) = 2V0 + A e−

t
τ

Para determinar la constante A basta con tener en cuenta que la cáıda de tensión
en un condensador debe ser continua, por lo que

vc(t = 0+) = vc(t = 0−) = 0

y

v2(t = 0+) =
{

V0 − vr(t = 0+) = 2 V0 + A

i2(t = 0+) R = −A R
Rc

⇒ A = V0 para R = Rc

De acuerdo esto

vr(t) = V0

(
1− e−

t
τ

)

vc(t) = 2V0

(
1− e−

t
τ

)

La figura E.38b representa a la tensión vc(t).

e-28. Una ĺınea de impedancia caracteŕıstica de 100 Ω, longitud L=30 cm y cuyo dieléctrico es el
vaćıo, está cortocircuitada en un extremo y tiene conectada en paralelo una capacidad en el
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otro. Hallar el valor de dicha capacidad para que el conjunto resuene a la frecuencia f0 =
125MHz.

SOLUCION :

El circuito de la figura E.39a puede representarse como en la figura E.39b, donde la
impedancia equivalente de la ĺınea contocircuitada, vista desde la entrada, equivale
a una autoinducción L ( se emplea la misma notación que para la posición del
extremo de la ĺınea).

v  (t)e

+

-

v  (t)e

+

-
Z c

z=0 z=L

C C

(a) (b)

L

Figura E.39:

Escribiendo
YC = jω C

,la admitancia del condensador, e

Ycc0 =
1

Zcc0
=

1
j Zc tg(β L)

,la admitancia equivalente de la ĺınea vista desde z = 0, la admitancia total a la
que se aplica la tensión de entrada es

Ye = YC + Ycc0

En resonancia, esta admitancia debe ser nula. Teniendo en cuenta que el dieléctrico
es el vaćıo y, por lo tanto, β = β0 = ω0

c

C =
1

ω0Zc tg(β0 L)
= 12,7 pF

La ĺınea cortocircuitada equivale, en este caso, a una autoinducción, de forma que

Ye(ω) = jω C

(
1− ω2

0

ω2

)
, , ω0 =

1√
LC

⇒ Ye(ω0) = 0

e-29. La ĺınea de la figura E.40 tiene un dieléctrico con εr = 1 y µr = 1, opera a 300MHz y tiene
una longitud de 1,2m. R1 = R2 = Zc = 50Ω, C = 1/(3π)10−10 F y V0 = 10 V . Hallar:
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-

R
1

R
2

z=0 z=L

C

V
0

Z c
+

Figura E.40:

a) Amplitudes.

b) Impedancia de entrada.

c) Coeficiente ρ en los extremos.

d) Potencias disipadas.

SOLUCION :

Este tipo de problemas se reduce, básicamente, a la aplicación en la entrada
z = 0 → ξ = L y en el extremo de carga z = L → ξ = 0 de las condiciones
establecidas

(A) → V (ξ = 0)
I(ξ = 0)

= ZL , , ZL = R2 +
1

jω C
= 50− j 50 Ω

(B) → V (ξ = L) = V0 − I(ξ = L) R1

Las amplitudes pueden calcularse directamente de la aplicación de las condiciones
anteriores. El resto de las magnitudes solicitadas en el enunciado se deducen de
dichas amplitudes.

(a) - La tensión y la intensidad vienen dadas por

V (ξ) = V i e jβ ξ + V r e−jβ ξ

I(ξ) =
1
Zc

(
V i e jβ ξ − V r e−jβ ξ

)

donde, por tratarse de una ĺınea cuyo dieléctrico es el vaćıo, β = ω
c

Substituyendo en (A) y (B) y resolviendo el sistema de ecuaciones resultante

V i = 1,55− j 4,76V , , V r = −1,59− j 1,57V

También puede solucionarse el problema desde otros puntos de partida como, por
ejemplo,
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(c) - Calculando primero el coeficiente de reflexión ρ(ξ). En el extremo de carga

ρL =
ZL −Zc

ZL + Zc
= 0,2− j 0,4

En el de entrada
ρe = |ρL| ej( ϕL−2β L) = −0,4 + j 0,21

donde ϕL es la fase de ρL.

(b) - Calculando la impedancia Z(ξ = L)

Z(ξ = L) = Zc
ZL + j Zc tg(β L)
Zc + j ZL tg(β L)

= 20,1 + j 10,3Ω

(a) - Y calculando las amplitudes mediante el circuito equivalente de entrada que
se muestra en la figura E.41

1

ξ= LZ(       )
+

-
ξ= LV(       )

ξ= L

V
0

+

-

R

Figura E.41:

V (ξ = L) =
V0 Z(ξ = L)

R1 + Z(ξ = L)
= 3,02 + j 1,03V

V i =
V (ξ = L) e−jβ L

ρe + 1
= 1,55− j 4,76V

V r = ρL V i = −1,59− j 1,57V

(d) - La potencia media consumida por la resistencia R1 es

〈P1〉 =
1
2

Re[I(ξ = L) V ∗(ξ = L)] =
1
2

R1 |I(ξ = L)|2 = 0,50watios

y la consumida por R2

〈P2〉 =
1
2

R2 |I(ξ = 0)|2 = 0,2watios

La potencia consumida por la totalidad del circuito es

〈P2〉 =
1
2

V0 Re[I(ξ = L)] = 0,7watios

Dado que la ĺınea no tiene pérdidas, se comprueba que esta última es igual a la
suma de las dos anteriores.
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V
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R
1
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+

Figura E.42:

e-30. Calcular la impedancia de carga de una ĺınea de transmisión sabiendo que tiene una impedancia
caracteŕıstica de 60 Ω, que su razón de onda estacionaria es S=4 y que en la carga existe un
mı́nimo de corriente.

e-31. Sea una ĺınea de transmisión en circuito abierto (E.42), Zc = 50Ω y longitud 5/16 λ. Calcular
el voltaje en el extremo de carga si se alimenta con un generador de impedancia interna
R1 = 20Ω y V0 = 10 V.

e-32. Una ĺınea de transmisión tiene Zc = 75Ω, vf = 200 m/µs, f=1 GHz, S=4, ξmin=10 cm.
Hallar ZL.

e-33. Expresar la razón entre la potencia media reflejada y absorbida por la impedancia de carga de
una ĺınea de transmisión en función de la razón de onda estacionaria.

e-34. Una ĺınea de transmisión sin perdidas tiene una carga normalizada ZL
Zc

= 0,5+0,7j. La longitud
de onda sobre la ĺınea de transmisión es de 40 mm. Calcular:

a) Impedancia a 8 mm de la carga

b) Valor del coeficiente de reflexión en la carga

c) Valor de S

d) Distancia del primer mı́nimo

e-35. En la figura E.43 se representa a una ĺınea, de impedancia caracteŕıstica Zc = 50 Ω y cargada
con la impedancia ZL = 22 + 7,5j Ω, que está conectada en paralelo con un segmento del
mismo tipo de gúıa en cortocircuito. Este último está situado a una distancia d de la carga y
tiene una longitud l. Hallar los valores mı́nimos de d y l para que la gúıa quede perfectamente
acoplada en su entrada, es decir, para que la impedancia de entrada sea igual a la impedancia
caracteŕıstica.

SOLUCION :

Para resolver este problema, se trasladan las admitancias del cortocircuito y de
la carga al punto z = z0, véase la figura E.44, y se impone la condición

Yz0 = Yc =
1
Zc

, , Yz0 = Ycc0 + YL0
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z=0

c

Zc

Ze = Zc

z=z0

l

d

Z L

z=L

Z

Figura E.43:

z=0 z=z 0

Ycc0 YL0Y(z=0)=Yc

Figura E.44:

donde Yz0 es la admitancia total en z = z0 y Ycc0 y YL0 las del cortocircuito y de
la carga trasladadas a dicho punto. De esta forma, la ĺınea queda perfectamente
acoplada y Z(z = 0) = Zc = 1

Yc
.

Si se normaliza la ecuación anterior, dividiendo por Yc, se emplea la notación

α ≡ 1
tg(β l)

, , η = tg(β d)

para las incógnitas y
Y N

L = a + j b

para la admitancia normalizada de la carga, se tiene que

1 + j α =
1 + j (a + j b) η

a + j b + j η

Hallando la parte real y la imaginaria de esta ecuación y despejando se tiene

α =
η (a− 1)− b

a

η =
1− a + α b

b− α

Eliminando α entre las dos ecuaciones se tiene que

Aη2 + B η + C = 0
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donde A, B y C son funciones de a y b.

Operando se obtiene el par de soluciones

α1 = 0,87 , , α2 = 0,87
η1 = 0,42 , , η2 = 0,95

Los valores normalizados de las longitudes, son

lN1 ≡ l1
λ

=
1
2π

artg(
1
α1

) + 0,5 = −0,14 + 0,5 = 0,36

Se ha tenido en cuenta que la tangente tiene una periodicidad de 1
2 λ. De forma

análoga,

dN
1 ≡ d1

λ
=

1
2π

artg(η1) = 0,0063

dN
2 ≡ d1

λ
=

1
2π

artg(η2) + 0,5 = 0,39

e-36. ¿Cuál es el valor de Q para una cavidad cúbica vaćıa, con paredes de cobre y aristas de 3 cm,
que trabaja a la frecuencia de resonancia del modo TE101? (σ=5′8 107 S · m−1). Comparar
el resultado con la estimación que se obtiene en función de los volúmemes .ocupados”por los
campos y por las corrientes.

SOLUCION :

De acuerdo con el texto, la frecuencia de resonancia del modo TE101 es f101 ' 7GHz
y el campo magnético

Hz = H0 cos (π
x

a
) sen (π

z

a
)

Hx = −H0 sen (π
x

a
) sen (π

z

a
)

El factor Q es

Q ≡ ω101
〈Wem〉ω101

〈Pd〉ω101

=
2

δ101

∫
V | ~H|2 dv∫
S | ~H|2 ds

=
3

δ101

El orden de magnitud se estima con la ayuda de la expresión

Q101 ∼ 2V

S δ101
=

1
δ101

e-37. Hallar las cinco primeras frecuencias de resonancia para una cavidad rectangular vaćıa, de
dimensiones a = 3 cm, b = 1 cm y L = 9 cm. Estimar, de la misma forma que en el problema
anterior, el valor de Q para cada una de estas frecuencias. Supuesto que, en un instante inicial,
la enerǵıa almacenada se halle igualmente repartida en las proximidades de estas resonancias,
¿ Cómo evolucionarán en el tiempo las relaciones entre las enerǵıas correspondientes a las
últimas resonancias y la correspondiente a la fundamental ?
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F.1. Ejemplos de multipolos radiantes

Los ejemplos siguientes ilustran como, en la naturaleza y en la práctica, existe una gran variedad
de sistemas eléctricamente pequeños que radian predominantemente como multipolos simples. Parte
de los ejemplos propuestos pueden ser tratados con más rigor en el seno de la mecánica cuántica o
mediante los potenciales de Lienard-Wiechert. No obstante, dentro de las condiciones impuestas en
cada caso, los resultados que se obtienen son siempre significativos.

F.1.1. Molécula apolar; dipolo con orientación fija

Como se muestra en la figura F.1, el modelo más simple que se puede hacer de una molécula
apolar es el que la representa como una nube, esférica y uniforme, de carga negativa, que rodea a
un núcleo positivo puntual. Se supone que un campo aplicado t́ıpico actúa perturbando ligeramente
esta distribución, de forma que los centros de carga se desplazan una distancia ~rp que es muy inferior
al radio de la distribución a. Puesto que el núcleo es mucho más masivo que la nube electrónica, se
supone que éstos están prácticamente quietos y que los electrones se mueven con respecto al mismo.
La fuerza sobre la nube electrónica es, por el principio de acción y reacción, igual y contraria a la que
actúa sobre el núcleo. La figura F.1 muestra al núcleo desplazado una distancia −~rp con respecto al
centro de cargas negativas. Suponiendo que los centros de carga están desplazados inicialmente una
distancia ~r0, se investigarán las caracteŕısticas de la radiación emitida en la oscilación libre de una
molécula de tipo hidrogenóide. Aplicando la ley de Gauss puede calcularse el campo en la posición
del núcleo y la fuerza que las cargas negativas ejercen sobre las positivas ~f+.

∫

S

~E · d~r =
1
ε0

∫

v
ρ−dv ⇒ ~E =

e

4πε0a3
~rp , , ρ− =

−e
4
3πa3

donde ρ− es la densidad de carga de la nube.

La fuerza sobre la carga negativa, referida al centro de carga positiva, es

f-1
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pr  (t)

a

- e

+ e

nube

electrónica

núcleo

Figura F.1: Molécula apolar

~f = e ~E =
−e2

4πε0a3
~rp = −k ~rp , , k =

e2

4πε0a3

La ecuación del movimiento del centro de carga negativa con respecto al núcleo corresponde a
un movimiento armónico de frecuencia angular ω0 y pulsación f0.

d2~rp

dt2
= −ω2

0~rp , , ω0 =

√
k

m
= 2πf0

El momento dipolar de la carga es, en consecuencia,

~d = −e r0 cos ω0t r̂p , , ~dω0 = −e~r0

Tomando como valor t́ıpico del radio molecular a ' 10−10m, se obtiene una frecuencia de
radiación f0 ' 2,5 1015Hz y una longitud de onda λ0 ' 1,2 10−7m = 120nm que corresponden al
infrarrojo cercano.

F.1.2. Antena dipolar lineal

Es conveniente puntualizar que en la literatura de antenas se califica como Antena dipolo, o sim-
plemente ”dipolo”, a sistemas radiantes que, por su dimensión, no son representables en términos
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multipolares, salvo como agrupación de dipolos. La antena que aqúı se trata corresponde a lo que
en terminoloǵıa de antenas se denomina ”pequeño dipolo”; es una antena lineal de hilo conductor,
alimentada en el centro, como se muestra en la figura F.2, cuya dimensión máxima L es eléctri-
camente pequeña. Se supone que el diámetro φ del hilo es, a su vez, mucho menor que L, lo que
permite suponer que la corriente que la recorre es unidimensional. Dada la simetŕıa del problema es
de esperar que la carga acumulada en cada instante en la parte superior y en la inferior de la antena
serán iguales y de distinto signo, por lo que el término más significativo de la radiación será dipolar
eléctrico. Con las hipótesis de partida es posible determinar aproximadamente la forma en que la
corriente se distribuye a lo largo de la antena y, aplicando la ecuación de continuidad, la distribución
de carga y el momento dipolar. Considerando un segmento elemental de la antena, como se muestra
en la figura F.2, que está recorrido por un intensidad i(z′, t) y que acumula una carga lineal ρL por
unidad de longitud

+ L/2

- L/2

z’

<< L <<

n n

i(z’) i(z’+   z’)

z’ z’+   z’

z’ = 0

φ

ρ
L

λ

∆
∆

Figura F.2: Antena dipolar eléctrica

∫

∆S
~ · d~r = −

∫

v

∂ρ

∂t
dv , , i(z′ + ∆z′, t)− i(z′, t) '





∂i
∂z′∆z′

−∂ρL
∂t ∆z′

⇒ ∂i

∂z′
= −∂ρL

∂t

Si se supone que la corriente es armónica

I(z′, t) = I0(z′)e j ωt ⇒ ρLω =
−1
jω

∂I0(z′)
∂z′

En general, el cálculo de la distribución de corriente en una antena es un problema de contorno
complicado. En el caso actual, I0(z′) puede deducirse fácilmente mediante un desarrollo en serie
alrededor del origen z′ = 0
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I0(z′) ' I0 +
(

∂I0(z′)
∂z′

)

z′=0

z′ +
1
2

(
∂2I0(z′)

∂z′2

)

z′=0

z′2 + · · · ' I0 + Az′

donde A es una constante que puede estimarse como A ∼ I0/λ. λ debe ser una longitud próxima a
la de las ondas en el medio exterior. Luego los términos despreciados son del orden I0/(z′/λ)2 <<
I0/(z′/λ) y la serie converge para L << λ. Además, la corriente debe ser continua en el origen y
nula en los extremos de la antena

I0 =





I0(z′ = 0) = I0

I0(z′ = ±L
2 ) = 0



 ⇒ I0(z′) = I0

(
1− 2

L
|z′|

)

por lo que se dispone de una expresion anaĺıtica aproximada de la distribución de la corriente en
función de la amplitud I0. De aqúı se deduce que

ρLω = ± 2I0

jω L
⇒ dω = 2

∫ L
2

0
ρLωz′ dz′ =

I0L

2 jω

F.1.3. Electrón en órbira circular; dipolo que gira

Ya se vió en su momento que un electrón atrapado en un campo magnético gira a la frecuencia
ciclotrónica ~ωc = e ~B0/(γem). Una carga puntual que gira con frecuencia ~ω0 puede tomarse también
como modelo clásico de electrón en un orbital atómico simétrico. Dado que la velocidad equivalente
del electrón no es relativista en estos casos, se verá que la radiación emitida es principalmente de
tipo dipolar eléctrico pero que también existen contribuciones cuadripolares significativas.

Radiación dipolar eléctrica :

De acuerdo con la figura F.3, la trayectoria de la part́ıcula puede expresarse como

~rp(t) = r0(cos ω0t x̂ + sen ω0t ŷ) (F.1)

En notación compleja

~rp(t) = r0(x̂− j ŷ)e j ωt (F.2)

El momento dipolar eléctrico resultante es

~dω0 = −er0(x̂− j ŷ)

lo que corresponde a un dipolo que gira en un plano perpendicular a ẑ. La intensidad de la radiación
dipolar eléctrica viene dada por 5.79, donde
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p

r0

r (t)
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Figura F.3: Electrón en órbita circular

~n ∧ ~dω0 = −j e r0{(x̂− j ŷ) cosθ − ẑ senθ e j ϕ}

|~n ∧ ~dω0 |2 = e2r2
0(1 + cos2θ)

〈I(θ)〉
〈I〉max

= f(θ) =
1
2
(1 + cos2θ)

La intensidad emitida en el plano que contiene al dipolo, (θ = π/2), es igual a la máxima emitida
por el dipolo fijo, mientras que en la dirección perpendicular al mismo, (θ = 0), la intensidad es
el doble de dicho máximo. Esto es aśı porque, como puede verse en la figura F.4, en el primer
caso se observa un dipolo oscilante perpendicular — la proyección de ~dω sobre ~n no contribuye al
campo observado — que produce un campo linealmente polarizado, y en el segundo se ve un dipolo
giratorio transversal que equivale a dos dipolos oscilantes cruzados, los cuales producen un campo
con polarización circular en la dirección de ~dω. Visto desde esta última posición, el dipolo arrastra
en su giro al campo de radiación con el retraso temporal correspondiente.

Momento magnético :

Puede comprobarse que el electrón en órbita circular tiene momento magnético estático y que,
por lo tanto, no emite radiación dipolar magnética.
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Figura F.4: Polarización de la radiación

~m =
1
2

∫

v′
~r′ ∧ ~ dv′ =

1
2
e

∫

v′
~r′ ∧ ~v δ{~r′ − ~rp(t)}) dv′

=
1
2
e~rp(t) ∧ ~v(t) =

1
2
e r2

0 ~ω0

Radiación cuadripolar eléctrica :

Además del campo de radiación dipolar eléctrico, de frecuencia ω0, el electrón orbital radia
campos multipolares de orden superior. El cuadripolar eléctrico, aunque de menor importancia que
el anterior, también es significativo y radia a la frecuencia 2ω0. En el dominio del tiempo

Qαβ = e

∫

v′
(3x′αx′β − δαβr′2) δ{~r′ − ~rp(t)} dv′ = e{3rαrβ − δαβr2

0}

Sustituyendo para rα y rβ los valores correspondientes para la trayectoria ~rp(t) F.1, con α, β =
x, y

Qxx = − 3 er2
0 (cos2ω0t− 1

3
)

Qyy = − 3 er2
0 (sen2ω0t− 1

3
)

Qxy = Qyx = − 3 er2
0 senω0t cosω0t
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Estas expresiones pueden desarrollarse en función de senos y cosenos de la frecuencia doble, con
lo que las Qαβ tendrán componentes de frecuencia 2ω0 e independientes del tiempo (estáticos o de
frecuencia nula). Solo los términos de frecuencia doble contribuyen a la radiación. Escribiendo estos
últimos con notación compleja

Q2ω0
xx = −Q2ω0

yy = −j Q2ω0
xy ≡ Q0 = − 3 er2

0 ·
(
e 2j ω0t

)

se pone en evidencia que la radiación cuadripolar eléctrica del dipolo eléctrico giratorio tiene lugar
a frecuencia 2ω0. En forma matricial

Q̃2ω0 = Q0




1 −j 0
−j −1 0
0 0 0




luego

Q̃2ω0 · ~n =
Q0

r
(x− j y)(x̂− j ŷ) = −3

2
r0

~dω senθ e j ϕ

y

| ~n∧(Q̃2ω0 · ~n)|2 = (Q0)2sen2θ (1 + cos2θ) = (Q0)2(1− cos4θ)

lo que hace que la radiación cuadripolar sea mucho más directiva que la dipolar. Puede comprobarse,
además, que la relación entre las potencias radiadas en cada uno de estos términos puede ser estimada
como

Pc

Pd
∼ (

ω0r0

c
)2 = (kr0)2 = (

v0

c
)2

donde v0 es la velocidad de la carga en su giro. La aproximación dipolar empezará a ser ineficaz
cuando la velocidad de la part́ıcula se acerque a la de la luz, en cuyo caso la aproximación de los
campos de radiación exigirá un número grande de términos multipolares.

En los átomos con velocidades muy inferiores a la de la luz, y en cualquier sistema radiante
de cargas en órbita circular, la radiación dominante es la dipolar eléctrica. Se suele decir que las
transiciones cuadripolares atómicas están prohibidas pero, de hecho, estas ĺıneas de radiación pueden
detectarse mediante medidas precisas y presentan un gran interés para la identificación de átomos
y para la determinación de las condiciones de excitación de muchas fuentes de radiación.

F.1.4. Radiación de un momento magnético en precesión

La figura F.5 representa a un dipolo magnético ŕıgido ~m, como puedan ser los de spin u orbitales, 1

sometido a un campo externo ~B0. El dipolo precede alrededor del campo, adquiriendo una proyección
1Se entiende que un dipolo ŕıgido es aquel que, sometido a un campo magnético externo moderado, no altera

apreciablemente su magnitud
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constante en su dirección y otra giratoria en el plano perpendicular. Esta última genera una radiación
dipolar magnética análoga a la del dipolo eléctrico giratorio . El par ~T que actúa sobre el dipolo y
su ecuación del movimiento vienen dados por

m

mm

t
x

y

zB0

L

L
ω

ω

Figura F.5: Precesión del momento dipolar magnético

~T = ~m ∧ ~B0 =
d~L

dt
=

1
Γ

d~m

dt

donde Γ, la razón giromagnética, es el factor que relaciona al momento angular ~T con el momento
dipolar magnético. Escrita en función de la frecuencia de Larmor ωL

d~m

dt
= ~ωL ∧ ~m , , ~ωL = −Γ ~B0

Esta es la ecuación t́ıpica de precesión del vector ~m con velocidad angular ~ωL. Dado que precede
alrededor del campo aplicado, el momento dipolar tiene una componente paralela constante ~m‖, que
no radia, y una perpendicular giratoria

~m⊥ = m⊥0(cos ωLt x̂ + sen ωLt ŷ)

que produce la radiación dipolar magnética mencionada más arriba. Esta enerǵıa radiante es de
dif́ıcil detección porque los campos que pueden aplicarse en la práctica producen frecuencias de
Larmor pequeñas y, consecuentemente, una baja intensidad de radiación. En los sistemas atómicos,
la precesión se determina midiendo la frecuencia a la cual absorben enerǵıa, lo cual puede hacerse
con mayor sensibilidad que para la emisión.

Efecto Zeeman :

Si al electrón en orbita circular que se ha considerado anteriormente se le somete a un cam-
po magnético externo moderado, su momento magnético precederá con una frecuencia de Larmor
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ωL << ω0. Se puede demostrar que, bajo estas condiciones, la única alteración práctica que sufre
la órbita, y su momento magnético, es el efecto de precesión. Sean x̂0, ŷ0 y ẑ0 los vectores unitarios
de un sitema de referencia solidario con la órbita y x̂, ŷ y ẑ los del sistema de laboratorio, en el que
~B0 = B0ẑ. x̂0 se tomará de forma que gire en el plano z = 0 y se hará coincidir con x̂ en t = 0,
mientras que ŷ ′

0 es un vector unitario auxiliar en la dirección de la proyección de ŷ0 sobre el mismo
plano. α es el ángulo que ~m y ẑ0 forman con ẑ y el que ŷ0 forma con el plano z = 0. Véase la figura
F.6.

ŷ

t

t

m B

0

0

x

x

y’

y

0

0

0

z
0z

trayectoria

plano
z  = 00

^ ^

^

^

^

^

α

α

ω

ω

L

L

L

ω

ω

Figura F.6: Efecto Zeeman

Con respecto a sus ejes, la trayectoria del electrón es descrita por la ecuación

~rp(t) = r0(cos ω0t x̂0 + sen ω0t ŷ0)

donde

~x0 = cos ωLt x̂ + senωLt ŷ

~y0 = cos α ŷ ′
0 + senα ẑ

= −sen ωLt cos α x̂ + cos ωLt cos α ŷ + senα ẑ
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luego

~r = r0 [ (cos ω0t cos ωLt− senω0t sen ωLt cos α) x̂

+ (cos ω0t sen ωLt + sen ω0t cos ωLt cos α) ŷ

+ senω0t sen α ẑ ]

Los productos de senos y cosenos pueden desarrollarse en función de los arcos suma y diferencia,
con lo que, el momento dipolar resultante es

~d(t) = −e~rp(t) = −1
2

er0 { (1 + cos α)[ cos(ω0 + ωL)t x̂ + sen(ω0 + ωL)t ŷ ]

+ (1− cos α)[ cos(ω0 − ωL)t x̂− sen(ω0 − ωL)t ŷ ]
+ 2 senα senω0t ẑ }

E
0ω

n

E

r

B

d

+
-

0

0

-d
0

+ L

0 L

L

d
0ω

ω ω

ω ω

ω ω

Figura F.7: Polarización de las ĺıneas Zeeman

Contiene pues las componentes armónicas simples

~dω0 = −j er0 senα ẑ

~dω0±ωl
= −1

2
er0 (1± cos α)(x̂± j ŷ)

La precesión introduce tres frecuencias dipolares eléctricas de radiación, además de la la dipolar
magnética a ωL. La frecuencia ω0 es radiada por un dipolo oscilante orientado en la dirección ẑ y
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produce radiación linealmente polarizada, como se muestra en la figura F.7. Las ω0 ± ωL proceden
de dipolos que giran en el plano z = 0 en sentidos contrarios y producen radiación polarizada
circularmente, cuando se observa desde el eje z, y linealmente, cuando se observa desde el plano
z = 0. Aśı pues, en la dirección del campo magnético se detecta un Doblete con polarización circular
y frecuencias ω0 ± ωL y en la dirección perpendicular se observa un Triplete con polarización lineal
y a las frecuencias ω0 y ω0 ± ωL.

- 2q

+ q

+q

z

Figura F.8: Oscilación fundamental de un núcleo

F.1.5. Radiación γ

La radiación cuadripolar eléctrica es caracteŕıstica de la emisión γ nuclear. Los núcleos más
simples pueden ser representados como esferas uniformemente cargadas, constituidas por un fluido
nuclear prácticamente incompresible. La oscilación de orden inferior, que es predominante, presenta
simetŕıa con respecto a un eje y a su plano diametral — oscila entre las formas de elipsoide prolato de
revolución (alargado) y oblato (achatado) — generando una estructura cuadripolar eléctrica lineal
como se muestra en la figura F.8.

F.1.6. Ejemplos de multipolos artificiales

En la figura F.9 se presentan algunos ejemplos de antenas y agrupaciones de antenas cortas que
pueden ser tratadas como multipolos. Sus reglas de generación son análogas a las de los multipolos
estáticos: para generar un multipolo de un orden superior a uno dado, se desplaza el multipolo
original una pequeña distancia y se sitúa en su posición de partida a un multipolo de igual magnitud
y signo contrario. En (a) se muestra la antena dipolar magnética ya estudiada, en (b) a un dipolo
hertziano cargado — las dos bolas que cargan sus extremos son, en definitiva, condensadores con una
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Figura F.9: Ejemplos de antenas multipolares

capacidad muy superior a la del hilo, con lo que la corriente a lo largo del mismo puede suponerse
independiente de z—, (c) es una antena cuadripolar eléctrica y (d) una antena dipolar magnética.

F.2. Radiación, absorción y dispersión

F.2.1. Aceleradores de part́ıculas

Es interesante analizar como los resultados obtenidos en la sección 5.3.2.2, para la intensidad
(5.127)

Ir(R̂, t) =
e2

16π2 ε0 c

|R̂ ∧ { (R̂− ~βp) ∧ ~̇βp}|2
(1− ~βp · R̂)5

(F.3)

y la potencia total (5.138) radiadas por una part́ıcula

Pr =
1

6π ε0

e4

c3 m2
γ2

p {( ~E + c ~βp ∧ ~B)2 − (~βp · ~E)2} = (F.4a)

=
E2

6π ε0

e4

c7 m4
{( ~E + c ~βp ∧ ~B)2 − (~βp · ~E)2} (F.4b)

, se aplican en los casos t́ıpicos de los aceleradores lineales y circulares.
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Aceleradores lineales :

En este tipo de aceleradores, el campo magnético es nulo y un campo eléctrico ~E, uniforme y
constante, acelera a las part́ıculas cargadas en su misma dirección.

Distribución angular de la radiación :

Situando al eje del acelerador en la dirección z (véase la figura F.10)

~E = E0ẑ , , ~βp = βpẑ , , ~̇βp = β̇pẑ (F.5)

2 4 6 8

-6

-4

-2

2

4

6

^

= 0.4βp

ẑ

= 0

R

p
β

β

βp = 0.6

p E

θ

,

.
βp ,

Figura F.10: Diagrama polar de radiación. Movimiento lineal

La dirección de observación R̂ forma un ángulo θ con el eje z y

Ir(R̂, t) =
e2

16π2 ε0 c
β̇2

p sen2 θ
1

(1− βp cos θ)5
(F.6)

La fórmula de Larmor para la intensidad radiada por part́ıculas lentas se ve aqúı modulada por
el factor direccional σ−5 que, en el caso ultrarelativista (βp = 1−x , x ¿ 1), acentúa fuertemente la
radiación en la dirección frontal del movimiento. En el problema 5-23 se muestra como la intensidad
de radiación en la dirección de la marcha es estrictamente nula (∼ sen θ) pero es máxima en
direcciones próximas a la anterior, de forma que para γp À 1 la mayor parte de la enerǵıa se emite
dentro de un semicono cuya apertura es del orden de ∆θ = 1

γp
.

Relación entre la potencia radiada y la suministrada por el acelerador :

En los aceleradores lineales, la fracción de la enerǵıa suministrada a las part́ıculas que se pierde
por radiación electromagnética suele ser despreciable: la potencia radiada F.4 puede expresarse de
la forma
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Prl =
1

6π ε0

e2

c3 m2
(eE0)2 (F.7)

donde
eE0 =

d Eac

d x

es la fuerza aplicada (el trabajo que el campo acelerador realiza por unidad de longitud) sobre
la part́ıcula cargada. La intensidad radiada por ésta es, por lo tanto, independiente de su propia
enerǵıa y función de la que el acelerador le cede por unidad de longitud.

Una medida inversa de la eficiencia energética en la aceleración de cargas puede darse por medio
de la relación entre la potencia radiada y la suministrada por el acelerador

d Eac

d t
=

d Eac

d x

d x

d t
= eE0 cβp

, es decir, por
Prl
d Eac
d t

=
1

6π ε0

e2

c4 m2

1
βp

(
d Eac

d x

)

Esta fracción tiende a infinito cuando βp → 0, pero, como se expuso en la sección 5.4.2 dicho
ĺımite queda excluido en este análisis. En el caso βp → 1,

ĺım
βp→1

Prl
d Eac
d t

=
1

6π ε0

e2

c4 m2

(
d Eac

d x

)

Un valor t́ıpico de d Eac
d x puede ser el de 10MeV ·m−1, por lo que, en el caso más desfavorable, el

del electrón, puede comprobarse que, incluso para part́ıculas ultrarelativistas, la fracción de enerǵıa
perdida por radiación es despreciable.

Aceleradores circulares :

Se ha visto que, en los aceleradores lineales, la enerǵıa radiada suele ser una pequeña fracción de
la que se emplea en incrementar la enerǵıa de las part́ıculas, por lo que, en la práctica, la primera
no constituye un factor limitante en el diseño de los mismos. Por el contrario, en los aceleradores
circulares es necesario, además, suministrar enerǵıa para mantener la de las part́ıculas en un valor
determinado. Efectivamente, una carga en movimiento circular uniforme está acelerada, lo que
hace necesario compensar la enerǵıa que ésta pierde por radiación. El objetivo de los anillos de
almacenamiento es, precisamente, el de conservar a las part́ıculas en una órbita cerrada y a un
cierto nivel energético. Se verá que este aporte de enerǵıa śı es un factor que, en la práctica, limita
las cotas de enerǵıa alcanzables por este tipo de aceleradores. En lo que sigue se supone que un
campo magnético uniforme mantiene a las cargas en una trayectoria aproximadamente circular. El
campo, la velocidad y la aceleración forman en cada instante un triedro rectángulo

~βp⊥ ~̇βp⊥ ~B⊥ ~βp
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Figura F.11: Diagramas polares de radiación. Movimiento ciclotrónico

Distribución angular de la radiación :

Si se elige un sistema de coordenadas tal que, como se muestra en la figura F.11-a, el eje x
coincide con la dirección de la aceleración instantánea, el y con la del campo y el z con el de la
velocidad, se tiene que

x̂ ↑↑ ~̇βp , , ŷ ↑↑ ~B , , ẑ ↑↑ ~βp

y
R̂ = sen θ cos φ x̂ + sen θ sen φ ŷ + cos θ ẑ

En la figura F.11-b se representa a la sección xz y en la F.11-c a la yz.

Desarrollando el triple producto vectorial que aparece en la expresión F.3, ésta se concreta en 2

2Problema 5-25.
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Ir(R̂, t) =
e2

16π2 ε0 c

|~̇βp|2
(1− β cos θ)3

[
1−

(
sen θ cos φ

γp(1− β cos θ)

)2
]

(F.8)

lo que, como en el caso de los aceleradores lineales, supone que las cargas radian preferentemente en
la dirección frontal, aunque la intensidad no se anula para θ = 0, y que, como puede demostrarse, la
mayor parte de la enerǵıa se emite dentro de un semicono cuya apertura es del orden de ∆θ = 1

γp
.

Pérdidas por radiación :

Para los aceleradores circulares, la potencia radiada F.4b toma la forma

Pr =
e4 ~B2

6π ε0 c5 m4
E2 β2

p (F.9)

y, dadas las definiciones de la frecuencia y del radio ciclotrónicos B.12 y B.16, la enerǵıa que la
part́ıcula pierde en cada ciclo es

∆Wc = Pr
2π

|Ωc| =
e2

3ε0

β3
p γ4

p

rc

donde 2π/|Ωc| es el periodo y rc el radio del movimiento ciclotrónico.

Para part́ıculas ultrarelativistas βp ' 1 y

∆Wc =
e2

3ε0 m4 c8

E4

rc

lo que puede constituir una fracción apreciable de la propia enerǵıa de la part́ıcula: para un elec-
trón de 5GeV , γp ' 104. En un acelerador con rc = 10m, ∆Wc ' 6MeV · ciclo y en otro con
rc = 10 Km, ∆Wc ' 6KeV · ciclo. Las pérdidas crecen según E4 y decrecen como el radio rc del
acelerador, lo que hace muy costosa la aceleración de part́ıculas a muy alta enerǵıa. Los grandes
aceleradores actuales, y los que están en construcción, tienen radios kilométricos y requieren un
esfuerzo económico multinacional.



Apéndice I

Tensores

El electromagnetismo se expone en este texto dentro del marco de la Relatividad Especial y se
desarrolla a partir de principios básicos. La utilización de un espacio de Minkowski, con estructura
matemática de espacio puntual af́ın eucĺıdeo, referido a sistemas de coordenadas lineales, requiere
el uso de una fracción de la teoŕıa tensorial, la cual se supone que el alumno domina previamente.
No obstante, dado que los enfoques y nomenclaturas empleados en los textos de tipo matemático o
f́ısico son muy diversos, a continuación se proporciona un resumen de dicha teoŕıa con la extensión
suficiente y necesaria y con la nomenclatura y notación que se emplearán en dicha exposición
[Lichnerowicz, Lanczos].

I.1. Espacios vectoriales

I.1.1. Definición de espacio vectorial

Definición 7 (Espacio vectorial) Se define como espacio vectorial al conjunto E, a cuyos el-
ementos llamaremos vectores, en el cual están definidas dos leyes de composición: una de suma
vectorial y otra de multiplicación por un número.

La suma vectorial establece una correspondencia entre cada pareja de vectores ~x, ~y ∈ E con un
tercer vector ~z ∈ E de acuerdo con las siguientes propiedades:

a) Propiedad conmutativa
~x + ~y = ~y + ~x

b) Propiedad asociativa
~x + (~y + ~z) = (~x + ~y) + ~z

c) E contiene a un vector nulo ~0 tal que

~x +~0 = ~x

I-1
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d) Todo vector ~x ∈ E tiene un opuesto −~x ∈ E tal que

~x + (−~x) = ~0

La multiplicación por un número 1 λ ∈ R hace corresponder a cada vector ~x ∈ E otro vector
~z = λ~x ∈ E de acuerdo con las siguientes propiedades:

e)
1~x = ~x

f) Propiedad asociativa con respecto a la multiplicación por un número

λ(µ~x) = (λµ)~x

g) Propiedad distributiva con respecto a la suma de números

(λ + µ)~x = λ~x + µ~x

h) Propiedad distributiva con respecto a la suma vectorial

λ(~x + ~y) = λ~x + λ~y

(De forma análoga puede definirse un espacio vectorial sobre el cuerpo de los números complejos
C).

I.1.2. Base de un espacio vectorial

Definición 8 (Sistema de vectores linealmente independientes) Es un conjunto de vectores
~xi, i = 1, ..., p , tal que la ecuación

λ1~x1 + ... + λp~xp = ~0

solo se cumple si λ1 = · · · = λp = 0.

p es el orden del sistema.

Definición 9 (Base de un espacio vectorial) Es cualquier sistema de vectores linealmente in-
dependientes ~ei, i = 1, ..., n, cuyo orden n es máximo en En.

Diremos que E tiene dimensión n y lo anotaremos por En. 2

1Más adelante se definirá el concepto de escalar. Se considerará que λ es un escalar.
2En adelante solo se considerarán espacios de dimensión finita, p. ej.: n = 4.
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I.1.3. Componentes de un vector

Puesto que n es el orden máximo de cualquier sistema de vectores linealmente independientes
en En, añadiendo un vector ~x, no nulo, a una combinación lineal de los elementos de una base ~ei,
se obtiene

~x + λ1~e1 + ... + λn~en = ~0

donde al menos uno de los λi es distinto de cero puesto que en caso contrario el orden de la base
seŕıa n+1.

Despejando ~x en la ecuación anterior

~x = x1~e1 + ... + xn~en

donde xi, i = 1, · · · , n se definen como las componentes del vector ~x con respecto a la base ~ei.

En adelante haremos uso del convenio de Einstein 3 para la suma sobre ı́ndices repetidos

~x =
n∑

i=1

xi ~ei ≡ xi ~ei (I.1)

Sean ~ei y ~e′j dos bases de En y escribamos

~ei = aj
i
~e′j (I.2)

donde las aj
i son las componentes de los vectores de la base ~ei con respecto a la base ~e′j .

De igual manera, escribiendo las componentes de ~e′k con respecto a ~ei como bi
k

~e′k = bi
k ~ei (I.3)

Con objeto de disponer de una identificación rápida de estas transformaciones, llamaremos
”directa.a esta última e ”inversa.a la primera, aunque una y otra son equivalentes dado
que ambas son mutuamente rećıprocas. Efectivamente, sustituyendo I.2 en I.3

~e′k = bi
k aj

i
~e′j

y, puesto que los ~e′j son linealmente independientes

aj
i bi

k = δj
k ≡

{
1 : j = k
0 : j 6= k

(I.4)

3Según este convenio, un monomio en el que aparezcan parejas de ı́ndices repetidos representan a una suma sobre
todos los posibles valores de dichos ı́ndices. En lo que sigue, cada pareja de ı́ndices repetidos contendrá a un sub́ındice
y a un supeŕındice. En una expresión polinomial, los ı́ndices que se repiten en un monomio pueden cambiar de nombre
con tal de que no tomen ninguno de los del resto de los ı́ndices del mismo monomio.
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Este resultado se deduce del hecho de que las transformaciones directa e inversa
constituyen dos sistemas de ecuaciones mutuamente rećıprocas y, por lo tanto, las
matrices de sus coeficientes son rećıprocas entre śı

(
bi
j

)
=

(
ai

j

)−1

luego sus determinantes son no singulares:

b = |bi
j | =

1
|ai

j |
=

1
a
6= 0

La δi
j definida en I.4 4 es la delta de Kronecker, la cual es simétrica (δi

j = δj
i ), y cuya

matriz

(
δj
k

)
= Ĩ =




1 , · · · , 0
... ,

. . . ,
...

0 , · · · , 1




es la matriz unitaria, o identidad 5.

Cualquier vector ~x puede ser expresado con respecto a ambas bases en función de
sus componentes

~x = xi ~ei = xiaj
i
~e′j = x′j ~e′j

donde las x′j son las componentes de ~x con respecto a la base ~e′j. La ley de transfor-
mación directa para las componentes es, por lo tanto,

x′j = aj
ix

i (I.5)

De la misma forma obtenemos la ley de transformación inversa para las coordenadas

xi = bi
jx
′j (I.6)

Las xi reciben el nombre de componentes contravariantes del vector puesto que sus
leyes de transformación son las contrarias de las de los vectores de la base.

4El primer miembro es la suma de los n términos que resultan de darle al ı́ndice i todos los valores posibles. Dadas
las propiedades de la suma, es posible alterar el orden del producto y cambiar el nombre a i: bl

k aj
l = δj

k. También
puede cambiarse el nombre de los ı́ndices no repetidos del monomio pero, en este caso, ha de cambiarse también en
los demás monomios de la expresión: am

i bi
n = δm

n .
5Se recurrirá ocasionalmente a la notación matricial pero en general es preferible el uso directo de las expresiones

indexadas.
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I.1.4. Espacio vectorial Eucĺıdeo

Definición 10 (Espacio vectorial Eucĺıdeo) Es un espacio vectorial en el cual se define
una tercera ley de composición que llamaremos producto escalar y que a cada pareja de
vectores ~x, ~y le hace corresponder un número real ~x · ~y con las siguientes propiedades:

a) Propiedad conmutativa

~x · ~y = ~y · ~x

b) Propiedad asociativa para la multiplicación por un número

(λ~x) · ~y = ~x · (λ~y) = λ(~x · ~y)

c) Propiedad distributiva con respecto a la suma vectorial

~x · (~y + ~z) = ~x · ~y + ~x · ~z

d)

~x · ~y = 0 ∀~x si y solo si ~y = ~0

Se dice que un espacio vectorial Pn es propiamente eucĺıdeo 6 cuando la norma de
un vector

‖~x‖ ≡ (~x)2 ≡ ~x · ~x (I.7)

es definida positiva (‖~x‖ > 0 ∀~x 6= ~0). En Relatividad no se utilizan espacios propia-
mente eucĺıdeos.

I.1.5. Funciones métricas covariantes

Los productos escalares de los vectores de una base reciben el nombre de funciones
métricas covariantes

gij ≡ ~ei · ~ej = gji (I.8)

Al cambiar de coordenadas mediante I.2

gkl = ~ek · ~el = (ai
k

~e′i) · (aj
l
~e′j)

con lo que las leyes de transformación inversa y directa son:

gkl = ai
ka

j
l g
′
ij , , g′kl = bi

kb
j
l gij (I.9)

Estas funciones métricas se dice que son covariantes porque las leyes de transfor-
mación de cada uno de sus ı́ndices son las mismas que las de los vectores de la base.

6En este caso, como en otros, la nomenclatura no es uniforme en todos los textos; aqúı se sigue la de [Lichnerowicz].
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El producto escalar entre dos vectores se expresa en función de las mismas como

~x · ~y = gijx
iyj (I.10)

donde se pone de manifiesto que el producto escalar de dos vectores es una forma
bilineal y simétrica (gij = gji) con respecto a las componentes de ambos vectores. Es
fácil de demostrar que, además, es no degenerada. Efectivamente, de acuerdo con la
propiedad d) del producto escalar, ~x · ~y = 0 ∀~x ⇔ ~y = ~0. En particular esto es
cierto para xi = δi

α, α = 1, 2, · · · , n, con lo que

gijy
j = 0

y, puesto que este sistema de ecuaciones solo admite la solución yj = 0, el determinante
de sus coeficientes debe ser distinto de cero

gcov ≡ |gij | 6= 0

I.1.6. Ortogonalidad

Se dice que dos vectores ~x, ~y 6= ~0 son ortogonales si ~x · ~y = 0. El proceso de ortog-
onalización de Smith asegura que en cualquier espacio eucĺıdeo pueden encontrarse
infinitas bases ortogonales definidas por las relaciones

~ei · ~ej = 0 ∀i 6= j

En los espacios propiamente eucĺıdeos es posible hallar bases ortonormales, tales
que

~ei · ~ej = δij = δi
j

I.1.7. Base adjunta; funciones métricas contravariantes

Se pueden definir componentes covariantes y contravariantes de un vector en un
espacio no eucĺıdeo; para ello no es necesario recurrir al concepto de producto escalar.
Sin embargo, dado que los espacios que se utilizarán son eucĺıdeos, abordaremos este
tema de forma espećıfica para este tipo de espacios [Lanczos].

Definición 11 (Base adjunta) Se dice que ~e j ∈ En es una base adjunta a la base ~ei ∈ En,
si

~ei · ~e j = δj
i (I.11)

Puesto que los vectores ~ei constituyen una base, los ~e j pueden expresarse como
combinación lineal de los anteriores

~e j = gji~ei (I.12)
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donde gji son las funciones métricas contravariantes (componentes de los vectores de
la base adjunta con respecto a la base original). La matriz

(
gij

)
es la rećıproca de la

(gij) como puede comprobarse multiplicando ambos miembros de la ecuación anterior
por ~ek

~ek · ~e j = gji~ei · ~ek

y haciendo uso de la definición de gik

gjigik = δj
k (I.13)

de donde se deduce que

(
gij

)
= (gij)

−1 ⇒ gcon = |gij | = 1
gcov

y

gij =
∆ji

gcov

donde ∆ji es el cofactor o adjunto del elemento gji. Dada la simetŕıa de las funciones
métricas covariantes, las contravariantes también lo son.

Multiplicando I.12 por ~e k se obtiene una definición para las funciones métricas
contravariantes análoga a la dada para las covariantes en la expresión I.8

gkj ≡ ~e k · ~e j (I.14)

Por otra parte, I.12 puede invertirse dando lugar a

~ei = gij~e
j (I.15)

Las gij son, en consecuencia, las componentes de los vectores de la base ~ei con
respecto a la base adjunta.

Como puede comprobarse haciendo uso de I.12, I.15 y I.13, la base adjunta de la
base adjunta de una base dada es esta última, con lo que la propiedad de adjunción
es mútua y la colocación de los ı́ndices en posición superior o inferior es cuestión de
convenio.

Es fácil de comprobar que las funciones métricas contravariantes transforman sus
ı́ndices como las componentes contravariantes de un vector.

gij = bi
kb

j
l g
′kl , , g′ij = ai

ka
j
l g

kl (I.16)

y que los vectores de la base adjunta se transforman también de forma contravariante

~e i = bi
j
~e′

j
, , ~e′

j
= aj

i~e
i (I.17)
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I.1.8. Componentes covariantes de un vector

Como se ha visto, cualquier vector puede ser expresado con respecto a una base
~ei en función de sus componentes contravariantes xi. Puesto que la base dual también
es base de En, ese mismo vector puede representarse con respecto a esta última en
función de unas componentes covariantes xi de la forma

~x = xi ~e
i (I.18)

cuyas leyes de transformación son las mismas de ~ei

x′j = bi
jxi , , xi = aj

ix
′
j (I.19)

Sustituyendo I.12 en I.18 se comprueba que las funciones métricas también relacio-
nan a las componentes covariantes y contravariantes de un vector

xj = gjix
i , , xi = gijxj (I.20)

También es útil expresar las componentes co y contravariantes de un vector como
proyecciones sobre las bases adjuntas

xj = ~x · ~ej , , xi = ~x · ~e i (I.21)

I.1.9. Invariantes

El producto escalar puede escribirse de las siguientes maneras:

~x · ~y = gijx
iyj = gijxiyj = xiy

i = xjyj (I.22)

Como puede comprobarse transformando cualquiera de estas expresiones, el pro-
ducto escalar es una cantidad invariante frente a los cambios de base. En general,
cualquier magnitud φ cuya ley de transformación de coordenadas sea

φ′ = φ

recibirá el nombre de escalar. En particular, la norma ‖~x‖ de un vector es un escalar.

Conviene distinguir entre un escalar, o tensor de orden 0, y una componente de un
tensor que es invariante con respecto al cambio de base ( en la relación de problemas
se propone demostrar que el conjunto de los δi

j puede ser considerado como el de las
componentes mixtas de un tensor y que éstas son invariantes).
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I.2. Espacios tensoriales

I.2.1. Definiciones

Definición 12 (Producto tensorial) El producto tensorial es una ley de composición que
a cada pareja de vectores ~x ∈ En e ~y ∈ Fp les hace corresponder un tercer vector, que
anotaremos como ~x ⊗ ~y, perteneciente a un espacio En ⊗ Fp de dimensión np 7, según
las siguientes reglas:

a) Propiedad distributiva del producto tensorial

Para cualesquiera ~x, ~x1, ~x2 ∈ En, ~y, ~y1, ~y2 ∈ Fp y ~z ∈ Gq

~x⊗ (~y1 + ~y2) = ~x⊗ ~y1 + ~x⊗ ~y2

(~x1 + ~x2)⊗ ~y = ~x1 ⊗ ~y + ~x2 ⊗ ~y

b) Propiedad asociativa del producto por un escalar

Dado un λ ∈ R arbitrario

λ~x⊗ ~y = ~x⊗ λ~y = λ(~x⊗ ~y)

c) Base del espacio producto

Si ~ei y ~fj son dos bases cualesquiera de En y Fp, los np elementos ~ei ⊗ ~fj forman
una base de En ⊗ Fp.

d) Propiedad distributiva del producto múltiple

(~x⊗ ~y)⊗ ~z = ~x⊗ (~y ⊗ ~z) = ~x⊗ ~y ⊗ ~z

El śımbolo ⊗ denotará, por lo tanto, al producto tensorial entre vectores o espacios
vectoriales.

En adelante se denotará por ~πij = ~ei ⊗ ~fj a los elementos de una base del espacio
producto Πnp = En ⊗ Fp, con lo que el producto tensorial de dos vectores ~x = xi ~ei e
~y = yj ~fj se expresa como

~x⊗ ~y = xiyj ~πij

Lo mismo puede hacerse en función de las componentes covariantes o mixtas, aunque,
de acuerdo con las limitaciones impuestas en este resumen, se postpondrá el uso de
estas componentes al momento en que se concrete el uso de espacios eucĺıdeos.

7~x⊗ ~y es el producto tensorial de los dos vectores y En ⊗ Fp el producto tensorial de los dos espacios vectoriales.
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Se utilizará, para los elementos del espacio producto, la notación

T̃ = T ij~πij = T ′ kl ~π′kl

donde
T ij = xiyj , , T ′ kl = x′ ky′ l

son sus componentes.

Definición 13 (Tensor) Un tensor asociado a los espacios En, Fp, Gq · · · es cualquier el-

emento T̃ de En ⊗ Fp ⊗Gq · · · dotado de una estructura de producto tensorial.

Definición 14 (Tensor af́ın eucĺıdeo) Se define como tensor af́ın eucĺıdeo, de orden p y
dimensión n, a cualquier elemento T̃ del espacio

E(p)
n = En ⊗ En · · · ⊗ En︸ ︷︷ ︸

p veces

potencia p-esima de un espacio eucĺıdeo En.

Nota importante: En lo que sigue se sobreentenderá que los tensores utilizados son
afines y eucĺıdeos y que los espacios En estarán referidos a la base ~ei o su adjunta ~ej.

I.2.2. Componentes de un tensor eucĺıdeo

Un tensor T̃ de segundo orden (p=2) 8 referido a una base, resultante del producto
tensorial de la base ~ei, con śı misma o con su adjunta ~ej, puede ser expresado en función
de componentes doblemente contravariantes T ij, covariantes Tij o mixtas T i

j y Ti
j:

T̃ = T ij ~πij , , ~πij = ~ei ⊗ ~ej (I.23)

T̃ = Tij ~πij , , ~πij = ~ei ⊗ ~ej (I.24)

T̃ = T i
j ~πi

j , , ~πi
j = ~ei ⊗ ~ej (I.25)

T̃ = Ti
j ~πi

j , , ~πi
j = ~ei ⊗ ~ej (I.26)

En general, las componentes de un tensor no tienen por que ser el producto de
componentes vectoriales sino elementos cuyas reglas de transformación en un cambio
de coordenadas corresponden en cada ı́ndice a las de un vector del mismo tipo (contra
o covariante). En consecuencia, para determinar si un conjunto de elementos indexados
tienen el carácter de componentes de un tensor, es útil considerar la siguiente definición
como regla de contraste tensorial:

8La generalización a ordenes superiores es inmediata.
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Definición 15 (Componentes de un tensor) El conjunto de np elementos T i1···
j1···ir ···js,

donde p = r + s, son las componentes r veces contravariantes y s veces covariantes
de un tensor de orden p y dimensión n, si al cambiar de base se transforma como el
conjunto de las componentes contravariantes de un vector de dimensión n, con respecto
a cada uno de los ı́ndices superiores y como las componentes covariantes del mismo
con respecto a los inferiores.

T ′ i
′
1···

j′1···
i′r ···j′s = a

i′1
i1
· · · bj1

j′1
· · · ai′r

ir
· · · bjs

j′s
T i1···

j1···
ir ···js

De las expresiones I.12 y I.15 se deduce que las funciones métricas relacionan a
los distintos tipos de componentes actuando como operadores de subida y bajada de
ı́ndices, de la misma forma que en la expresión I.20 para las componentes de un vector.
Aśı, por ejemplo,

Tk
j = gkiT

ij , , T ij = gikgjlTkl (I.27)

Según puede comprobarse por la expresión I.9, las funciones métricas constituyen
las componentes de un tensor g̃ de orden p=2, el cual recibe el nombre de Tensor
Métrico o Fundamental.

Sustituyendo I.2 en I.23 se obtiene la ley de transformación para las componentes
doblemente contravariantes de T̃

T̃ = T ijak
i a

l
j
~e′k ⊗ ~e′l = T ′ kl ~π′kl (I.28)

y de forma análoga para las demás componentes:

T ′ kl = ak
i a

l
jT

ij , , T ij = bi
kb

j
l T

′ kl (I.29)

T ′kl = bi
kb

j
l Tij , , Tij = ak

i a
l
jT

′
kl (I.30)

T ′k
l = bi

ka
l
jTi

j , , Ti
j = ak

i b
j
l T

′
k
l (I.31)

T ′ kl = ak
i b

j
l T

i
j , , T i

j = bi
ka

l
jT

′ k
l (I.32)

Definición 16 (Escalar) Se define como escalar, o tensor de orden p=0, a toda magni-
tud invariante frente a los cambios de base.

φ′ = φ

I.2.3. Algebra tensorial

Pueden definirse operaciones algebraicas sobre uno o más tensores cuyo resultado
es otro tensor:
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Definición 17 (Suma tensorial) Dados dos tensores P̃ y Q̃, de una misma dimensión n
y un mismo orden p, se define como tensor suma a aquel T̃ cuyas componentes son la
suma de las de los sumandos.

Por ejemplo
T ij = P ij + Qij (I.33)

Definición 18 (Producto tensorial) Dados dos tensores P̃ (p) y Q̃(q), de una misma di-
mensión n y de ordenes p y q, se define como tensor producto a aquel

T̃ (pq) = P̃ (p) ⊗ Q̃(q)

de orden pq resultante del producto tensorial de los dos primeros 9.

Por ejemplo
T ij

kl = P ijQkl (I.34)

Definición 19 (Contracción tensorial) Dado un tensor P̃ (p) de orden p, se define como
tensor contráıdo del anterior a aquel T̃ (p−2), de orden p-2, cuyas componentes resultan
de igualar un ı́ndice contravariante y otro covariante de las componentes de P̃ (p) y
sumar sobre los mismos.

Por ejemplo
P ijQjl = T ij

jl = Ri
l

La expresión anterior muestra también como el producto tensorial puede combinarse
con la contracción para dar lugar al Producto tensorial contráıdo.

El producto escalar de dos vectores es el producto tensorial contráıdo de los mismos.
También es un escalar el resultado de contraer los ı́ndices de un tensor de segundo orden
o el de contraer todas las parejas de ı́ndices de un tensor de orden par.

En todos estos casos es fácil demostrar que, efectivamente, el resultado de estas
operaciones con tensores es un tensor.

I.2.4. Regla algebraica de contraste tensorial

Dadas np cantidades indexadas es importante disponer de criterios que permitan
discernir si éstas constituyen las componentes covariantes, contravariantes o mixtas de
un tensor. Además del contraste tensorial básico, proporcionado por la definición 15,
también es útil el uso de la siguiente regla que, por sencillez, se ilustrará mediante
ejemplos concretos:

9Véase que esta definición se deduce de la 12.
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Las cantidades indexadas T (ij) son las componentes doblemente covariantes de un tensor de
orden 2, si las cantidades T (ij)xj , donde ~x es arbitrario, son las componentes covariantes de un
vector.

Cambiando de base, dado que el ı́ndice i es covariante, según I.19

T ′(kl)x′ l = bi
k{T (ij)xj}

y, transformando xj de acuerdo con I.6

{T ′(kl)− bi
kb

j
l T (ij)}x′ l = 0

Dado que x′ l es arbitrario,
T ′(kl) = bi

kb
j
l T (ij)

La regla anterior es fácilmente generalizable. Por ejemplo, T (ij) serán las compo-
nentes doblemente contravariantes de un tensor si T (ij)xiyj o T (ij)Pij, donde ~x, ~y y P̃
son arbitrarios, es un escalar. Es interesante comprobar que si T (ij)xixj es un escalar,
T (ij) serán las componentes doblemente contravariantes de un tensor si T (ij) = T (ji)

I.3. Espacios puntuales

I.3.1. Definiciones

Definición 20 (Espacio puntual af́ın) Es un conjunto En, a cuyos elementos se denom-
inará puntos, en el cual está definida una correspondencia entre cada pareja ordenada
de elementos (A,B) y un vector ~AB ∈ En de acuerdo con las siguientes propiedades:

a) Propiedad rećıproca
~AB = − ~BA

b) Propiedad triangular

~AB = ~AC + ~CB

c) Unicidad

Dado un punto O ∈ En arbitrario, a cada vector ~a ∈ En le corresponde un punto A y
solo uno, tal que ~OA = ~a

Se dirá que En es el espacio vectorial asociado a En.
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Definición 21 (Espacio puntual eucĺıdeo) Es un espacio puntual af́ın cuyo espacio vec-
torial asociado es eucĺıdeo.

Definición 22 (Sistema de referencia de un espacio af́ın) Se denomina Sistema de ref-
erencia de un espacio af́ın al conjunto de un punto arbitrario O ∈ En, que se lla-
mará origen de coordenadas, y una base ~ei ∈ En. Se anotará por S = (O,~ei).

Definición 23 (Coordenadas rectiĺıneas de un punto) Se definen como coordenadas
rectiĺıneas de un punto X ∈ En, con respecto al sistema S, a las componentes de
~x = ~OX ∈ En (podrán ser, en consecuencia, de tipo covariante o contravariante).

Definición 24 (Campo tensorial) Es un tensor C̃ ∈ E
(p)
n , de orden p y dimensión n, que

es función de las coordenadas de los puntos X ∈ En.

C̃ = C̃(X)

Los espacios puntuales que se considerarán en adelante son eucĺıdeos. En éstos puede
hablarse de distancia o, preferiblemente, de intervalo entre dos puntos X e Y, definido
como

sXY =
√
‖ ~XY ‖

admitiendo que éste puede tomar valores imaginarios dado que la norma puede ser
negativa.

Las componentes del vector ~XY vienen dadas por la diferencia entre las coordenadas
de los puntos X e Y y son invariantes frente al cambio (traslación) del origen del sistema
coordenado.

Sea S = (O,~ei) el sistema resultante de trasladar el origen de S = (O,~ei) desde el
punto O al O.

Con respecto a S

~x = ~OX , , ~y = ~OY

y con respecto a S

~x = ~OX = ~OO + ~OX = ~OO + ~x , , ~y = ~OY = ~OO + ~y

con lo que
~XY = ~XO + ~OY = ~OY − ~OX = (yi − xi) ~ei =

~OY − ~OX = (yi − xi) ~ei
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La norma de ~XY puede escribirse de la forma

~XY
2

= gij(yi − xi)(yj − xj) = gij(yi − xi)(yj − xj) = (yi − xi)(yi − xi) (I.35)

Los sistemas de referencia que se emplearán en la asignatura son rectiĺıneos 10 y,
según la definición anterior, todos los puntos del espacio puntual están referidos al
mismo origen y a los mismos vectores de base. De esto se deduce que los vectores de la
base ~ei, los coeficientes de la transformación de coordenadas ai

j y las funciones métricas
gij son constantes, independientes de las coordenadas del punto. En Relatividad Gen-
eral se utilizan coordenadas curviĺıneas con lo que, por ejemplo, las gij son funciones
de las coordenadas del punto y dependen de la distribución de masa en el Universo.

I.3.2. Transformaciones de coordenadas

Sean S = (O,~ei) y S′ = (O′, ~e′i) dos sistemas de referencia. Las coordenadas contravari-
antes de un punto X con respecto a S son las componentes xi de ~x y con respecto a S’
las x′i de ~x′.

~x′ = ~O′X = x′j ~e′j = ~O′O + ~x = o′j ~e′j + xi ~ei = (o′j + aj
ix

i) ~e′j

donde o′j son las componentes del vector ~O′O con respecto a S’ y se ha hecho uso de
I.2. Las transformaciones de coordenadas entre S y S’ son pues

x′j = o′j + aj
ix

i , , xi = oi + bi
jx
′j (I.36)

x′j = o′j + bi
jxi , , xi = oi + aj

ix
′
j (I.37)

I.3.3. Análisis tensorial en coordenadas rectiĺıneas

I.3.3.1. Derivación de escalares y vectores

Dada una función escalar y diferenciable φ(α), donde α es una variable cont́ınua,
también son escalares su incremento

∆φ ≡ φ(α)− φ(α + ∆α)

y su diferencial

dφ = ĺım
∆α→0

{φ(α)− φ(α + ∆α)}

10Véanse las referencias generales para las definiciones de coordenads curviĺıneas, sistema de referencia natural, etc..
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Dos escalares importantes son, el cuadrado del intervalo

~XY
2

= gij(yi − xi)(yj − xj) = gij(yi − xi)(yj − xj) = (yi − xi)(yi − xi) (I.38)

y el cuadrado del intervalo entre dos puntos próximos de coordenadas xi y xi + dxi

ds2 = gij dxi dxj = dxi dxi (I.39)

La derivada
dφ

dα
= ĺım

∆α→0

φ(α)− φ(α + ∆α)
∆α

solo será escalar si α lo es.

De forma análoga, puede afirmarse que si ~u es un vector, ∆~u y d~u son vectores,
mientras que d~u(α)

dα solo es vector si α es escalar.

Para un campo escalar φ(X)

dφ =
∂φ

∂xi
dxi = ( ~grad φ)i dxi = ~grad φ · d~x (I.40)

Dado que dφ es un escalar y dxi son las componentes contravariantes de un vector,
∂φ
∂xi son las componentes covariantes de un vector, de acuerdo con la regla de contraste
tensorial.

Definición 25 (Gradiente) Se define como gradiente de un escalar a un vector ~grad φ
cuyas componentes covariantes (contravariantes) son las derivadas parciales del es-
calar con respecto a las coordenadas contravariantes (covariantes). Se define al oper-
ador gradiente como

~grad →




~e i ∂
∂xi

~ei
∂

∂xi

Puede confirmarse el carácter vectorial del gradiente teniendo en cuenta las reglas
de derivación de función de función

∂

∂x′ i
=

∂xj

∂x′ i
∂

∂xj

y haciendo uso de I.36

∂

∂x′ i
= bj

i

∂

∂xj
, ,

∂

∂x′i
= ai

j

∂

∂xj
(I.41)

se obtienen las leyes de transformación de las componentes covariantes y contravari-
antes del operador gradiente.
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Las componentes del gradiente pueden emplearse en operaciones tensoriales (op-
eraciones cuyo resultado es un tensor) sobre tensores. En el curso se hará uso del
las siguientes operaciones definidas sobre campos escalares φ(X), vectoriales ~u(X) y
tensoriales T̃ (X) 11:

- Operadores Laplaciano y D’Alambertiano: Se define el Laplaciano como el produc-
do contráıdo de las componentes covariantes y contravariantes del gradiente (producto
escalar de operador consigo mismo) en el espacio cartesiano tridimensional

4 =
∂

∂xi

∂

∂xi
, , xi = x, y, z (I.42)

En el espacio de Minkowski utilizado en este texto, se define el D’Alambertiano
como

| | = − ∂

∂xi

∂

∂xi
, , xi = x0, x1, x2, x3 (I.43)

Es claramente invariante. Su aplicación sobre un escalar (vector) da como resultado
a otro escalar (vector).

- Divergencia de un vector: Producto escalar del operador gradiente con el vector

div ~u =
∂ui

∂xi
(I.44)

- Divergencia de un tensor de segundo orden:

(div T̃ )j =
∂T ij

∂xi
(I.45)

- Rotacional de un vector:

(rot ~u)ij =
∂uj

∂xi
− ∂ui

∂xj
(I.46)

Es fácil comprobar que las operaciones definidas anteriormente tienen carácter ten-
sorial

I.3.4. Expresión de las leyes en forma manifiestamente invariante

Una ley f́ısica expresada tensorialmente como

T̃ = 0̃ (I.47)
11Las definiciones que siguen pueden aparecer de forma distinta en otros textos. Aqúı se expresan para un cierto

tipo de componentes y coordenadas pero, sin más que rotar ı́ndices, pueden obtenerse expresiones equivalentes.
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,donde 0̃ es el tensor nulo, está expresada en forma invariante frente a los cambios de
base vectorial.

Con respecto a un sistema de referencia determinado, para cada componente, se
tiene que

T i1···
j1···

ir ···js = 0

y, multiplicando por a
i′1
i1
· · · bj1

j′1
· · · ai′r

ir
· · · bjs

j′s
, se obtiene

T ′ i
′
1···

j′1···
i′r ···j′s = 0

Si, además, T̃ es invariante frente a los cambios de origen, dicha ley tendrá la misma
expresión con respecto a todos los sistemas de coordenadas y se dirá que está expresada
de forma manifiestamente invariante. Por esta razón, la expresión de las leyes en forma
tensorial es de gran utilidad para el desarrollo de la teoŕıa de la relatividad .

I.4. Problemas

Nota: Los espacios utilizados en los problemas son de dimensión n = 4, i = 0 · · · 3.

I-1. Sea ~ei una base del espacio vectorial En y ~e′j un conjunto de vectores cuyas componentes con
respecto a la base anterior son:

e′ i0 = (−1, 0, 0, 0)
e′ i1 = (0, 1, 2, 0)
e′ i2 = (0, 0, 1, 0)
e′ i3 = (1, 0, 0, 1)

a) ¿ Pueden los ~e′j tomarse como nueva base ?
En caso afirmativo :

b) Expresar los vectores de la primera base en función de la segunda.
c) Hallar los coeficientes de las transformaciones directa e inversa aśı como los determi-

nantes de las mismas.
d) Comprobar la reciprocidad de las transformaciones directa e inversa.

SOLUCION :

El conjunto de nuevos vectores puede expresarse de la forma dada en I.1

~e ′0 = −~e0

~e ′1 = ~e1 +2~e2

~e ′2 = ~e2

~e ′3 = ~e0 +~e3





~x = xi ~ei
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(a) - Para que este conjunto pueda constituir una nueva base, según I.3, ~e′k = bi
k ~ei

siendo |bi
k| 6= 0. Efectivamente, en forma matricial

(
bi
k

)
=




−1 0 0 0
0 1 2 0
0 0 1 0
1 0 0 1


 ⇒ |bi

k| = −1

donde el ı́ndice superior denota a las filas y el inferior a las columnas.

(b) - Resolviendo el sistema de ecuaciones se obtiene la transformación inversa

~e0 = −~e ′0
~e1 = ~e ′1 −2~e2

~e2 = ~e ′2
~e3 = ~e ′0 +~e ′3

(c) - Los coeficientes de la misma son

(
aj

i

)
=




−1 0 0 0
0 1 −2 0
0 0 1 0
1 0 0 1


 ⇒ |aj

i | =
1
|bi

k|
= −1

(d) - Multiplicando las dos matrices se comprueba su reciprocidad

bi
k aj

i = δj
k ⇒ (

bi
k

) ·
(
aj

i

)
=

(
δj
k

)




−1 0 0 0
0 1 2 0
0 0 1 0
1 0 0 1


 ·




−1 0 0 0
0 1 −2 0
0 0 1 0
1 0 0 1


 =




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




I-2. Supóngase que E4 y M4 son espacios vectoriales eucĺıdeos dotados de unas métricas que, con
respecto a las bases ~eei y ~emi, vienen definidas por

‖~x‖e = (x0)2 + (x1)2 + (x2)2 + (x3)2

‖~x‖m = (x0)2 − (x1)2 − (x2)2 − (x3)2

donde xi ∈ <.

a) ¿ Qué tipo de espacios eucĺıdeos son ?

b) Hallar las funciones métricas covariantes y contravariantes aśı como sus determinantes.

c) Hallar las bases adjuntas.
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d) Dado un vector de componentes xi = (4, 3, 2, 1) en En y Mn, hallar las componentes
covariantes y la norma en ambos espacios.

SOLUCION :

(a) - E4 es propiamente eucĺıdeo y M4 eucĺıdeo, según la nomenclatura seguida en
el apéndice.

(b) -
||~x|| = gij xixj

Se hará solo la parte correspondiente a M4.

La matriz de las componentes doblemente covariantes del tensor métrico se ob-
tiene identificando a los coeficientes del polinomimio que define a la norma. El
primer ı́ndice representa a las filas y el segundo a las columnas

(gij) =




1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1




Las componentes doblemente contravariantes son , según I.13

gjigik = δj
k ⇒ gii =

1
gii

= gii , , ii = 00, · · · , 33

.

De otra forma (
gij

)
= (gij)

(c) - Según la definición de la base adjunta

~e j · ~ei = δj
i , , ~e j = gji ~ei ⇒

~e 0 = ~e0 , , ~e α = −~eα , , α = 1, 2, 3

(d) - Bajando el ı́ndice de xi

xi = gij xj = (4, −3, −2, −1)

I-3. Clasificar las bases ~eei y ~emi del problema anterior según los criterios de ortogonalidad y
ortonormalidad y encontrar el tipo de transformaciones de base que dejan invariantes a las
componentes de los tensores métricos del problema anterior.

SOLUCION :
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Por definición, gij ≡ ~ei · ~ej.

Como ||~eei|| = 1, esta base es ortonormal. Por otra parte, ||~ee0|| = 1, ||~eeα|| = −1,
para α = 0, 1, 2, 3, por lo que esta otra es simplemente ortogonal.

Dada la definición de las componentes gij, éstas serán invariantes en transforma-
ciones a nuevas bases que tengan las mismas propiedades de ortogonalidad que la
base de partida. En el primer caso las nuevas bases han de ser ortonormales y en
el segundo ha de cumplirse que ||~ee ′0|| = 1, ||~ee ′α|| = −1.

I-4. Demostrar que, para transformaciones entre bases ortogonales,

aj
i =

~e′j · ~ei

‖~e′j‖
, , bj

i =
~ej · ~e′i
‖~ej‖

SOLUCION :

~ei = ak
i ~e ′k ⇒

~e ′j · ~ei = ak
i ~e ′j · ~e ′k = aj

i ||~e ′j ||

puesto que las bases son ortogonales.

I-5. Demostrar que el producto escalar entre dos vectores ~x · ~y es invariante frente a los cambios
de base.

SOLUCION :

~x · ~y = gij xiyj = gij bi
kb

j
l︸ ︷︷ ︸ x ′ky ′l = g ′kl x

′ky ′l = (~x · ~y) ′

I-6. Demostrar que los δi
j pueden ser considerados como las componentes mixtas de un tensor de

segundo orden y que éstas son invariantes con respecto al cambio de coordenadas.

SOLUCION :

De acuerdo con I.4

δj
k = aj

i b
i
k = aj

i b
l
kδ

i
l = δ ′jk

I-7. En el espacio M4 definido anteriormente se tienen dos vectores cuyas componentes son

xi = (4, 3, 2, 1)
yi = (1, 2, 3, 4)

a) Hallar las componentes T i
j y Ti

j del tensor T̃ = ~x⊗ ~y.

b) Hallar las componentes T ′kl del tensor con respecto a la base ~e′i = (−1)i ~ei
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SOLUCION :

(a) -
T̃ = ~x⊗ ~y = T i

j
~Πj

i = Tij
~Πij · · · , , ~Πi

j = ~ei ⊗ ~ej

xi = (4, 3, 2, 1) ⇒ xi = (4, −3, −2, −1)

yj = (1, 2, 3, 4) ⇒ xi = (1, −2, −3, −4)

(
T i

j

)
=

(
xiyj

)
=




4 −8 −12 −16
3 −6 −9 −12
2 −4 −6 −8
1 −2 −3 −4




De forma análoga se obtiene
(
Ti

j
)
.

(b) -

T ′
kl = bi

kb
j
l T ′ij = bi

kb
j
l gjn T i

n

y, dado que,

~e ′i = (−1)i ~ei = (−1)i δj
i︸ ︷︷ ︸

=bj
i

~ej ⇒
{

bi
k = (−1)k δi

k

bj
l = (−1)l δj

l

⇒

T ′
kl = (−1)(k+l) δi

kδ
j
l gjn T i

n = (−1)(k+l) T k
n gnl = (−1)(k+l) T k

l g
ll ⇒

puesto que gnl es diagonal. Luego T ′
00 = (−1)0 T 0

0 g00 = 4 · · · y

(
T ′

kl

)
=




4 −8 12 −16
−3 6 −9 12

2 −4 6 −8
−1 2 −3 4




I-8. Dado un tensor T̃ cuyas componentes doblemente covariantes son simétricas (antisimétricas),
demostrar:

a) Que las componentes doblemente contravariantes tienen el mismo tipo de simetŕıa pero
que ésto no es cierto para las componentes mixtas.

b) Que las propiedades mencionadas se conservan en la transformación de base.
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I-9. Dado un tensor P̃ (p), donde el orden p > 1, demostrar que de la contracción de una determi-
nada pareja de ı́ndices de sus componentes resultan las componentes de otro tensor T̃ (p−2) y
que, si p = 2n, la contracción total de las parejas de ı́ndices del tensor es un escalar. ¿ Cuál
es el efecto de emparejar a los ı́ndices de distinta manera ?

I-10. Demostrar que si T (ij)xixj es un escalar, para ~x arbitrario, solo puede asegurarse que T (ij)
sean las componentes doblemente contravariantes de un tensor si T (ij) = T (ji).

I-11. En el espacio puntual eucĺıdeo E4, asociado al M4 definido anteriormente, se considera a
los puntos A y B, cuyas componentes contravariantes con respecto al sistema de referencia
S=(O, ~ei) son OA

i = (1, 2, 3, 4) y OB
i = (4, 3, 2, 1).

a- Hallar las coordenadas covariantes de dichos puntos con respecto al sistema de referencia
S ′=(O′, ~e′i), donde OO′ =

∑
i ~ei y ~e′i = (−1) i ~ei.

b- Demostrar que ‖OA‖ 6= ‖O′A‖ y que ‖AB‖ es invariante frente al cambio de sistema de
referencia.

I-12. Probar que los operadores Laplaciano, divergencia y rotacional definidos anteriormente son
tensoriales (Aplicados sobre los tensores correspondientes dan como resultados a otros ten-
sores).
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.



Apéndice II

Mecánica Anaĺıtica no relativista

Este apéndice resume los fundamentos de las formulaciones lagrangiana y
hamiltoniana del movimiento de un sistema de part́ıculas [Leech, Goldstein,
Landau y Lifchitz CA].

II.1. Formalismo lagrangiano

El formalismo lagrangiano permite expresar las leyes del movimiento, en función de
coordenadas generalizadas, de una forma canónica que es aplicable tanto en sistemas
de referencia inerciales como acelerados. En primer lugar se deducen las expresiones
generales de las ecuaciones de Lagrange y, a continuación, se trata el caso particular,
pero frecuente, en que las fuerzas aplicadas pueden derivarse de funciones potenciales.

II.1.1. Ecuaciones de Lagrange; expresión general

Considérese a un sistema SN de N part́ıculas sometido a un campo de fuerzas 1 y
representado en un espacio, denominado espacio de configuración, de 3N + 1 coorde-
nadas. En este espacio, cada part́ıcula viene referida espacialmente por tres de estas
coordenadas y la evolución temporal de SN se representa por una curva o trayectoria
de 3N + 1 dimensiones.

Si se parte de un sistema de referencia inercial y se utilizan coordenadas cartesianas
(xi, t) ≡ (x1, y1, z1, x2, . . . , zN , t), las ecuaciones del movimiento pueden escribirse de la
forma

Fi =
d

dt
(mi ẋi) = mi ẍi , , ẋi ≡ dxi

dt
, , i = 1, . . . , 3N (II.1)

1No se incluyen en este resumen a las fuerzas de ligadura y, en cualquier caso, se supone que las fuerzas aplicadas
son cont́ınuas

II-1
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donde Fi es la i-esima componente de la fuerza aplicada a SN . Puesto que en el espa-
cio ordinario cada part́ıcula de masa mα viene representada por tres coordenadas de
posición, el valor de mα se repite para tres valores de i en el espacio de configuración.
Estas ecuaciones son de segundo grado en las variables de posición, por lo que por cada
punto (xi0, t0) del espacio de configuración pasan infinitas trayectorias de SN ; cada una
corresponde a un valor inicial distinto de la velocidad ẋi0.

En adelante se hará uso del convenio de Einstein de suma sobre los sub́ındices
repetidos en las variables 2, de acuerdo con el cual la enerǵıa cinética de SN viene dada
por

T =
1
2
miẋ

2
i (II.2)

y II.1 puede expresarse como 3

Fi =
d

dt
(
∂T

∂ẋi
) , , T = T (ẋ) (II.3)

A partir de estas ecuaciones, válidas para sistemas de referencia inerciales y carte-
sianos, se buscarán otras equivalentes utilizables en sistemas de referencia de tipo más
general. Para ello se consideran las transformaciones de coordenadas

qi = qi(x, t) , , i = 1, . . . , 3N (II.4)

donde qi es una función cont́ınua, derivable e inversible salvo, posiblemente, en las
fronteras del dominio del problema 4. Las transformaciones inversas son

xj = xj(q, t) , , j = 1, . . . , 3N (II.5)

La aparición de t como variable expĺıcita en la transformación indica que el sistema
(q,t) está en movimiento con respecto a (x,t) y puede no ser inercial.

Para expresar II.3 con respecto al nuevo sistema de coordenadas, se procederá de
la siguiente forma:

∂T

∂q̇i
= mj ẋj

∂ẋj

∂q̇i

donde q̇i = dqi

dt . Derivando II.5

ẋj =
dxj

dt
=

∂xj

∂qi
q̇i +

∂xj

∂t
(II.6)

2para esta regla no cuentan los ı́ndices de las masas mi.
3La dependencia de una función de las variables xi y ẋi, para i = 1, . . . , 3N , se anotará por f(x, ẋ).
4Estas condiciones se cumplen en la mayor parte de los casos prácticos como, por ejemplo, en las transformaciones

a coordenadas esféricas, ciĺındricas, etc..
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de donde se deduce que

∂ẋj

∂q̇i
=

∂xj

∂qi
(II.7)

porque ∂ xj

∂ t no es función de q̇i. Luego

∂T

∂q̇i
= mj ẋj

∂xj

∂qi

Derivando temporalmente

d

dt
(
∂T

∂q̇i
) = mj ẍj

∂xj

∂qi︸ ︷︷ ︸
a

+mj ẋj
d

dt
(
∂xj

∂qi
)

︸ ︷︷ ︸
b

El término (a) del segundo miembro se denomina componente de la fuerza gener-
alizada, actuante sobre SN , y se escribe, de acuerdo con II.1

Qi = Fj
∂xj

∂qi
(II.8)

Por lo que respecta a (b), el orden de derivación de d
d t y ∂

∂ qi
puede invertirse, con

lo que

(b) = mj ẋj
∂ẋj

∂qi
=

∂T

∂qi

De acuerdo con esto y con II.8, las ecuaciones del movimiento II.3 quedan expre-
sadas en la forma general de Lagrange

Qi =
d

dt
(
∂T

∂q̇i
)− ∂T

∂qi
, , T = T (q̇, q, t) (II.9)

que, como es fácil de ver, se reduce a II.3 para coordenadas inerciales y cartesianas. El
termino ∂T

∂qi
está ligado a la curvatura de las superficies coordenadas y, por lo tanto, se

anula en el caso de las coordenadas cartesianas; f́ısicamente corresponde a las fuerzas
ficticias: de Coriolis, centŕıfuga, etc.

II.1.2. Ecuaciones de Lagrange para fuerzas que derivan de un potencial

Las fuerzas pueden derivarse de enerǵıas potenciales en dos casos importantes. En
primer lugar, las fuerzas conservativas pueden derivarse de una enerǵıa potencial W(x)
que solo depende de las coordenadas de posición.

Fi = −∂W

∂xi
⇒ Qi = −∂W

∂xj

∂xj

∂qi
= −∂W

∂qi
(II.10)
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Por otra parte, aunque la fuerza electromagnética sobre una part́ıcula 5 cargada
depende de la velocidad de ésta, es posible encontrar una enerǵıa potencial U(x, ẋ, t)
de la que derivarla. La fuerza de Lorentz 6

~F = e( ~E + ~v × ~B) (II.11)

puede expresarse en función de los potenciales electromagnéticos, el escalar φ(x, t) y el
vector ~A(x, t)

~E = −∇φ− ∂ ~A

∂t
~B = ∇× ~A (II.12)

Teniendo en cuenta que

∇(~v(t) · ~A(x, t)) = (~v(t) · ∇) ~A(x, t) + ( ~A(x, t) · ∇)~v(t)︸ ︷︷ ︸
=0

+~v(t)× (∇× ~A(x, t)) + ~A(x, t)× (∇× ~v(t))︸ ︷︷ ︸
=0

, puesto que ~v no depende de las coordenadas x, luego

~v × ~B = ~v × (∇× ~A) = ∇(~v · ~A)− (~v · ∇) ~A

y

Fi = e

[
− ∂φ

∂xi
− ∂Ai

∂t
+

∂(~v · ~A)
∂xi

− (~v · ∇)Ai

]
= −e

∂

∂xi
(φ− ~v · ~A)− e

dAi

dt

dado que df(x,t)
dt = ∂f

∂t +(~v ·∇)f . Expresando expĺıcitamente ~v · ~A = ẋj Aj,el último término
de la ecuación anterior puede escribirse como

dAi(x, t)
dt

= − d

dt

∂

∂ẋi
(φ− ~v · ~A)

por lo que, si se define como enerǵıa potencial electromagnética 7 a
5Se consideran sistemas de una sola part́ıcula. La interacción entre part́ıculas cargadas, incluso en el marco prerel-

ativista, se propaga con velocidad finita lo que complica su tratamiento más allá de los objetivos de la asignatura. En
el caso relativista estas consideraciones se extienden a todo tipo de interacciones.

6E. J. Konopinski,.Electromagnetic fields and relativistic particles”, McGraw-Hill
7Aqúı se emplea para U la denominación de ’enerǵıa potencial’ porque es una función, con dimensión de enerǵıa,

de la cual puede derivarse la fuerza, pero hay que tener en cuenta que, al depender de la velocidad, representa a una
fuerza no conservativa.
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U(x, ẋ, t) = e(φ− ~v · ~A) (II.13)

las fuerzas pueden derivarse de ésta según la expresión

Fi = (
d

dt

∂

∂ẋi
− ∂

∂xi
)U(x, ẋ, t) (II.14)

Las fuerzas generalizadas son, en este caso,

Qi = Fj
∂xj

∂qi
= (

d

dt

∂U

∂ẋj
− ∂U

∂xj
)
∂xj

∂qi
=

d

dt
(
∂U

∂ẋj

∂xj

∂qi
)− ∂U

∂ẋj

d

dt
(
∂xj

∂qi
)− ∂U

∂xj

∂xj

∂qi

Teniendo en cuenta II.7

Qi =
d

dt
(
∂U

∂ẋj

∂ẋj

∂q̇i
)− (

∂U

∂ẋj

∂ẋj

∂qi
+

∂U

∂xj

∂xj

∂qi
)

y dado que U = U(x, ẋ, t) y xj = xj(qi, t)

∂U

∂q̇i
=

∂U

∂ẋj

∂ẋj

∂q̇i
, ,

∂U

∂qi
=

∂U

∂ẋj

∂ẋj

∂qi
+

∂U

∂xj

∂xj

∂qi

y

Qi = (
d

dt

∂

∂q̇i
− ∂

∂qi
)U(q, q̇, t) (II.15)

Tanto en el caso de las fuerzas conservativas como en las de Lorentz se define la
función Lagrangiana como la diferencia entre la enerǵıa cinética y la potencial

L(q, q̇, t) = T (q, q̇, t)−W (q, t) , , L(q, q̇, t) = T (q, q̇, t)− U(q, q̇, t) (II.16)

lo que permite escribir las ecuaciones de Lagrange en la forma

d

dt
(
∂L

∂q̇i
)− ∂L

∂qi
= 0 (II.17)
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II.2. Formalismo hamiltoniano

El formalismo hamiltoniano se desarrolla en el espacio de las fases, el cual tiene
6N + 1 dimensiones. Además de las 3N coordenadas generalizadas qi del espacio de
configuración 8, en el de las fases se definen otras 3N coordenadas independientes pi,
denominadas cantidades de movimiento generalizadas o momentos conjugados

pi ≡ ∂L

∂q̇i
(II.18)

Se dice que qi y pi son un par de variables conjugadas.

Introduciendo la definición de pi en las ecuaciones de Lagrange II.17

ṗi =
∂L

∂qi
(II.19)

A diferencia de lo que ocurre en el espacio de configuración, por un punto (qi0, pi0, t0)
pasa una sola trayectoria de SN 9.

En sistemas inerciales y coordenadas cartesianas, los momentos conjugados de un
sistema de una part́ıcula cargada, de masa m y carga e, son

pi = mẋi + eAi (II.20)

El primer término del segundo miembro es la cantidad de movimiento cinética de la
part́ıcula y el segundo la cantidad de movimiento electromagnética. Esta última, en
ciertos casos, puede interpretarse como momento potencial.

II.2.1. Ecuaciones de Hamilton

Las ecuaciones de Hamilton representan una alternativa, en el espacio de las fases,
a las ecuaciones de Lagrange. Si se deriva L(q, q̇, t) con respecto al tiempo, se reagrupan
los términos y se hace uso de II.19, se obtiene

d

dt
[q̇ipi − L] = −∂L

∂t

Definiendo como función de Hamilton o hamiltoniano a

H(q, p, t) ≡ piq̇i − L(q, q̇, t) (II.21)

8Las q̇i son variables dependientes en el espacio de configuración, aunque aparezcan de forma expĺıcita en las
expresiones.

9Esta circunstancia es útil para el desarrollo canónico de la mecánica estad́ıstica.
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el resultado anterior puede escribirse como

dH

dt
= −∂L

∂t
(II.22)

lo que pone de manifiesto que el hamiltoniano es una constante del movimiento para
aquellos sistemas cuyo lagraniano no depende expĺıcitamente del tiempo.

Las ecuaciones del movimiento en el espacio de las fases pueden obtenerse de la
siguiente forma:

Diferenciando H(q, p, t)

dH =
∂H

∂qi
dqi +

∂H

∂pi
dpi +

∂H

∂t
dt

Haciendo lo mismo sobre la definición II.21 y teniendo en cuenta II.18 y II.19

dH = −ṗi dqi + q̇i dpi − ∂L

∂t
dt

De la comparación de las dos expresiones de dH se obtienen las ecuaciones de
Hamilton o ecuaciones canónicas del movimiento

q̇i =
∂H

∂pi
, , ṗi = −∂H

∂qi

∂L

∂t
= −∂H

∂t
(II.23)

De esta última ecuación y de II.22 se deduce que

dH

dt
=

∂H

∂t
(II.24)

La comparación de esta ecuación con el segundo grupo de las ecuaciones canónicas
sugiere la interpretación de H y -t como variables conjugadas. Este sistema de 6N + 1
ecuaciones puede reducirse en el caso de que existan variables ignorables o ćıclicas,
aquellas qi o pi que no aparecen expĺıcitamente en el hamiltoniano. En este caso sus
variables conjugadas pi o qi son constantes del movimiento.

II.2.2. Expresiones particulares del hamiltoniano

Las funciones L y H tienen dimensiones de enerǵıa y H, en particular, puede ser
interpretada en muchos casos de interés como la enerǵıa total del sistema. Esto no
es siempre cierto por lo que, en cada caso, se hace necesario analizar con cuidado las
ecuaciones de balance energético. Como ya se ha visto, el hamiltoniano solo es una
constante del movimiento si no depende expĺıcitamente del tiempo, circunstancia que
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no se da en el caso general electromagnético. A continuación se exponen las expresiones
de H en los casos más usuales.

Si solo se consideran transformaciones de coordenadas independientes del tiempo,
del tipo xi = xi(q), sustituyendo II.6 en II.2

T = Ajkq̇j q̇k , , Ajk(q) =
1
2
mi

∂xi

∂qj

∂xi

∂qk

Derivando T con respecto a q̇i y multiplicando por la misma, se obtiene

q̇i
∂T

∂q̇i
= 2T

Para fuerzas conservativas y transformaciones independientes del tiempo, W = W (q) y

pi =
∂L

∂q̇i
=

∂T

∂q̇i

con lo que de II.21 y II.18
H(q, q̇) = T + W

que puede ser interpretado como la enerǵıa total del sistema. Efectivamente, el trabajo
realizado por las fuerzas conservativas entre dos puntos de la trayectoria es

∫ 2

1

~F · d~r = ∆T = −∆W (II.25)

y ∆H = ∆T + ∆W = 0

Las fuerzas electromagnéticas no son conservativas en el caso general y, para po-
tenciales V (x, t) y ~A(x, t), ∂L

∂t 6= 0 por lo que H no es una constante del movimiento.
Operando en coordenadas cartesianas en II.20

piẋi = mẋ2
i + eẋiAi = 2T + e~v · ~A

de donde

H(~r, ~p, t) =
1

2m

(
~p− e ~A(~r, t)

)2
+ e φ(~r, t) (II.26)

II.3. Principios variacionales

Los principios variacionales permiten el desarrollo compacto y elegante de muchas
de las teoŕıas f́ısicas. De entre los muchos posibles, aqúı se trata exclusivamente del
principio de Hamilton, el cual constituye una alternativa para la deducción de las
ecuaciones de Lagrange.
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II.3.1. Cálculo de variaciones

Como paso previo al enunciado del principio de Hamilton se plantea el problema
matemático de la búsqueda de las condiciones de estacionariedad de la integral

I =
∫ t2

t1

F (x, ẋ, t)dt (II.27)

donde F es una función conocida y diferenciable, t es la variable independiente, x = x(t)
la curva o camino a lo largo de la cual se realiza la integral, ẋ = dx

dt y t1 y t2 los extremos
fijos de la integración. Las curvas x(t) son arbitrarias, salvo en sus puntos extremos
x1 = x(t1) y x2 = x(t2), y derivables.

Se trata de encontrar aquellos caminos, curvas extremales, a lo largo de los cuales
I se hace estacionaria (toma un valor máximo o mı́nimo local). La determinación de si
la curva extremal corresponde a un máximo o mı́mimo es un problema más complejo
pero puede ser resuelto empleando criterios de tipo f́ısico.

Supóngase que x(t) es extremal y considérese la integración a lo largo del camino

x(t) = x(t) + a η(t) (II.28)

donde a es un parámetro y η(t) es una función derivable y tal que

η(t1) = η(t2) = 0 (II.29)

pero, por lo demás, arbitraria.

Derivando II.28 con respecto a la variable independiente t

ẋ = ẋ + a η̇

La integral II.27 es ahora función de a.

I(a) =
∫ t2

t1

F (x, ẋ, t)dt

y
∂I(a)
∂a

=
∫ t2

t1

∂F

∂a
dt =

∫ t2

t1

[
∂F

∂x
η +

∂F

∂ẋ
η̇

]
dt

Integrando por partes el segundo término del integrando y teniendo en cuenta que
η es nula en los extremos,

∫ t2

t1

∂F

∂ẋ
η̇ dt =

[
η
∂F

∂ẋ

]t2

t1︸ ︷︷ ︸
=0

−
∫ t2

t1

η
d

dt
(
∂F

∂ẋ
) dt
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Luego
∂I(a)
∂a

=
∫ t2

t1

η

[
∂F

∂x
− d

dt
(
∂F

∂ẋ
)
]

dt

Puesto que x = (x)a=0 es una curva extremal
[
∂I(a)
∂a

]

a=0

= 0 ⇒
∫ t2

t1

η

[
∂F

∂x
− d

dt
(
∂F

∂ẋ
)
]

dt = 0

y como η(t) es arbitraria, los caminos extremales deben cumplir la ecuación de Euler

∂F

∂x
− d

dt
(
∂F

∂ẋ
) = 0 (II.30)

junto con las condiciones de frontera x(t1) = x1 y x(t2) = x2. F (x, ẋ, t) es una función
conocida. Si se toma F = L(q, q̇, t) las ecuaciones de Euler resultan idénticas a las de
Lagrange, las cuales, por ser de segundo orden, tienen solución única con las condiciones
impuestas.

II.3.2. Principio de Hamilton

De lo visto en el apartado anterior, para los sistemas de part́ıculas sometidos a
fuerzas que pueden ser derivadas de un potencial, la acción hamiltoniana, definida
como

A =
∫ t2

t1

L(q, q̇, t)dt (II.31)

toma un valor extremo para una trayectoria real que pase por los puntos qi(t1) = qi1 y
qi(t2) = qi2.

El principio de Hamilton suele expresarse en la forma

δA = 0 (II.32)

donde δA es la variación de primer orden alrededor del valor de A para una trayecto-
ria real. El resultado anterior, que aparece como última consecuencia de las leyes de
Newton, puede ser tomado como principio si se postula la forma del lagrangiano. Esta
es una v́ıa muy conveniente para repostular la mecánica y el electromagnetismo, en
forma manifiestamente invariante, dentro del marco de la relatividad de Einstein.



Apéndice III

Formulario de series y transformadas
de Fourier

III.1. Introducción

En este apéndice se fijan los convenios y notaciones utilizados en el texto para los
desarrollos y transformadas de Fourier y se recojen las principales propiedades de los
mismos [Arfken y Weber], [Spiegel et al.].

III.2. Desarrollo en series de Fourier

Desarrollo en función de senos y cosenos :

En el espacio de Hilbert L2, sennζ y cos nζ, donde n = 0, 1 · · · , forman una base
completa de las funciones que son de cuadrado integrable en el intervalo I = ζ ∈ [ζ0, ζ0 +
2π]. Esto permite aproximar a estas funciones, dentro de dicho intervalo, mediante un
desarrollo en serie de Fourier 1. Una de las expresiones más comunes de este desarrollo
es

f(ζ) = fsf (ζ) ≡ 1
2

a0 +
∞∑

n=1

an cos nζ +
∞∑

n=1

bn sen nζ , , ζ ∈ I (III.1)

fsf (ζ) = fsf (ζ + 2π) es una función periódica, con periodo 2π, que representa a f(ζ)
en I.

Dado que las funciones de base son ortogonales

1Es necesario y suficiente que la función que se aproxima tenga un número finito de discontinuidades finitas y un
número finito de máximos y mı́nimos en I [Arfken y Weber].

III-1
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∫ ζ0+2π

ζ0

sennζ sen n′ζ dζ =
{

πδnn′ n 6= 0
0 n = 0

(III.2a)

∫ ζ0+2π

ζ0

cos nζ cos n′ζ dζ =
{

πδnn′ n 6= 0
2π n = n′ = 0

(III.2b)

∫ ζ0+2π

ζ0

sennζ cos n′ζ dζ = 0 , , ∀n, n′ (III.2c)

, los coeficientes del desarrollo se obtienen de la forma:

an =
1
π

∫ ζ0+2π

ζ0

f(ζ) cos nζ dζ , , n = 0, 1, · · ·

bn =
1
π

∫ ζ0+2π

ζ0

f(ζ) sennζ dζ , , n = 1, 2, · · · (III.3)

por lo que a0/2 es el valor medio de la función en I

a0

2
= 〈f(ζ)〉I (III.4)

Desarrollo en función de exponenciales complejos :

Una forma más compacta de esta serie se obtiene haciendo uso de las fórmulas de
Euler para los senos y cosenos

fsf (ζ) =
∞∑

n=−∞
cn e jnζ (III.5)

donde
c0 =

a0

2
, , cn =

1
2
(an − j bn) , , c−n =

1
2
(an + j bn) , , n > 0 (III.6)

o

cn =
1
2π

∫ ζ0+2π

ζ0

f(ζ) e jnζ dζ , , n = 0, ±1, · · · (III.7)

Las expresiones de ortogonalidad se reducen a

∫ ζ0+2π

ζ0

e jnζ e−jn′ζ dζ = 2π δnn′ (III.8)
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En la práctica las series deben truncarse puesto que solo es posible utilizar a un
número finito de términos. Puede demostrarse que la función

fN (ζ) ≡
N∑

n=−N

dn e jnζ

minimiza al error cuadrático medio

E2(dn) ≡
∫ ζ0+2π

ζ0

[f(ζ)− fN (ζ)]2 dζ

cuando dn = cn, por lo que fN representa a la mejor aproximación cuadrática en función
de los 2N + 1 primeros términos de fsf .

Otras notaciones :

Para las variables temporales y espaciales se emplearán las notaciones

ζ =





ω0t ⇒ dζ = ω0 dt , It = t ∈ [t1, t1 + T0]

k0x ⇒ dζ = k0 dx , Ix = x ∈ [x1, x1 + λ0]
(III.9)

ω0 es la frecuencia angular fundamental, f0 = ω0/2π la frecuencia y T0 = 1/f0 el
periodo. k0 = es el número de onda y λ0 = 2π/k0 el periodo espacial en la dirección x.

III.3. Transformadas de Fourier

En el texto se aplica la transformada de Fourier a funciones f(~r, t) que dependen
de las coordenadas temporales y espaciales.

Transformadas temporales :

Una condición suficiente para que una función sea transformable por Fourier es que
sea de cuadrado sumable. En el dominio del tiempo

∫ ∞

−∞
|f(~r, t)|2 dt = finita (III.10)

Salvo en el caso de funciones armónicas, se supone que, en lo que sigue, todas las
funciones son de cuadrado sumable.
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Aqúı se convendrá en utilizar la siguiente versión del Par de transformadas de Fourier
temporales 2:

F{f(~r, t)} ≡ f(~r, ω) ≡ 1
2π

∫ ∞

−∞
f(~r, t) e−j ω t dt , , Transformación directa (III.11a)

F−1{f(~r, ω)} ≡ f(~r, t) ≡
∫ ∞

−∞
f(~r, ω) e j ω t dω , , Transformación inversa (III.11b)

ω, la Frecuencia angular o, simplemente, frecuencia, es la variable conjugada del tiempo
t en la transformación. Puede escribirse como

ω = 2π f =
2π

T

donde f es la Frecuencia y T el Periodo del armónico. f(~r, ω) 3 es la Densidad espectral de
f(~r, t) (amplitud del armónico e−j ω t contenido por f(~r, t) por unidad de intervalo de
ω)

Magnitudes armónicas :

Las magnitudes armónicas tienen una densidad espectral singular, solo es distinta
de cero para un solo valor ω0 de la frecuencia, y una amplitud f0 finita:

f(~r, t) = f0(~r) ej ω0 t (III.12)

por lo que, de acuerdo con III.11b y III.30a,

f(~r, ω) = f0(~r) δ(ω − ω0) (III.13)

y

f0(~r) =
∫ ∞

−∞
f(~r, ω) dω (III.14)

2La constante de normalización 1/(2π) puede repartirse de forma arbitraria entre la transformada directa y la
inversa y el signo del núcleo también es materia de convención, por lo que ha de verificarse con cuidado la notación
empleada en otros textos y tablas. La que aqúı se utiliza es la extensión de la empleada para las series.

3Aunque f(~r, ω) y f(~r, t) son funciones distintas, se anotarán con el mismo nombre. Se distinguirán por el argu-
mento o por el contexto en que se empleen.
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Transformadas espaciales :

En el núcleo de las transformadas espaciales se tomará el signo contrario al utilizado
para las temporales.

f(~k, t) ≡ 1
(2π)3

∫

r3

f(~r, t) e j (~k·~r) d3r (III.15a)

f(~r, t) ≡
∫

k3

f(~k, t) e−j (~k·~r) d3k (III.15b)

~k = (kx, ky, kz) es el vector de las variables conjugadas de ~r = (x, y, k). Aunque f(~k, t)
no corresponde necesariamente a una onda, ~k se denominará Vector de onda. d3r ≡ dx dy dz
es el elemento del volumen espacial infinito de integración r3 y d3k ≡ dkx dky dkz el
del volumen de integración infinito del espacio de los números de onda k3 . ~k puede
escribirse de la forma

~k = k ~n =
2π

λ
~n , , ~n =

~k

k
donde k es el Número de onda, ~n el Vector unitario de onda y λ la Longitud de onda.

Transformadas espacio-temporales :

De acuerdo con los convenios establecidos

f(~k, ω) ≡ 1
(2π)4

∫

r3, t
f(~r, t) e−j (ω t−~k·~r) d3r dt (III.16a)

f(~r, t) ≡
∫

k3, ω
f(~k, ω) e j (ω t−~k·~r) d3k dω (III.16b)

Esta doble transformación equivale a la descomposición de f(~r, t) en un espectro
cont́ınuo de Ondas monocromáticas planas con una densidad espectral f(~k, ω). Los parámet-
ros ~k, ~n, f , ω y λ adquieren propiamente el apelativo ”de onda”. Se define como Fase
de la onda plana monocromática a

ϕ ≡ ω t− ~k · ~r = ω t− k ~n · ~r = ω t− kξ = 2π (f t− ξ

λ
) = ω (t− ξ

vf
) (III.17)

ξ es la distancia a lo largo de la dirección de propagación ~n y vf es la Velocidad de
fase definida como

vf ≡
(

d ξ

d t

)

ϕ=cte

=
ω

k
(III.18)
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Transformadas de funciones reales :

Conjugando (∗)a las transformadas inversas es fácil de comprobar que, para fun-
ciones reales f(~r, t), se cumple

f∗(~r, ω) = f(~r, −ω) , , f∗(~k, t) = f(−~k, t) , , f∗(ω, ~k) = f(−ω, −~k) (III.19)

En particular, si fr(~r, ω) y fi(~r, ω) son las partes real e imaginaria de f(~r, ω),

fr(~r, ω) = fr(~r, −ω) , , función par deω (III.20a)

fi(~r, ω) = −fi(~r, −ω) , , función impar deω (III.20b)

En este caso, aunque no es necesario, el dominio de la frecuencia puede limitarse al
rango positivo:

f(~r, ω) = |f(~r, ω)| e j φ(~r, ω) ⇒ f(~r, t) = 2
∫ ∞

0
|f(~r, ω)| cos [ω t− φ(~r, ω)] dω (III.21)

III.4. Propiedades

Las transformadas de Fourier son obviamente lineales. Otras propiedades útiles son

Transformada de la derivada :

F
{

∂ f [t]
∂ t

}
= jω f(ω) ⇒ ∂

∂ t
→ jω ,

∂

∂ x
→ −jkx , ∇ → −j~k = −j k ~n (III.22)

Transformada de la integral :

F
{∫

f [t] dt

}
=

1
jω

f(ω) ⇒
∫

( ) dt → 1
jω

(III.23)

Traslación en el dominio del tiempo y en el de la frecuencia :

cF {f(t− t0)} = f(ω) e−j ωt0 , , cF−1 {f(ω − ω0)} = f [t] e j ω0t (III.24)
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Teorema de Parseval :

Para f [t] y g[t] reales

∫ ∞

−∞
f [t] g[t] dt = 2π

∫ ∞

−∞
f(ω) g∗(ω) dω = 2π

∫ ∞

0
[f(ω) g∗(ω) + f(−ω) g∗(−ω)] dω

= 2π

∫ ∞

0
[f(ω) g∗(ω) + f∗(ω) g(ω)] dω =

= 4π

∫ ∞

0
Re[f(ω) g∗(ω)] dω (III.25)

Valor medio de funciones armónicas :

〈Re[f [t]]Re[g[t]]〉 =
1
T

∫ T

0
Re[f [t]] Re[g[t]] dt =

1
2
Re[f [t] g∗[t]] =

1
2
Re[f0 g∗0] (III.26)

Teorema de la convolución :

Sean f [t] y g[t] reales

F {f [t] ∗ g[t]} ≡ F
{∫ ∞

−∞
f(t− t′) g(t′) dt′

}
= 2π f(ω) g(ω) (III.27)

Relaciones de dispersión de Kronig-Kramers :

Para una función f[t] real que cumple, por lo tanto, las relaciones III.20 y que
además es nula para t < 0, sus partes, real fr(ω) e imaginaria fi(ω), está relacionadas
mediante las Relaciones de dispersión de Kronig-Kramers

fr(ω) =
2
π

P

∫ ∞

0

ω′

ω′2 − ω2
fi(ω) dω′ (III.28a)

fi(ω) = −2ω

π
P

∫ ∞

0

1
ω′2 − ω2

fr(ω) dω′ (III.28b)

donde

P

∫ ∞

0
≡

∫ ∞

ω′→0, ω′>0

es la parte principal de Cauchy de la integral
∫∞
0 .
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Relación de incertidumbre :

Si (α, β) = (t, ω) , (x, kx) , (y, ky) , (z, kz) son dos variables conjugadas, las anchuras ∆α
y ∆β de las funciones f(α) y f(β) cumplen la relación de incertidumbre que en mecánica
cuántica recibe el nombre de Heisenberg:

∆α ∆β ≥ 1
2

(III.29a)

(∆α)2 =

∫∞
−∞ α2 |f(α)|2 dα∫∞
−∞ |f(α|2 dα

(III.29b)

Transformada y expresiones de la Delta de Dirac :

F {δ(ξ − ξ0)} =
e−j ω ξ0

2π

por lo que de acuerdo con III.11

δ(ξ − ξ0) =
1
2π

∫ ∞

−∞
e−j (ξ−ξ0) η dη = δ(ξ0 − ξ) (III.30a)

δ(~ρ− ~ρ0) =
1

(2π)3

∫

ζ3

e−j (~ρ−~ρ0)·~ζ d3ζ (III.30b)

III.5. Problemas

III-1. Desarrollar por series de Fourier las funciones periódicas de la figura III.1. Representar los
módulos y las fases en funciones de ω.

t0 t0t0

f(t)

t

V

0 T0

f(t)

t

V

+T/2 +T

Figura III.1:

III-2. Demostrar las siguientes propiedades de la transformada de Fourier:
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a) F [f [t]] = F (jω) = F (s), s = jω

b) F [Af [t] + Bg[t]] = AF (s) + BG(s), donde G(s) = F [g[t]]

c) F [df [t]
dt ] = jωF (s) = sF (s)

d) F [
∫

f [t]dt] = 1
sF (s)

III-3. Demostrar el teorema de la transformada de Fourier de la convolución y el de Parseval.

SOLUCION :

Teorema de la convolución

C(ω) = F {f(t) ∗ g(t)} = F
{∫ ∞

t′=−∞
f(t− t′) g(t′) dt′

}
=

=
1
2π

∫ ∞

t=−∞

[∫ ∞

t′=−∞
f(t− t′) g(t′) dt′

]
e−jω t dt

Intercambiando el orden de integración

C(ω) =
∫ ∞

t′=−∞
g(t′)

[
1
2π

∫ ∞

t=−∞
f(t− t′) e−jω t dt

]

︸ ︷︷ ︸
I

dt′

Para realizar la integral (I), se hace el cambio variable

t = τ + t′ , , dt = τ ⇒

I =
1
2π

e jω t′
∫ ∞

τ=−∞
f(τ) e jω τ dτ = e jω t′ f(ω) ⇒

C(ω = 2π f(ω)
1
2π

∫ ∞

t′=−∞
g(t) e jω t dω = 2π f(ω) g(ω)

Teorema de Parseval

Sean f(t) y g(t) reales y transformables

I =
∫ ∞

t=−∞
f(t) g(t) dt =

∫ ∞

t=−∞
g(t)

[∫ ∞

ω=−∞
f(ω) e jω t dω

]
dt =

= 2π

∫ ∞

ω=−∞
f(ω)

[
1
2π

∫ ∞

t=−∞
g(t) e jω t dt

]
dω = 2π

∫ ∞

ω=−∞
f(ω) g∗(ω) dω

donde se ha tenido en cuenta que, por ser g(t) real,

g∗(ω) =
1
2π

∫ ∞

t=−∞
g(t) e+jω t dt
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III-4. Calcular y representar la transformada directa de Fourier, o inversa, de las siguientes fun-
ciones:

a)
f1(t) = δ[t] , , g1(t) = δ(t− t0)

b)
f2(t) = f(t− t0) , , g2(ω) = g(ω − ω0)

c)

f3(t) =
{

1 ; −T/2 ≤ t ≤ T/2
0 ; t < −T/2, t > T/2

d)
f4(t) = f3(t) cos(ω0t)

e)

f5(t) =
{

cos(ω0t) ; 0 ≤ t ≤ N T0

0 ; t < 0, t > N T0
, , ω0 =

2π

T0

f)

f6(t) =
1
2

(1 + cos ω0 t) f3(t) , , T = T0

SOLUCION :

(a) -

g1(ω) =
1
2π

∫ ∞

t=−∞
δ(t− t0) e−jω t dt =

1
2π

e−jω t0

Para representar a una función compleja caben dos alternativas: representar la
parte real y la imaginaria o el módulo y la fase.

Re[g1(ω)] =
1
2π

cos (ω t0) , , Im[g1(ω)] = − 1
2π

sen(ω t0)

|g1(ω)| = 1
2π

, , arg(g1(ω)) = −arctg(ω t0)

La delta de Dirac tiene un espectro plano ( de módulo plano). El factor e−jω t0 en
el espectro, se corresponde en este caso con un retraso t0 en la función temporal.
Esto es cierto para cualquier otra función transformable. Efectivamente :

(b) - Haciendo el cambio de variable α = t− t0

F {f(t− t0)} = e−jω t0 1
2π

∫ ∞

α=−∞
f(α) e−jω α dα = f(ω) e−jω t0
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0
π

f(   )ω

ω0- ω0

(b)

∆

ω

-

ω
2  /Tπ 2  /Tπ

(a)

∆t

t

f(t)

1

T/2

T  /2

-T/2

Figura III.2:

(c) - La función a transformar es un pulso cuadrado, de duración T , y simétrico
con respecto al origen. Su transformada es

f(ω) =
1
2π

∫ T/2

−T/2
e jω t dt =

sen(ω T/2)
ω T/2

Su espectro, representado en ĺınea de trazo fino en la figura III.2-b, es real y
simétrico. Si se define como anchura temporal a ∆t = T y como anchura de fre-
cuencia a la distancia entre los dos primeros ceros del espectro ∆ω = 4π

T , se pone
de manifiesto la complementariedad existente entre ambas anchuras

∆t ∆ω = 4π

de forma que un pulso de poca duración es ancho espectralmente y viceversa (
Estas definiciones de anchura no coinciden rigurosamente con las del principio de
incertidumbre).

(d) - El efecto inverso al descrito en (b) se logra multiplicando por el factor
temporal e−jω0 t. El espectro sufre un desplazamiento de ω0. En este ejemplo, se
multiplica f3 por un coseno (cos x = 1

2

[
e jx − e−jx

]
), con lo que el espectro de dicha

función se desplaza en ω0 y −ω0 y se semisuma, como se muestra en trazo grueso
en la figura III.2-b.

(e) - Compruébese que cuanto mayor es el número de periodos que incluye la
función, más estrecho es el espectro alrededor de la frecuencia ω0.

(f) - Véase que esta función temporal tiene las pendientes continuas, lo que implica
que su espectro es mucho más limitado en frecuencia que el de f3.
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III.6. Ejemplos con Mathematica

4

Existen ”paquetes”de Mathematica, dedicados a la transformada de Fourier, que
son más completos y eficaces que lo que se ofrece en esta sección. Solo se pretende
ilustrar, de forma simple y directa, algunas de las relaciones fundamentales entre las
representaciones en los dominos del tiempo y de la frecuencia. El factor 1

2π = 1√
2π

1√
2π

,
utilizado en el resto de este texto, se reparte aqúı entre las transformadas directa e
inversa y el signo de las exponenciales se invierte, con objeto de ajustarse al convenio
seguido por Mathematica.

III.6.1. Transformada anaĺıtica

III.6.1.1. Ejemplo 1o

Relación entre la pendiente temporal de la función y el agrupamiento de su espectro
:

Se utiliza como función de referencia al coseno levantado o ventana de Hanning que
es nula fuera del intervalo It = t ∈ [−T/2, T/2], tiene una pendiente continua y suave
dentro del mismo.

h[t ] :=
1
2

(
Cos

[2π t
T

]
+ 1

)
(M.III.1)

hGraf = Plot[h[t]/.T → 1, {t,−0,5,0,5},PlotRange → All,

PlotStyle → {RGBColor[1,0,0]}] (M.III.2)

Estas caracteŕısticas se traducen, en el dominio de la frecuencia, en un espectro muy
agrupado alrededor de la frecuencia central. Además, como h[t] es real y simétrica, su
espectro es también real y simétrico. Dicha transformada es

Trh =
1√
2π

Simplify
[ ∫ T

2

−T
2

h[t] (Cos[2π f t] + I Sin[2π f t])dt
]

(M.III.3)

A continuación se representa para T = 1

TrhGraf = Plot[Trh/.T → 1, {f ,−20,20},PlotRange → All,

PlotStyle → {RGBColor[1,0,0]}] (M.III.4)

4Basados en un programa de A.Salinas .
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Obsérvese que el espectro se extiende a ω ∈ (−∞, ∞) pero está muy centrado en el
origen ω = 0.

La función f [t] es parecida a la anterior

f [t ] :=
1
2

(
1−Cos

[2π t
T

])
(M.III.5)

fGraf = Plot[f [t]/.T → 1, {t,−0,5,0,5},PlotRange → All,

PlotStyle → {RGBColor[0,1,0]}] (M.III.6)

pero tiene pendiente infinita en los extremos del intervalo I − t.

Show[hGraf , fGraf ] (M.III.7)

Como puede comprobarse, su espectro está mucho más disperso que el de h[t]:

Trf =
1√
2π

Simplify
[ ∫ T

2

−T
2

f [t] (Cos[2π f t] + I Sin[2π f t])dt
]

(M.III.8)

TrfGraf = Plot[Trf/.T → 1, {f ,−20,20},PlotRange → All,

PlotStyle → {RGBColor[0,1,0]}] (M.III.9)

Show[trhGraf , trfGraf ] (M.III.10)

III.6.1.2. Ejemplo 2o

Desplazamiento de un espectro a la frecuencia ω = 2π
T0

:

Como se muestra en el problema III-4, al multiplicar una función temporal por el
cos(ω0t)

hd[t ] := h[t]Cos
[2π t

T0

]
(M.III.11)

el espectro de la función resultante es la semisuma de los espectros originales desplaza-
dos a las frecuencias ±ω0. Esto se debe a los términos e±jω0t que componen al cos(ω0t).

hd1 es el resultado de modular h[t] con una frecuencia f0 = 1
T0

= 10

hd1Graf = Plot[{hd[t]/.{T → 1,T0 → 0,1}}, {t,−0,5,0,5},PlotRange → All,

PlotStyle → {RGBColor[0,0,1]}] (M.III.12)
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Las partes positiva y negativa del espectro apenas se solapan:

Trhd =
1√
2π

Simplify
[ ∫ T

2

−T
2

hd[t] (Cos[2π f t] + I Sin[2π f t])dt
]

(M.III.13)

Trhd1Graf = Plot[Trhd/.{T → 1,T0 → 0,1}, {f ,−20,20},PlotRange → All,

PlotStyle → {RGBColor[0,0,1]}] (M.III.14)

Si la frecuencia de modulación se reduce a f0 ' 1, 43

hd7Graf = Plot[{hd[t]/.{T → 1,T0 → 0,7}}, {t,−0,5,0,5},PlotRange → All,

PlotStyle → {RGBColor[1,0,1]}] (M.III.15)

Show[hd1Graf ,hd7Graf ] (M.III.16)

el solapamiento es notable:

Trhd7Graf = Plot[Trhd/.{T → 1,T0 → 0,7}, {f ,−20,20},PlotRange → All,

PlotStyle → {RGBColor[1,0,1]}] (M.III.17)

III.6.1.3. Ejemplo 3o

La delta de Dirac :

La función Delta de Dirac puede representarse como ĺımite de funciones de área
unidad y anchura decreciente, como las h(t), una vez normalizadas, o los pulsos gau-
sianos.

pulso(t ) :=
e−

(
t
a

)2

a
√

π
(M.III.18)

donde a es la semianchura del mismo. Dando a este parámetro el valor a = 1

pul1Graf = Plot[pulso[t]/.a → 1, {t,−3,3},PlotRange → All,

PlotStyle → {RGBColor[0,0,1]}] (M.III.19)

Los pulsos de anchura decreciente a = 1, a = 0, 5 y a = 0, 1, tienen alturas crecientes
1

a
√

π
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pul123Graf = Plot[{pulso[t]/.a → 1,

pulso[t]/.a → 0,5,pulso[t]/.a → 0,1}, {t,−3,3},PlotRange → All,

PlotStyle → {RGBColor[0,0,1],RGBColor[0,1,0],RGBColor[1,0,0]}]
(M.III.20)

pero su área es independiente de la anchura y unitaria:

intPul =
∫ ∞

−∞
pulso[t]dt (M.III.21)

intPulGraf =

Plot[intPul, {a,0,5,5},PlotStyle → {RGBColor[0,0,1]},PlotRange → {0,2}]
(M.III.22)

Las transformadas de estos pulsos tienen la misma amplitud máxima 1√
2π

pero su

semianchura es 2
a , con lo que ∆t ∆ω ' 2

TrPul =
1√
2π

∫ ∞

−∞
pulso[t] (Cos[ω t] + I Sin[ω t])dt (M.III.23)

TrPul123Graf = Plot[{TrPul/.a− > 1,TrPul/.a− > 0,5,TrPul/.a− > 0,1},
{w,−20,20},PlotRange → All,

PlotStyle → {RGBColor[0,0,1],RGBColor[0,1,0],RGBColor[1,0,0]}]
(M.III.24)

Como se aprecia en la gráfica, cuando la anchura 2a → 0, la anchura de la trans-
formada 1

a → ∞ y la densidad espectral se hace constante 1√
2π

, como corresponde a la
Delta de Dirac.
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Relaciones vectoriales y diádicas

IV.1. Productos

~a · (~b ∧ ~c) = ~b · (~c ∧ ~a) = ~c · (~a ∧~b) (IV.1)
~a ∧ (~b ∧ ~c) = ~b (~a · ~c)− ~c (~a ·~b) (IV.2)

~a · (~b~c) = (~a ·~b)~c , , (~a~b) · ~c = ~a (~b · ~c) (IV.3)

~a· ↔I = ~a (IV.4)

IV.2. Gradiente

∇(f + g) = ∇ f +∇ g (IV.5)
∇(f g) = f ∇g + g∇f (IV.6)
∇(~a ·~b) = (~a · ∇)~b + (~b · ∇)~a + ~a ∧ (∇∧~b) +~b ∧ (∇∧ ~a) (IV.7)

∇f(~r) = r̂
d f

d r
, , ∇r = r̂ , , ∇(

1
r
) = − 1

r2
r̂ (IV.8)

IV-1
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IV.3. Divergencia

∇ · (~a +~b) = ∇ · ~a +∇ ·~b (IV.9)
∇ · (f ~a) = f ∇ · ~a + ~a · ∇f (IV.10)

∇ · (~a ∧~b) = ~b · ∇ ∧ ~a− ~a · ∇ ∧~b (IV.11)
∇ · ∇ ∧ ~a = 0 (IV.12)
∇ · ∇f = ∇2f (IV.13)
∇ · ~r = 3 (IV.14)

IV.4. Rotacional

∇∧ (~a +~b) = ∇∧ ~a +∇∧~b (IV.15)
∇∧ (f ~a) = f ∇∧ ~a +∇f ∧ ~a (IV.16)

∇∧ (~a ∧~b) = ~a∇ ·~b−~b∇ · ~a + (~b · ∇)~a− (~a · ∇)~b (IV.17)
∇∧ (∇∧ ~a) = ∇(∇ · ~a)−∇2~a (IV.18)
∇∧ (∇f) = 0 , , ∇∧ ~r = 0 (IV.19)

∇∧ ~a(u) = ∇u ∧ d~a

d u
(IV.20)

IV.5. Laplaciano

∇2(
1
r
) = −4π δ(~r) (IV.21)

∇2~a ≡ ∇(∇ · ~a)−∇ ∧ (∇∧ ~a) (IV.22)

∇2~a =
∂2 ax

∂ x2
+

∂2 ay

∂ y2
+

∂2 az

∂ z2
, , (Solo en cartesianas)
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IV.6. Teoremas integrales

∫

V
∇ · ~a dv =

∮

S
~a · ~n ds (IV.23)

∫

V
∇· ↔T dv =

∮

S
~n· ↔T ds (IV.24)

∫

S
(∇∧ ~a) · ~n ds =

∮

L
~a · d~l (IV.25)

∫

V
∇f dv =

∮

S
f ~n ds (IV.26)

∫

V
∇∧ ~a dv =

∮

S
~n ∧ ~a ds (IV.27)

∫

S
~n ∧∇f ds =

∮

L
f d~l (IV.28)
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